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1 概要
今まで, 多体力学系の回転対称性による簡約化を扱ってきた. 多体系への回転群 SO(3)
の作用は配位の形によりその作用の仕方が異なる. $SO(\mathit{3})$ 作用の軌道型に従って多体
重心系は層化され, 各層ごとに力学を扱う必要がある. 実際, 我々は各層で定義され
た力学を層ごとに簡約化することを, 量子輝 [1] 及び, 古典詩 [2] に対して果たしてい
る. また, 層を行き交う運動として, 古典 3体系の微小振動運動を摂動的に扱った. こ

の際, Moserの平均化法を適用すると形状空間上に周期解の存在が保証され, 配位空
間上でホロノミー (回転) が実現される [3].
本講演では, 量子系の層化簡約化で得られた簡約化ラプラシアンを出発とし. 古典

3体系の場合と同様に平衡形状からの微小変動を考え, 量子 3体系の簡約化ハミルトニ
アンを摂動展開した. ここで, 簡約化ハミルトニアンは, 全角運動量が固定された系の
運動を記述する. また, 平衡形状として非直線状分子を選び, 3原子分子のエネルギー
スペクトルについて考察した. 特に, 平衡形状におけるエネルギースペクトルは, 剛
体系の回転エネルギーの関数として表されることをみた.

2 量子力学系の層化簡約化
量子ハミルトン系は配位空間上の二乗可積分空間において定められるが, それらは

各層の上の二乗可積分空間における系に層化され, それぞれ各形状空間上のベクトル
束の上の量子系に簡約化される. 量子力学系は, ラプラシアンによって運動エネルギー
作用素が記述される. このラプラシアンが, SO(3) の対称性により各層ごとに簡約化
される. そして, 平衡形状からのハミルトニアンの摂動展開を準備する.

2.1 多体重心系の層化

まず, 多体重心系の幾何学的準備をする. $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{N}$ を $\mathrm{R}^{3}$における質点の位置ベク
トルとし, $m_{1},$ $\cdots,m_{N}$ を各質点の質量とする. このとき, 質点系の配位は各質点の位
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置ベクトルの組 $x=(x_{1}, \cdots, x_{N})$で表され, 配位の全体を配位空間と呼ぶ. ここから
平行移動の自由度を取り除いた $N$体重心系を $M$で表す :

$M=\{x=$.
$(x_{1}, \cdots, x_{N})|x_{j}\in \mathrm{R}^{3},$ $\sum_{j=1}^{N}m_{j}x_{j}=0\}$ . (2.1)

さらに, 線形部分空間凡を

$F_{x}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{x_{1}, \cdots, x_{N}\}$ (2.2)

で定めると, 凡の次元 $\dim F_{l}$ に従って, 重心系 $M$は 4つの部分集合に分けられる :

$M= \bigcup_{k=0}^{\mathrm{s}}M_{k}$ , $M_{k}:=\{x\in M|\dim F_{x}=k\}$ . (2.3)

また, 回転詳 SO(3)は各質点を–斉に回転させるというやり方で, 重心系Mに自然
に作用する. $g\in SO(3)$ と $x\in M$に対して,

$\Phi_{g}(x)=gx=(gx_{1}, \cdots,gx_{N})$ (2.4)

である. ある配位 x\epsilon M を通る SO(3) の軌道 Ox={gx\in M|g\epsilon SO(3)} は, xにお
ける SO(3)の等方部分群 $G\text{、}$ ={9\epsilon SO(3)|9x=x} の次元に従って, 3つの軌道型に
分類される :

$\mathcal{O}_{x}\cong SO(\mathit{3})/G_{\text{、}}\cong\{$

$SO(3)$ for $x\in M_{2}\cup M_{3}$ ,
$S^{2}$ for $x\in M_{1}$ ,
$\{0\}$ for $x\in M_{0}$ .

(2.5)

これらの軌道型に従って, 多体重心骨は

$M=\dot{M}\cup M_{1}\cup M_{0}$ , $\dot{M}:=M_{2}\cup M_{3}$ (2.6)

のように 3つの層へ層化される. 主層泌は等方部分群が自明な非漁具配位から成る. 残り
の 2つの層は直線状配位からなる層 $M_{1}$ と全衝突配位のみからなる層 $M_{0}$であり, 各々の
等方部分群はそれぞれ $SO(2)$や $SO(3)$に同型である. すると, 射影 $\pi:Marrow M/SO(3)$

も層化され, 各層ごとにファイバー東の構造を持つ [1] :

$\dot{M}arrow\dot{M}/SO(\mathit{3})$ , $M_{1}arrow M_{1}/SO(\mathit{3})$ , $M_{0}arrow M_{0}/SO(\mathit{3})$ . (2.7)

力学は各々の層ごとに定式化され. SO(3) の対称性により簡約化される. また, 商空
間 $M/SO(\mathit{3})$ を形状空間と呼ぶ.
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ここで, 重心系の配位を記述するのに便利なヤコビベクトル $7_{\mathrm{j}}\text{を}$

$r_{j}=( \frac{1}{\mu_{j}}+\frac{1}{m_{j+1}})^{-1/2}(x_{j+1}-\frac{1}{\mu_{j}}\sum_{i=1}^{j}m_{l}x_{i})$ , $j=1,$ $\cdots,$ $N-1$ (2.8)

のように導入する. 但し, $\mu_{j}=\sum_{i=1}^{j}m\text{である}$ . N体重心系は R3(N-1) に同相であり,

重心系の配位は $N-1$個のヤコビベクトルの組と同–視できる :

$M\cong\{x=(r_{1}, \cdots,r_{N-1})|\mathrm{r}_{j}\in R^{\mathit{3}},j=1, \cdots, N-1\}$ . (2.9)

このヤコビベクトルを用いて, 慣性テンソル $A_{x}$ : $R^{\mathit{3}}arrow \mathrm{R}^{3}$ は

$A_{x}(v)= \sum_{\dot{g}=1}^{N-1}\mathrm{r}_{\mathrm{j}}\mathrm{x}(v\mathrm{x}r_{\mathrm{j}})$ , $v\in R^{3}$ , (2.10)

と表わすことができ, $x\in\dot{M}\text{における接続形式}\omega_{\text{、}}:T_{x}(\dot{M})arrow so(\mathit{3})\text{は}$

$\omega_{\text{、}}=R$ ($A_{x}^{-}1$ $( \sum_{\mathrm{j}=1}^{N-1}r_{j}\mathrm{x}d\mathrm{r}_{j})$ ) (2.11)

で定められる. ここで. Rは同型写像 R:R3\rightarrow sO(3) である. $\text{この接続形式}\omega_{\text{、}は}\dot{M}$

の接空間牲 (M) の直和分解を与える :

$T_{l}(\dot{M})=V_{x}\oplus H_{x}$ . (2.12)

ここで, V、:=Tx(02) であり, Hx:=ker\mbox{\boldmath $\omega$}x である. また, 覧を垂直 (回転) 部分空間
と呼び. H、を水平 (振動) 部分空間と呼ぶ. さらに, 2つの部分空間覧と $H_{x}$ は, 計量

$ds^{2}= \sum_{j=1}^{N-1}dr_{\mathrm{j}}\cdot dr_{j}$ (2.13)

に関して直交する.
次に, 接続形式と計量を M上の局所座標で表わしておく. $\text{開集合}U\text{を}\dot{M}/SO(3)\text{内}$

の部分集合とし, $\sigma:Uarrow \text{癩を}U\text{上で定義される局所切断とすると}$ , \mbox{\boldmath $\pi$}-1(U) 内の任
意の点 $x$ は

$x=g\sigma(q)=(g\sigma_{1}, \cdots,g\sigma_{N-1})$ , $q\in U,$ $\mathit{9}\in SO(\mathit{3})$ (2.14)

と表わされる. $g\in SO(\mathit{3})$ をオイラー角 $(\phi,\theta, \psi)$ で表わし, $q=(q^{1}, \cdots, q^{3N-6})$ とし,
$(q,g)$ を $\dot{M}$の局所座標とする. このとき, 接続形式 $\omega_{x}$ は

$\omega_{g\sigma(q)}=dgg^{-1}+g\omega_{\sigma\langle q)}g^{-1}=g(g^{-1}dg+\omega_{\sigma(q)})g^{-1}$ (2.15)
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と書ける. ここで,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(q)$
$:=R(A_{\sigma(q)}^{-1}( \sum_{j=1}^{N-1}\sigma_{\mathrm{j}}(q)\mathrm{x}d\sigma_{j}(q)))$ (2.16)

とおいた. さらに, $\Lambda_{\alpha}^{a}(q)$ を以下の式で定める :

$\omega_{\sigma\langle q\rangle}=\sum_{a=1}^{33}\sum_{\alpha=1}^{N-6}\Lambda_{\alpha}^{a}(q)dq^{a}R(e_{a})$ . (2.17)

但し, $e_{\text{。}},$ $a=1,2,\mathit{3}$は $\mathrm{R}^{\mathit{3}}$ の標準基底である. また. 動標構 $u$。=ge。導入すると, 接
続形式病は

$\omega_{g\sigma(q)}=\sum_{\text{。}=1}^{3}\Theta^{\text{。}}R(\mathrm{u}_{a})$ , $\Theta$
。$:=\Psi$

。
$+ \sum_{\alpha=1}^{3N-6}\Lambda_{\alpha}^{\text{。}}(q)dq^{\alpha}$ (2.18)

と表わすことができる. ここで、 $\Psi^{a}$ は

$g^{-1}dg= \sum_{a=1}^{3}\Psi^{\text{。}}R(e_{a})$ (2.19)

で定められる $SO(\mathit{3})$ の左不変 1-形式である.

開集合 $U$ 上のベクトル場 $\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}$ の水平リフト $( \frac{\partial}{\partial q^{a}})$ は.

$\omega_{g\sigma(q)}((\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*})=0$, $\pi_{l}((\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*})=\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}$ (220)

を満たすように定められる. $SO(\mathit{3})$ 上の左不変ベクトル場を K。を用いて, 水平リフト
$( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}$ の局所座標表示

$( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{n}=\frac{\partial}{\partial q^{a}}-\sum_{a=1}^{3}\Lambda_{\alpha}^{\text{。}}(q)K_{a)}$ $\alpha=1,2,$ $\cdots,$
$\mathit{3}N-6$ (2.21)

を得る. ここで, $SO(\mathit{3})$上の左不変ベクトル場 K。は, $\Psi^{a}$ と双対関係にある :

$\Psi^{a}(K_{b})=\delta_{b}^{a}$ , $a,b=1,2,\mathit{3}$ . (2.22)

さらに, 1-形式向$\circ$ , $\Theta^{\text{。}}$ とベクトル場 $( \frac{\partial}{\partial q^{a}})^{n}$ , K。は

$dq^{\alpha}(( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})=\delta_{\beta}^{\alpha}$ , $dq^{a}(K_{a})=0$ ,
(2.23)

$\Theta$
。

$(( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})=0$ , $\Theta^{a}(K_{b})=\delta_{b}^{a}$
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を満たし, それぞれ, $\pi^{-1}(U)\cong U\mathrm{x}SO(3)$上の 1-形式とベクトル場の基底をなす. こ

の結果, 接空間の直交分解 (2.12) に従って, 計量は dq0, ea を用いて

$ds^{2}= \sum_{\alpha\beta}a_{\alpha\beta}dq^{\alpha}dq^{\beta}+\sum_{a,b}A_{ab}\Theta^{a}\Theta^{b}$
(2.24)

と表わすことができる. ここで, $a_{\alpha\beta}$ と $A_{\text{。}b}$ を

$a_{\alpha\beta}:=ds^{2}(( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})’,$ $( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})$ , (2.25)

$A_{\text{。}b}:=ds^{\mathit{2}}(K_{\text{。}}, K_{b})$ (2.26)

によって導入する.

2.2 簡約化ハミルトニアンの摂動展開

本稿では, 形状は非特異配位のみに限られるので, 以下では主フ 7イバー R $\dot{M}arrow$

$\dot{M}/SO(\mathit{3})\text{上の力学を考える}$ . まず, エネルギー作用素でもあるラプラス作用素 \Deltaが.
運動エネルギー積分 $T$ を用いて定義される :

$T= \frac{1}{2}\int_{M}\sum_{j=1}^{N-1}\partial=\partial f$ .$\frac{\partial f}{\partial r_{j}}dV=-\frac{1}{2}\int_{M}r_{j}\overline{f}\Delta fdV$. (2.27)

ここで, f\in L2(M) は M上の波動関数であり, $dV\text{は}\dot{M}$の体積要素

$W=\rho(q)dq^{1}\cdots dq^{3N-6}d\mu(g)$ , (2.28)

$\rho(q)=\sqrt{\det(A_{ab})\det(a_{a\beta})}$, (2.29)

$d\mu(g)=\sin\theta d\theta d\phi d\psi$ (2.30)

である. 但し, $d\mu(g)$ は, $g\in SO(3)$ を $g=e^{\phi R(\epsilon \mathrm{s})}e^{\theta R(e_{2})}e^{\psi R(e\epsilon)}$ とオイラー角表示した
際の SO(3) の不変体積要素である. このとき, $\text{接空間の分解}T_{a}(\dot{M})=V\text{、}$ \oplus瓦に対応
して, ラプラシアンも分解され, 各々局所座標表示される :

\Delta =へ d+\Delta v:b, (2.31)

$\Delta_{rd}=\sum_{a.b}K_{a}$ (A面 K $b$), (2.32)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{苗}}$

$= \sum_{\alpha_{1}\beta}\frac{1}{\rho(q)}(\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}(a^{\alpha\beta}\rho(q)(\frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})$ . (2.33)
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ここで, $K_{a},$ $( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*}\text{は}$ , それぞれ $V_{x}$ , HH 上のベクトル場である. また, $(A^{ab})\text{は慣}$

性テンソルの逆作用素 $A- \mathrm{l}=(\mathrm{U})^{-1}\text{であり},$ $(a^{\alpha\beta})\text{は形状空間}\dot{M}/SO(\mathit{3})^{\text{上の^{}1)}}\text{ーマ}$

ン計量の逆行列 $(a^{\alpha\beta})=(a_{a\beta})^{-1}$ である.

上のラプラシアンを簡約化する際に, 以下で与える波動関数の同変条件が利用され
る. SO(3) の表現空間 H\sim の正規直交基底 elm に関する g の行列要素を Dmln(g) で表そ
う. このとき, 波動関数 $f\in L^{2}(M)$ は

$f(gx)= \sum_{l=0}^{\infty}\sum_{|m|,|n|\leq\iota}\mathcal{D}_{m\mathfrak{n}}^{l}(g)(P_{n\pi*}^{l}f)(x)$ (2.34)

とフーリエ級数展開される. ここで, $(P_{nm}^{l}f)(x)$ はフーリエ係数である :

$(P_{nm}^{l}f)(x)= \frac{2l+1}{8\pi^{\mathit{2}}}\int_{SO(3)}\overline{\mathcal{D}}_{mn}^{l}f(hx)d\mu(h)$ . (2.35)

さらに, 上で定められる射影作用素 Pn\iota m を用いて, 作用素 Eml $:L^{\mathit{2}}(M)arrow \mathcal{H}^{l}\otimes L^{\mathit{2}}(M)$

を

$E_{m}^{l}= \frac{1}{\sqrt{2l+1}}\sum_{|n|\leq l}\mathrm{e}_{n}^{l}\otimes P_{nm}^{l}$ (2.36)

のように定める. すると, 波動関数は同変条件

$(E_{m}^{l}f)(gx)=\theta(g)(E_{m}^{l}f)(x)$ (2.37)

を満たし, Hl-値関数Emlft
$(ff_{m}f)(g\sigma(q))=\theta(g)(B_{m}f)(\sigma(q))$ (2.38)

と局所座標表示される. $D^{l}(g)(E_{m}^{l}f)(\sigma(q))$ に $\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathcal{H}^{l}}\otimes(\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}$ を作用させると,

$( \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathcal{H}^{l}}\otimes(\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*})D^{l}(g)(E_{m}^{l}f)(\sigma(q))=D^{l}(g)\nabla_{\alpha}(E_{m}^{l}f)(\sigma(q))$ (2.39)

となる. ここで, \nabla 。は

$\nabla_{\alpha}=I_{2l+1}\otimes\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}+i\sum_{a}A=(q)[\hat{J}_{a}^{(l)}]$ (2.40)

$\text{で与えられる}\dot{M}$ xso(s)Hl 内の切断へ作用する下郷微分作用素である. 但し, $[\hat{J}_{\text{。}^{}(l)}]\text{は}$

$so(3)$ の表現行列であり,

$[ \hat{J}_{1}^{(l)}]_{m-1m}=\frac{1}{2}\sqrt{(l+m)(l-m+1)}$ , $[ \hat{J}_{1}^{(l)}]_{m+1m}=\frac{1}{2}\sqrt{(l-m)(l+m+1)}$ ,

$[ \hat{J}_{2}^{(l)}]_{m-1m}=-\frac{1}{2i}\sqrt{(l+m)(l-m+1)}$ , $[ \hat{J}_{2}^{\langle l)}]_{m+1m}=\frac{1}{2i}\sqrt{(l-m)(l+m+1)}$,
$[\hat{J}_{3}^{(l)}]_{mm}=m$ , the others vanishing (2.41)

100



によって与えられる. この共変微分作用素を用いて, 非特異配位のラプラシアン \Delta は,

$\Delta^{r\epsilon d}=-\sum_{\text{。},b}A^{ab}[\hat{J}_{a}^{(l)}][J_{b}]\eta\iota\rangle+\frac{1}{\rho(q)}\sum_{\alpha,\beta}\nabla_{\alpha}(a^{\alpha\beta}\rho(q)\nabla_{\beta})$ (2.42)

へ簡約化される. これは, $\dot{M}\mathrm{x}_{SO(3\rangle}\mathcal{H}^{l}\text{内の切断}\sim \text{作用するラプラシアンである}$ .
全角運動量が l(l+l) に固定された系のハミルトニアン Hr\epsilon d は, 式 (242) で与えら

れる簡約化ラプラシアンを用いて,

$H^{r\epsilon d}=- \frac{1}{2}\Delta^{red}+I_{2l+1}\otimes V(q)$ (2.43)

と表される. ここで, V(q) は内部座標 qのみに依存するポテンシャル関数である. 当
然, 系の波動関数は同変条件 (2.37) を満たす H沖門関数を用いる :

$\psi_{m}^{l}=\frac{1}{\sqrt{2l+1}}\sum_{|n\mathfrak{l}\leq l}e_{n}^{l}\otimes\psi_{nm)}^{l}$
$\psi_{nm}^{l}\in L^{\mathit{2}}(M/SO(3))$ . (2.44)

この形状空間の上で定義された Hl-値関数 \psi 1を用いて, 全角運動量が J(l+l) に固定
されたすべての系の運動は, Schr6dinger方程式

$W^{\epsilon d}\psi_{n}^{l}=E\psi_{n}^{l}$ (2.45)

によって記述される.
ここで, 簡約化ラプラシアンを

$\Delta^{r\mathrm{c}d}=\Delta_{v*b}.+\Delta_{rd}$ , (2.46)

$\Delta_{vjb}=\frac{1}{\rho(q)}\sum_{\alpha,\beta}\nabla_{\alpha}(a^{\alpha\beta}\rho(q)\nabla_{\beta})$ , (2.47)

$\Delta_{r\mathrm{o}l}=-\sum_{a,b}A^{\text{。}b}[\hat{J}_{\text{。}^{}(l)}][\hat{J}_{b}^{(l)}]$
(2.48)

と書き直そう. さらに, 共変微分作用素�。の定義から, 簡約化ラプラシアンの振動部
分 \Delta vゆは, 純粋振動の部分と回転-振動相互作用の部分に分解することができる :

$\Delta_{\dot{m}b}=\Delta_{p-v}+\Delta_{r-v}$ , (2.49)

$\Delta_{\mathrm{p}-v}=I_{\mathit{2}l+1}\otimes\sum_{\alpha,\beta}(a^{\alpha\beta}\frac{\partial^{\mathit{2}}}{\partial q^{\alpha}\partial q^{\beta}}+\frac{\partial a^{\alpha\beta}\partial}{\partial q^{a}\partial q^{\beta}}+a^{\alpha\beta}\frac{\frac{\partial\rho}{\partial q^{\alpha}}}{\rho(q)}\frac{\partial}{\partial q^{\beta}})$ , (2.50)

$\Delta_{-v},.=i\sum_{b}\sum_{a\beta}(a^{\alpha\beta}(\frac{\partial\Lambda_{\beta}^{b}}{\partial q^{a}}+\Lambda_{\beta}^{b}\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})+(\frac{\partial a^{a\beta}}{\partial q^{\alpha}}+a^{\alpha\beta}\frac{\frac{\partial\rho}{\partial q^{\alpha}}}{\rho(q)})A_{\beta}^{b})[\hat{J}_{b}^{(l)}]$

$+i \sum$

。

$\sum_{\alpha,\beta}a^{\alpha\beta}\Lambda_{a}^{\text{。}}[\hat{J}_{a}^{(l)}](\frac{\partial}{\partial q^{\beta}}+i\sum_{b}A_{\beta}^{b}[\hat{J}_{b}^{(l)}])$ . (2.51)

101



今, 上の量子 3体系を摂動系とみなす. そこで, 平衡形状からの微小変動を用いて,
簡約化ラプラシアン, 即ち, 簡約化ハミルトニアンを摂動展開する. まず, $q_{0}=(a^{\alpha})$

を平衡点とし, q=q0における局所座標 q\alpha の微小変動を, 無限小パラメーター \epsilon を用
いて, $\delta q^{\alpha}=\epsilon\eta^{a}$ と表す. 従って, $q^{\alpha}=a^{a}+\epsilon\eta^{\alpha}$ を用いて, 簡約化ラプラシアンの振
動部分 \Delta v:b}ま,

$\epsilon^{2}\Delta_{v}:b=\Delta_{v}\psi^{(0)(1)\langle 2\rangle}+\epsilon\Delta_{vib}+\epsilon^{2}\Delta_{v:b}+\cdots$ (2.52)

と展開される. ここで, 様々な幾何学的量も以下のように展開する :

$a^{\alpha\beta}=a^{\alpha\beta^{(\mathit{0})}}+\epsilon a^{\alpha\beta^{(1)}}+\epsilon^{2}a^{\alpha\beta^{(2)}}+\cdots$ , (2.53)
$\rho(q)=\rho^{(\mathit{0})}+\epsilon\rho^{(1)}+\epsilon^{2}\rho^{(2)}+\cdots$ , (2.54)

$\Lambda_{\alpha}^{a}=\Lambda_{\alpha}^{a(\mathit{0}\rangle}+\epsilon\Lambda_{a}^{a(1)}+\epsilon^{2}\Lambda_{\alpha}^{\text{。}(2)}+\cdots$ . (2.55)

この結果, 純粋振動部分と回転-振動部分の $0$ 次の項は, それぞれ

$\Delta_{\mathrm{p}-v}(0)=I_{2l+1}\otimes(\sum_{\alpha,\beta}a^{\alpha\beta^{(0)}}\frac{\partial^{2}}{\partial\eta^{\alpha}W})$ , (2.56a)

$\Delta_{r-v}(0)=0$ (2.56b)

と表される. また, 慣性テンソルの逆作用素を展開することにより, 簡約化ラプラシ
アンの回転部分も以下のように表される :

$\Delta_{rot}=-\sum_{a,b}A^{\text{。}b(0)}[\hat{J}_{\text{。}^{}(l)}][\hat{J}_{b}^{\langle l\rangle}]-\epsilon\sum_{\text{。},b}A^{ab(1\rangle}[\hat{J}_{a}^{(l)}][\hat{J}_{b}^{(l)}]-\epsilon^{2}\sum_{a,b}A^{\text{。}b(2)}[f_{a}^{\mathrm{t})}][\hat{J}_{b}^{(l)}]-\cdots$ .

(2.57)

以上より, 簡約化ハミルトニアン $H^{red}$は,

$\epsilon^{2}H^{rd}=H^{(\mathit{0})}.+\epsilon H^{(1)}+\epsilon^{2}H^{(2)}+\cdots$ (2.58)

と摂動展開される.

3 非直線 3原子分子の摂動エネルギー
以下では, 簡単のため量子 3体系を扱う. まず, 3体系の局所座標を導入し. 平衡形

状として非直線状 3原子分子を考える. そして, 前節で得られた簡約化ハミルトニア
ンの摂動展開を用いて, 非直線 3原子分子の摂動エネルギーを 2次まで計算する. 摂
動エネルギーは. 形式的に, 通常の摂動論と同様にして求められる. ここでは, 系が
縮退していない場合と, 縮退している場合の両方を扱う.
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3.1 3体系の局所座標

まず, 3体重心系

$M= \{x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})|\sum_{j=1}^{3}m_{j}x_{j}=0\}$ (3.1)

の 2つのヤコビベクトル $r_{1},$ $r_{2}$ は, それぞれ

$r_{1}=\sqrt{\frac{m_{1}m_{2}}{m_{1}+m_{2}}}(x_{2}-x_{1})$ , $(\mathit{3}.2\mathrm{a})$

$r_{2}= \sqrt{\frac{m_{3}(m_{1}+m_{2})}{m_{1}+m_{2}+m_{\mathit{3}}}}(x_{3}-\frac{m_{1}x_{1}+m_{2}x_{2}}{m_{1}+m_{2}})$ $(3.2\mathrm{b})$ .

と表される. このヤコビベクトルを用いて, 形状空間 $M/SO(3)$ の内部座標 $q=(q_{1}, q_{2},q_{3})$

を

$q_{1}=r_{1}$ , $q_{2}=r_{2}\cos\varphi$ , $q_{3}=r_{2}\sin\varphi$ (3.8)

で定める. 但し, $r_{1},$ $r_{2},$ $\varphi$ は

$r_{1}=||r_{1}||$ , $r_{2}=||r_{2}||$ , $\cos\varphi=\frac{r_{1}\mathrm{r}_{\mathit{2}}}{||\mathrm{r}_{1}||||r_{2}||}$: (3.4)

である. そして, 局所切断 $\sigma(q)=(\sigma_{1}(q), \sigma_{2}(q))$ を

$\sigma_{1}(q)=q_{1}e_{3}$ , $\sigma_{2}(q)=q_{2}e_{3}+q_{3}e_{1}$ (3.5)

のように定める. ここで,

$\{(q_{1},q_{2},q_{3})|q_{1}\geq 0, q_{3}\geq 0\}$ (3.6)

と取ることにより, 局所切断 \mbox{\boldmath $\sigma$} は M/SO(3)全体で定義することができる. $q_{\mathit{1}}=0\text{の}$

ときは 2粒子の衝突による直線状配位を表わし, $q_{3}=0$ のときは直線状配位となり,
$q_{1}=q_{2}=q_{\mathit{3}}=0$ のときは 3重衝突配位を表わす.
任意の配位 $x\in M$は, $q\in M/SO(\mathit{3}),$ $g\in SO(3\rangle$ を用いて,

$x=g(q_{1}e_{3},q_{\mathit{2}}e_{3}+q_{3}e_{1})$ (3.7)

と表わされる. この局所座標表示を用いて, 前節で定義された様々な幾何学的量を計
算することができる. 例えば, 慣性テンソルの逆作用紫A-lや形状空間上の計量の逆
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行列 $(a^{\alpha\beta})$ は, それぞれ

$A^{-1}=$ ( $\frac{\mathrm{O}1}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{\mathit{3}}^{2},0}$
$\frac{q_{1}^{\mathit{2}}+q_{2}^{2}\frac{q_{2}}{q_{1}^{2}q_{3}0}}{q_{1}^{2}q_{\mathit{3}}^{2}}$), (38)

$(a^{\alpha\beta})=(_{0}^{1}0$
$\frac{q_{1}^{2}+q_{\mathit{3}}^{2}0}{-\frac{q_{2}^{1}q_{3}q^{2}}{q_{1}^{\mathit{2}}}}$

$\frac{q_{1}^{22}-\frac{q_{2}q_{3}0}{+q_{2}q_{1}^{2}}}{q_{1}^{\mathit{2}}})$ (3.9)

となる.
次に, 平衡形状 $(a_{1}, a_{2}, a_{3})$ からの無限小変位を $\eta=(\eta_{1},\eta_{2},r_{\hslash)}$ とし, $q_{\alpha}=a_{\alpha}+\epsilon rb$

とする. 以下では, 平衡形状として非直線分子を考え, $(a_{1}, a_{\mathit{2}}, a_{3})=(a,0, b)$ ととる.
すると, 計量の逆行列 $(a^{\alpha\beta})=(a_{\alpha\beta})^{-1}$ は,

$(a^{\alpha\beta})=$ (310)

となる. さらに, 座標変換 $\eta’=M\eta$により, $(a^{\alpha\beta})’=M(a^{\alpha\beta})M^{T}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(C, C, C)(C$

は定数) を満たす直交座標 $\eta’=(\eta_{1}’,\eta_{2}’,\eta_{3}’)$ を用いる. 実際,

$M= \frac{1}{a^{2}+b^{2}}(_{a}^{0}-b0a0=^{a})\mathrm{o}_{b}$ (3.11)

ととれば,

$(a^{\alpha\beta})’=M(a^{a\beta})M^{T}= \frac{1}{a^{2}+b^{2}}$ (3.12)

とすることができる.

3.2 縮退がない場合

非摂動エネルギーが縮退していない場合を扱う. まず, 前節での簡約化ハミルトニ
アンの展開 (2.58) を考慮して, Schr\"odinger方程式 (2.45) を

$\epsilon^{2}H^{rd}\psi=\mathcal{E}\psi$ (3.13)
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と表そう. ( $\psi_{nm}^{l}$ を $n,$ $m$に依らず等しくとり, 上付添字 $l$ を省いた. これは, 以下の $0$

次の固有関数の取り方から, 妥当である.) エネルギー E は, 上の方程式の固有値であ
ることに注意しよう. そこで, 式 (313) を満たす固有関数を \psi n’ 固有エネルギーを En
とし, それぞれ,

$\mathcal{E}_{n}=\mathcal{E}_{n}^{(0)}+\epsilon \mathcal{E}_{n}^{(1)}+\epsilon^{2}\mathcal{E}_{n}^{(2)}+\cdots$ , (3.14)
$\psi_{n}=\psi_{n}^{(0\rangle}+\epsilon\psi_{n}^{(1)}+\epsilon^{2}\psi_{n}^{(2)}+\cdots$ (3.15)

と展開されると仮定する. すると, 非摂動 Schrodinger方程式は

$H^{(\mathit{0})}\psi_{n}^{(0)}=\mathcal{E}_{n}^{(0)}\psi_{n}^{(\mathit{0})}$ (3.16)

となる. 量子 3体系において, 座標変換 $\eta’=M\eta$ を施し, ポテンシャル $V$ を $\epsilon^{2}V=$

$\frac{1}{2}\sum_{\alpha}\kappa_{\alpha}^{2}\eta_{\alpha}^{\prime 2}$ ととると, $H^{(\mathit{0})}$ は拡張された非等方 3次元調和振動子のハミルトニアンと
なる :

$H^{(\mathit{0})}=I_{2l+1} \otimes(-\frac{1}{2(a^{2}+b^{2})}\sum_{\alpha}\frac{\partial^{2}}{\partial\eta_{\alpha}^{\prime 2}}+\frac{1}{2}\sum_{\alpha}\kappa_{\alpha}^{2}\eta_{\alpha}^{\prime \mathit{2}})$ . (3.17)

この結果, $0$ 次の固有関数 $\psi_{n}^{(0)}$ と 0&\emptyset エ*ルギー $\mathcal{E}_{n}^{(\mathit{0})}$ は

$\psi_{n}^{(\mathit{0})}=\frac{1}{\sqrt{2l+1}}\sum_{|m|\leq l}e_{m}^{l}\otimes\prod_{\alpha=1}^{\mathit{3}}\psi_{n_{\alpha}}^{(0)}$, (3.18)

$\psi_{n_{\alpha}}^{(0)}=N_{n_{\alpha}}\mathrm{e}-\sim a\mathrm{z}H_{n_{\alpha}}(\sqrt{\kappa_{\alpha}\sqrt{a^{2}+b^{\mathit{2}}}}\infty_{\eta_{\alpha}^{\prime 2}}b\eta_{\alpha}’)$, (3.19)

$\mathcal{E}_{n}^{(0\rangle}=\sum_{\alpha=1}^{3}\mathcal{E}_{n_{\text{。}}^{}\langle \mathit{0})}$, (3.20)

$\mathcal{E}_{\hslash \mathrm{g}}^{(\mathit{0})}=\frac{a^{\mathit{2}}b}{\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\kappa_{\alpha}(n_{\alpha}+\frac{1}{2})$ (3.21)

で与えられる. ここで, $H_{n_{\alpha}}$ , N,。は, それぞれエルミート関数と規格化定数であり,
$N_{n_{\mathrm{o}}}$ は

$N_{n_{\mathrm{g}}}= \frac{1}{\sqrt{2^{n_{\text{。}}}n_{\alpha}!}}(\frac{\kappa_{\alpha}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}{\pi})^{:}$ , $\alpha=1,2,\mathit{3}$ (3.22)

と計算される. また, $n=(n_{1}, n_{2}, n_{3})$ の表記を用いた.
1次や 2次の摂動エネルギーは, $0\text{次の固有関数}\psi_{n}^{(0)}\text{を用いて}$ ,

$\mathcal{E}_{n}^{(1)}=(\psi_{\mathfrak{n}}^{(\mathit{0})}|H^{(1)}|\psi_{n}^{(0)}\rangle$, (3.23)

$\mathcal{E}^{(2)},=\langle\psi_{n}^{\langle 0)}|H^{(\mathit{2})}|\psi_{n}^{(0)}\rangle+\sum_{m\neq n}\frac{\langle\psi_{n}^{(0)}|H_{1}|\psi_{m}^{\langle 0)}\rangle\langle\psi_{m}^{\langle \mathit{0}\rangle}|H_{1}|\psi_{n}^{(0)}\rangle}{\mathcal{E}_{*}^{(0)}-\mathcal{E}_{m}^{(0)}}$

,
(3.24)
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と表される. 具体的な計算の結果の後,

$\mathcal{E}_{n}^{(1)}=0$ , (3.25)
$\mathcal{E}_{n}^{(2)}=\mathcal{E}_{\mathrm{p}-v_{n}}(2)+\mathcal{E}_{v-r}(2)+\mathcal{E}_{rot}(\mathit{2})$ (3.26)

を得る. 但し,

$\mathcal{E}_{\mathrm{p}-v_{\hslash}}(2)=\frac{\mathcal{E}_{n_{1}}^{(\mathit{0})}}{2a^{2}(a^{2}+b^{2})}(\frac{\mathit{3}a^{4}-5a^{2}b^{2}-4b^{4}}{\kappa_{2}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\frac{2n_{2}+1}{2}-\frac{a^{2}(3a^{\mathit{2}}-b^{2})}{\kappa_{\mathit{3}}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\frac{2n_{3}+1}{2})$

$- \frac{a^{2}+b^{2}}{2a^{4}}\frac{2n_{1}+1}{2}\frac{a^{2}\mathcal{E}_{n_{2}}^{(0)}+\nu \mathcal{E}_{n\mathrm{s}}^{(0)}}{\kappa_{1}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}$

.

$- \frac{1}{2a^{2}(a^{2}+b^{2})}(a^{4}\frac{\mathcal{E}_{n_{2}}^{(0)}2n_{2}+1}{\kappa_{3}\sqrt{a^{2}+b^{\mathit{2}}}2}+b^{4}\frac{\mathcal{E}_{n_{S}}^{(\mathit{0})}}{\kappa_{2}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\frac{2n_{3}+1}{2})$

$- \frac{a^{\mathit{2}}b^{3}}{2(a^{2}+b^{2})^{\mathit{2}}}\frac{n_{2}^{2}+n_{\mathit{2}}+n_{\mathit{3}}^{\mathit{2}}+n_{\mathit{3}}+1}{2}+\frac{b}{2}$

$+ \frac{\mathcal{E}_{n}^{(\mathit{0})}}{a^{2}}(\frac{2a^{2}+b^{2}2n_{2}+1}{\kappa_{\mathit{2}}\sqrt{a^{2}+b^{2}}2}-\frac{a^{2}}{\kappa_{3}\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\frac{2n_{\mathit{3}}+1}{2})$ , (3.27a)

$\mathrm{a}_{-r}(2)=\frac{a^{2}b}{2l+1}$ . $\frac{b^{2}}{2a^{2}(a^{2}+b^{2})}$

$\mathrm{x}[\sum_{m=1}^{l}\{(l+m)(l-m)+l\}-\sum_{m=1}^{l-1}\sqrt{(l+m)(l-m)(l+m+1)(l-m+1)}]$ ,

$(\mathit{3}.27\mathrm{b})$

$\mathcal{E}_{\mathrm{r}o\iota^{(2)}}=\frac{a^{2}b}{2l+1}[\frac{1}{2}(\frac{1}{a^{\mathit{2}}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})\sum_{m=1}^{l}\{(l+m)(l-m)+l\}+\frac{1}{2a^{2}}l(l+1)$

$+ \frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}-\frac{1}{a^{2}+b^{2}})\sum_{m\simeq 1}^{l-1}\sqrt{(l+m)(l-m)(l+m+1)(l-m+1)}$

$+ \frac{1}{2b^{2}}\sum_{m=-l}^{l}m^{2}]$ (3.27c)

である. 簡単な計算により, $\mathcal{E}_{v-r}(2)\geq 0,$ $\mathcal{E}_{rol}(2)\geq 0$であることが確かめられる. また,
2次までのエネルギー

$\mathcal{E}_{n}=\mathcal{E}_{n}^{(\mathit{0}\rangle}+\epsilon^{2}(+\mathcal{E}_{\mathrm{p}-v_{\hslash}}(2)+\mathcal{E}_{r-v}(\mathit{2})+\mathcal{E}_{rd}(2))$ (3.28)

は, 振動エネルギー $\mathcal{E}_{n}(0)+\epsilon^{2}\mathcal{E}_{\mathrm{p}-v_{n}}(2)$から. 回転の効果により, ( $n$に依らず) 全角運動
量 $l(l+1)$ の定数倍だけ偏移する :

$\epsilon^{2}(\mathcal{E}_{v-r}(2)+\mathcal{E}_{rot}\langle 2\rangle)=\epsilon^{\mathit{2}}\frac{a^{2}+2b^{\mathit{2}}}{6b}l(l+1)$ . (3.29)
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3.3 縮退がある場合

次に, $\text{非摂動エネルギ^{ー}}\mathcal{E}_{n}^{(0)}\text{が縮退している場合を扱う}$ . ここでは, $\kappa_{1}=\kappa_{2}=\kappa_{3}(=$

$\kappa)$ と仮定する. また, 記号 $||n||$ , 五を導入し, それぞれ

$||n||=n_{1}+n_{2}+n_{3}$ , (3.30)

$\tilde{n}=\frac{(||n||+1)(||n||+2)}{2}$ (3.31)

と定める. すると, $\text{非摂動エネ_{ルギ^{ー}}\mathcal{E}_{n}^{(0)}\text{は}}$ ,

$\mathcal{E}_{n}^{(0)}=\frac{a^{2}b}{\sqrt{a^{2}+b^{2}}}\kappa(||n||+\frac{3}{2})$ (3.32)

となり, これは \tilde n重に縮退している. ここで, 非摂動エネルギーは nに依存せず. その
大きさ $||n||$ に依存することに注意し, 以下では $\mathcal{E}_{||n||}^{(0)}$ と記すことにする. また, $||n||=k$

のとき, $\{\psi_{n}^{(0\rangle}\}_{||n||=k}\text{は}\mathcal{E}_{k}^{(0)}\text{固有状態の}1\text{つの正規直交基底を}\#\text{すことにも注意}$ . 以下,

$||n||=$ $1$ , $||n||=2$の場合の摂動エネルギーを考察する.

$||n||=1$の場合 まず, $\phi_{1,1}^{(\mathit{0})}=\psi_{(1,\mathit{0},0)}^{(0)},$ $\phi_{1,2}^{(0)}=\psi_{(\mathit{0}.1,\mathit{0}\rangle}^{(\mathit{0})},$ $\phi_{1.3}^{(0)}=\psi_{(0,0,1)}^{(0)}$ とおき, 正規直

交基底として $\{\phi_{1\rho}^{(0)}\}_{\alpha=1,2,3}$ をとる. すると, 直接計算から, $\langle\phi_{1,\alpha}^{(0)}|H^{\{1)}|\phi_{1,\beta}^{(\mathit{0})}\rangle=0$ を得,

$\mathcal{E}_{1}^{(1\rangle}=0$であることが分かる. 次 1こ, $E_{\mathrm{p}-v_{\alpha\beta}}(2)= \langle\phi_{1\rho}^{(0)}|-\frac{1}{2}\Delta_{\mathrm{p}}$-v(2)|\mbox{\boldmath $\phi$}鵬) とおき, 各々計

算すると,

$E_{p-v11}( \mathit{2})=-\frac{3b^{\mathit{3}}}{2(a^{2}+b^{2})}-\frac{\mathit{3}b(a^{\mathit{2}}+b^{2})}{8a^{2}}+\frac{13}{8}b$, $(3.\mathit{3}\mathit{3}\mathrm{a})$

$E_{\mathrm{p}-v_{22}} \langle 2)=\frac{b(3a^{4}-7a^{2}b^{2}-6b^{4})}{4(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{b(\mathit{3}a^{2}+b^{\mathit{2}})}{8a^{2}}-\frac{b(3a^{2}+b^{2})^{2}}{8(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{b}{2}+\frac{5b(5a^{2}+\mathit{3}b^{\mathit{2}})}{4(a^{2}+b^{2})}$ ,

$(\mathit{3}.\mathit{3}3\mathrm{b})$

$E_{p-v\mathit{3}3}=- \langle 2)\frac{b(3a^{4}+a^{2}b^{2}+2b^{4})}{4(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{b(a^{2}+\mathit{3}b^{2})}{8a^{2}}-\frac{b(a^{2}+3b^{\mathit{2}})^{2}}{8(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{b}{2}-\frac{5b(a^{\mathit{2}}-b^{2})}{4(a^{2}+b^{2})}$ ,

$(\mathit{3}.33\mathrm{c})$

$E_{p-v_{23}}(2)=E_{p-v_{32}}(2)= \frac{ab^{2}(7a^{2}+\mathit{3}b^{\mathit{2}})}{4(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{b^{2}}{4a}-\frac{5a^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}$ (3.33d)

を得る. さらに, 回転の効果に起因する項は

$\mathcal{E}_{r-v}(2)=(\phi_{1,\alpha}\rangle|(0-\frac{1}{2}\Delta_{r-v}\langle \mathit{2})|\phi_{1,\beta}^{(0)}\rangle$

$= \frac{a^{2}b}{2l+1}\frac{b^{2}}{a^{2}(a^{2}+b^{2})}$
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$\cross[\sum_{m=1}^{l}\{(l+m)(l-m)+l\}-\sum_{m=1}^{l-1}\sqrt{(l+m)(l-m)(l+m+1)(l-m+1)}]$ ,

(3.34)

$\mathcal{E}_{rd}(2)=\{\phi_{1,\alpha}^{(0)}|-\frac{1}{2}\Delta_{r\circ\iota^{(2)}}|\phi_{1,\beta}^{(0)}\rangle$

$= \frac{a^{2}b}{2l+1}[\frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{\mathit{2}}})\sum_{m=1}^{l}\{(l+m)(l-m)+l\}+\frac{1}{2a^{2}}l(l+1)$

$+ \frac{1}{2b^{2}}\sum_{m=-1}^{l}m^{2}]$ (3.35)

となる. また, $\text{これらの項}\mathcal{E}_{r-v}(2)$ . $\mathcal{E}_{rae^{\mathrm{t}2)}}\text{は}$ . \alpha や\betaに依らない. さらに, これらは非
退化な場合と全く同じである.
また,

$w_{\alpha\beta}^{(1)}= \sum_{||m||\neq 1}\sum_{\gamma}\frac{\langle\phi_{1,\alpha}^{(\mathit{0})}|H^{(1)}|\phi_{||m||_{l}\gamma}^{(0)}\rangle(\phi_{||m||,\gamma}^{(\mathit{0})}|H^{(1)}|\phi_{1,\beta}^{(\mathit{0})}\rangle}{E_{1}^{(0)}-E_{||m||}^{(\mathit{0})}}$ (3.36)

とおくと, それぞれ

$w_{11}^{(1)}= \frac{a^{2}+4b^{2}}{4b}-\frac{(5a^{4}+18a^{\mathit{2}}b^{2}+7b^{4})^{2}}{4b(a^{2}+b^{2})^{3}}-\frac{a^{2}b(5a^{2}+8b^{2})^{2}}{4(a^{\mathit{2}}+\nu)^{\mathit{3}}}-\frac{b^{3}(a^{6}+19a^{4}b^{2}+19a^{2}b^{4}+b^{6})}{16a^{2}(a^{2}+b^{2})^{3}}$ ,

$(3.\mathit{3}7\mathrm{a})$

$w_{22}^{(1)}= \frac{a^{\mathit{2}}+4b^{2}}{4b}-\frac{(5a^{4}+16a^{2}b^{\mathit{2}}+9b^{4})^{2}}{4b(a^{2}+b^{2})^{3}}-\frac{a^{\mathit{2}}b(5a^{2}+6b^{\mathit{2}})^{\mathit{2}}}{4(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}-\frac{b^{3}(11a^{6}-\dot{\mathrm{o}}a^{4}b^{\mathit{2}}+31a^{2}b^{4}+b^{6})}{48a^{2}(a^{2}+b^{2})^{3}}$,

$(\mathit{3}.\mathit{3}7\mathrm{b})$

$w_{S3}^{(1)}= \frac{a^{2}+4b^{2}}{4b}-\frac{(5a^{4}+16a^{2}b^{2}+9b^{4})^{\mathit{2}}}{4b(a^{2}+b^{2})^{3}}-\frac{a^{2}b(5a^{2}+6b^{2})^{2}}{4(a^{2}+b^{2})^{3}}-\frac{b^{\mathit{3}}(a^{6}+71a^{4}b^{2}+11a^{2}b^{4}+5b^{6})}{48a^{2}(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}$ ,
$(\mathit{3}.37\mathrm{c})$

$w_{28}^{(1)}=$
$w_{32}^{(1)}= \frac{a(5a^{4}+15a^{2}b^{2}+7b^{4})}{2(a^{2}+\nu)^{\mathit{2}}}+\frac{b^{4}(16a^{4}-16a^{2}b^{2}-b^{4})}{24a(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}$ $(\mathit{3}.37\mathrm{d})$

と計算される. さらに,

$W_{11}(2\rangle=E_{p-v11}(2)+\mathcal{E}_{r-v}(2)+\mathcal{E}_{rot}(2)+w_{11}^{(1)}, (\mathit{3}.\mathit{3}8\mathrm{a})$

$W_{\mathit{2}\mathit{2}}(2)=E_{p-v22}(2)+\mathcal{E}_{r-v}(\mathit{2})+\mathcal{E}_{r\alpha^{(2)}}+w_{\mathit{2}2}^{(1\rangle}$, $(\mathit{3}.\mathfrak{B}\mathrm{b})$

$W_{\mathit{3}3}(2\rangle=E_{\mathrm{p}-v3\mathit{3}}(2\rangle+\mathcal{E}_{r-v}\langle 2)+\mathcal{E}_{rot}(2)+w_{33}^{(1)},$
$(\mathit{3}.38\mathrm{c})$

$W_{23}(2)=W_{\mathit{3}2}(\mathit{2})=E_{\mathrm{p}-v23}(2\rangle+w_{23}(1)$
$(\mathit{3}.\mathfrak{B}\mathrm{d})$
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とすると, $\text{エネルギ_{ー}}\mathcal{E}_{1}^{(\mathit{2})}\text{は}$ , 固有方程式

$\det$ (( $0$ $W_{23}^{(2)}W_{22}^{(2)}0$

$W_{2\mathit{3}}^{(2)}$)$W_{8S}^{(2)}0-\mathcal{E}_{1}^{(2)}I$) $=0$ (3.39)

を解くことによって得られ,

$\mathcal{E}_{1}^{(2)}=W_{11}^{(2)}$ ,
$\frac{W_{\mathit{2}2}^{(2)}+W_{83}^{(2\rangle}\pm\sqrt{(W_{22}^{(2)}-W_{33}^{(2\rangle})^{2}+4W_{23}^{(2\rangle^{\mathit{2}}}}}{2}$

(3.40)

となる. この結果得られた全ての解は,

$\mathcal{E}_{1}(2)=\mathcal{E}_{\mathrm{p}-v}(2)+\mathcal{E}_{r-v}(2)+\mathcal{E}_{r\circ\iota^{(2)}}$ (3.41)

の形になっている.

. $||n||=2$ の場合 まず, $\phi_{2.1}^{(0)}=\psi_{(2,\mathit{0},\mathit{0})}^{(0)},$ $\phi_{2,\mathit{2}}^{(0)}=\psi_{\langle 0,2,\mathit{0})}^{(\mathit{0})},$ $\phi_{2,\mathit{3}}^{(0)}=\psi_{(\mathit{0},0,2\rangle}^{(\mathit{0})}$ とおき,

$\phi_{2,\mathrm{I}}^{(0)}=\psi_{(0,1,1)}^{\langle 0)},$ $\phi_{2}^{(0},\frac{)}{2}=\psi_{(1,\mathit{0},1)}^{\langle \mathit{0})},$ $\phi_{2\mathit{5}}^{(\mathit{0})}=\psi_{(1,1,\mathit{0})}^{(\mathit{0})}$ とおく. そして, 正規直交基底とし

て, $\{\phi_{2,\alpha}^{(0)}\}_{\alpha=\mathbb{L}2,3,\mathrm{T},\overline{2},\mathrm{s}}$ $\text{を}$ とる. すると, $\langle\phi_{2,\alpha}^{(0)}|H^{(1)}|\phi_{2,\beta}^{(\mathit{0}\rangle}\rangle=0$ となり, $\mathcal{E}_{2}^{(1)}=0$ を得る. ま

た, $E_{p-v_{\alpha\beta}}(2)=( \phi_{2,\alpha}(0)|-\frac{1}{2}\Delta_{p-v}(2)|\phi_{2,\beta}^{(\mathit{0})}\rangle$ を計算すると,

$E_{\mathrm{p}-v11}(2)=- \frac{5b^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}-\frac{5b(a^{2}+b^{2})}{8a^{2}}+\frac{17}{8}b$, $(\mathit{3}.42\mathrm{a})$

$E_{p-v22}(2)= \frac{b(\mathit{3}a^{4}-7a^{2}b^{2}-5b^{4})}{2(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{b(5a^{2}+b^{2})}{8a^{2}}-\frac{b(5a^{2}+b^{2})^{2}}{8(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{b}{2}+\frac{7b(9a^{2}+5b^{2})}{4(a^{2}+b^{2})}$,

$(\mathit{3}.42\mathrm{b})$

$E_{\mathrm{p}-v_{33}}(2 \rangle=-\frac{b(\mathit{3}a^{4}+a^{2}b^{2}+b^{4})}{2(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{b(a^{2}+5b^{\mathit{2}})}{8a^{2}}-\frac{b(a^{2}+5b^{2})^{2}}{8(a^{2}+b^{2})^{\mathit{2}}}+\frac{b}{2}-\frac{7b(3a^{2}-b^{2})}{4(a^{2}+\Psi)}$ ,

(3.42c)

$E_{p-v_{\urcorner}}(2)=-1 \frac{3b^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}-\frac{3b(a^{2}+b^{2})}{8a^{2}}+\frac{\mathit{3}7}{8}b+\frac{a^{2}b^{3}}{(a^{2}+b^{2})^{2}}$ , $(\mathit{3}.42\mathrm{d})$

$E_{\mathrm{P}^{-v}\varpi}(2)=- \frac{b(3a^{4}+a^{2}b^{\mathit{2}}+2b^{4})}{4(a^{2}+b^{2})^{2}}-\frac{\mathit{3}b(a^{2}+3b^{2})}{8a^{2}}-\frac{b(a^{2}+\mathit{3}b^{2})^{2}}{8(a^{\mathit{2}}+\nu)^{2}}+\frac{b}{2}-\frac{7b(a^{\mathit{2}}-b^{2})}{4(a^{2}+b^{\mathit{2}})}$ ,

$(\mathit{3}.42\mathrm{e})$

$E_{p-v}(2)= \frac{b(3a^{4}-7a^{2}b^{2}-6b^{4})}{4(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{\mathit{2}}}\tau 3-\frac{3b(\mathit{3}a^{2}+b^{2})}{8a^{2}}-\frac{b(\mathit{3}a^{2}+b^{2})^{2}}{8(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{b}{2}+\frac{7b(5a^{2}+\mathit{3}b^{\mathit{2}})}{4(a^{2}+b^{2})}$ ,
$(\mathit{3}.42\mathrm{f})$

$E_{\mathrm{p}-v1\mathit{2}}(2)=E_{\mathrm{p}-v21}(2\rangle$ $=- \frac{b(4a^{4}-\mathit{3}a^{2}b^{2}-\mathit{3}b^{4})}{4(a^{2}+\nu)^{2}},$ (3.42g)
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$E_{p-v13}(2)=E_{p-v31}(2)= \frac{b(\mathit{3}a^{6}-2a^{4}b^{2}-2a^{2}b^{4}-b^{6})}{4a^{2}(a^{2}+b^{2})^{2}}$ ,

$E_{p-v_{23}}(2)=E_{\mathrm{p}-v\S 2}(2)= \frac{b}{4}+\frac{a^{2}b^{3}}{2(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{2}}$ ,

$E_{p-v_{1}}( \frac{2}{1}=E_{p-v^{\frac{(}{1}=-\frac{\sqrt{2}b^{2}(8a^{4}+5a^{2}b^{2}+b^{4})}{4a(a^{2}+b^{2})^{2}}}})2)1$

’

$E_{\mathrm{p}-v_{2}}( \frac{2}{1}=E_{\mathrm{p}-v_{2}^{\frac{(}{1}=\frac{\sqrt{2}ab^{\mathit{2}}(4a^{2}+b^{2})}{2(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{2}}-\frac{\sqrt{2}b^{2}}{4a}-\frac{7\sqrt{2}a^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}}}\rangle \mathit{2})$ ,

$E_{p-v}( \frac{2}{1}\epsilon=E_{p-v}=\frac{\sqrt{2}ab^{2}(3a^{2}+2b^{\mathit{2}})}{2(a^{2}+b^{2})^{2}})(\mathrm{T}\mathrm{s}-\frac{\sqrt{2}\nu}{4a}-\frac{7\sqrt{2}a^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}2)$ ,

$E_{p-v}(2)=E_{p-v}(2)= \frac{\mathit{3}ab^{\mathit{2}}(7a^{2}+\mathit{3}b^{2})}{4(a^{2}+b^{2})^{2}}\Gamma s\varpi-\frac{3b^{2}}{4a}-\frac{7a^{3}}{2(a^{2}+b^{2})}$

(3.42h)

(3.42i)

$(\mathit{3}.42\mathrm{j})$

$(3.42\mathrm{k})$

$(3.421)$

$(3.42\mathrm{m})$

となる.
また,

$w_{\alpha\beta}^{\{1)}= \sum_{||m||\neq 2}\sum_{\gamma}\frac{\langle\phi_{2,\alpha}^{(0)}|H^{(1)}|\phi_{||m||,\gamma}^{(0)}\rangle\langle\phi_{||m||,\gamma}^{(0)}|H^{(1)}|\phi_{2,\beta}^{(0)}\rangle}{E_{2}^{(\mathit{0})}-E_{||m||}^{(0)}}$ (3.43)

は, それぞれ

$w_{11}^{(1)}= \frac{a^{2}+4b^{2}}{4b}-\frac{(7a^{4}+26a^{2}b^{2}+9b^{4})^{2}}{4b(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}-\frac{a^{\mathit{2}}b(7a^{2}+12b^{2})^{2}}{4(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{3}}$

$- \frac{b^{3}(a^{6}+19a^{4}b^{\mathit{2}}+19a^{2}b^{4}+b^{6})}{8a^{2}(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{3}}+\frac{b^{3}(\ ^{2}-b^{2})^{2}}{16a^{2}(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{2}}$ , (3.44a)

$w_{22}^{(1)}= \frac{a^{2}+4b^{2}}{4b}-\frac{(7a^{4}+22a^{2}b^{2}+1\mathit{3}b^{4})^{2}}{4b(a^{\mathit{2}}+b^{2})^{3}}-\frac{a^{\mathit{2}}b(7a^{2}+8b^{\mathit{2}})^{2}}{4(a^{2}+b^{2})^{3}}$

$- \frac{b^{3}(57a^{6}-29a^{4}b^{\mathit{2}}+43a^{2}b^{4}+b^{6})}{48a^{2}(a^{2}+b^{2}\rangle^{3}}$, $(3.44\mathrm{b})$

$w_{3\mathit{3}}^{(1)}= \frac{a^{\mathit{2}}+4b^{2}}{4b}-\frac{(7a^{4}+22a^{2}b^{2}+1\mathit{3}b^{4})^{2}}{4b(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}-\frac{a^{2}b(7a^{2}+8b^{\mathit{2}})^{2}}{4(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}$

$- \frac{b^{3}(a^{6}+12\mathit{3}a^{4}b^{\mathit{2}}+\mathit{3}a^{2}b^{4}+9b^{6})}{48a^{2}(a^{2}+b^{2})^{3}}$ , (3.44c)

$w \frac{(1}{11}=\frac{a^{2}+4b^{2}}{4b})-\frac{(7a^{4}+22a^{2}b^{\mathit{2}}+13b^{4})^{\mathit{2}}}{4b(a^{2}+b^{\mathit{2}})^{3}}-\frac{a^{2}b(7a^{2}+8b^{2})^{2}}{4(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}$

$- \frac{b^{\mathit{3}}(a^{6}+19a^{4}b^{2}+19a^{2}b^{4}+b^{6})}{24a^{2}(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}-\frac{b^{8}(\mathit{3}a^{2}-b^{2})^{\mathit{2}}}{16a^{2}(a^{\mathit{2}}+b^{2})^{2}}$ , (3.44d)

$w_{2}^{(1)}= \frac{a^{2}+4b^{2}}{4b}\tau-\frac{(7a^{4}+24a^{2}b^{\mathit{2}}+11b^{4})^{2}}{4b(a^{\mathit{2}}+b^{\mathit{2}})^{3}}-\frac{a^{2}b(7a^{2}+10b^{2})^{2}}{4(a^{2}+\nu)^{3}}$

$- \frac{b^{3}(a^{6}+5\mathit{3}a^{4}b^{\mathit{2}}+11a^{2}b^{4}+5b^{6})}{16a^{2}(a^{2}+\wp)^{\mathit{3}}}$ , (3.44e)
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$w \frac{(1}{33}=\frac{a^{2}+4b^{2}}{4b})-\frac{(7a^{4}+24a^{2}b^{2}+11b^{4})^{2}}{4b(a^{2}+b^{2})^{3}}-\frac{a^{2}b(7a^{2}+10b^{2})^{2}}{4(a^{2}+\nu)^{3}}$

$b^{3}(28a^{6}-5a^{4}b^{2}+31a^{2}b^{4}+b^{6})$

$-\overline{16a^{2}(a^{2}+b^{2})^{3}}$
,

$w_{\mathit{2}\mathrm{T}}^{(1)}=w_{T2}^{(1)}=.w_{3\mathrm{T}}^{(1)}=w_{\mathrm{T}\mathrm{s}}^{(1)}= \frac{a(7a^{4}+21a^{2}b^{2}+11b^{4})}{2(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{2\sqrt{2}ab^{4}(a^{\mathit{2}}-b^{2})}{\mathit{3}(a^{2}+b^{2})^{3}}$ ,

$w_{\dot{2}3}^{(1))}=w \frac{(1}{32}=\frac{a(7a^{4}+21a^{2}b^{2}+5b^{4})}{2(a^{2}+b^{2})^{2}}+\frac{2ab^{4}(a^{2}-b^{2})}{(a^{2}+b^{2})^{\mathit{3}}}$

$(\mathit{3}.44\mathrm{f})$

$(\mathit{3}.44\mathrm{g})$

$(3.44\mathrm{h})$

と計算される. 従って,

$W_{11}=E_{\mathrm{p}-v_{11}}+\mathcal{E}_{r-v}+\mathcal{E}_{rd}+w_{11}^{(1)}(2)(2)(2)(2)$ , $W_{22})=E_{p-v22}(2(2)+\mathcal{E}_{r-v}(2)+\mathcal{E}_{rae^{12)}}+w_{\mathit{2}2}^{\langle 1)}$ ,
$(\mathit{3}.45\mathrm{a})$

$W_{8S}(2)=E_{p-v_{33}}\{2)+\epsilon_{-v}(2)+\mathcal{E}_{rd}(2)+w_{3\mathit{3}}^{(1)}$, $W_{\mathrm{I}\mathrm{T}})=E_{p-v_{\Pi}}(2(2)+\mathcal{E}_{r-v}(2)+\mathcal{E}_{r\mathrm{o}t}(2)+w_{\mathrm{T}\mathrm{r}}^{(1)}$,
$(\mathit{3}.45\mathrm{b})$

$W=E_{p-v}+\varpi\varpi \mathcal{E}_{r-v}+\mathcal{E}_{ro\iota^{(2)}}+w^{(1)}ffi(2)\langle 2)(2)$ , $W^{(}=E_{p-v}+\mathcal{E}_{r-v}+\mathcal{E}_{rd}+\varpi^{2)(}\varpi^{2)(2)\langle 2)}\%^{(1)}$ ,
$(\mathit{3}.45\mathrm{c})$

$W_{12}(2)=W_{21}(2)=E_{p-v_{1\mathit{2}}}\langle 2)$, $W_{1\mathit{3}}^{(2\rangle}=W_{31}^{(\mathit{2}\rangle}=E_{p-v_{1\mathit{3}}}(2)$, $W_{2\mathit{3}}\langle 2)=W_{82}=E_{p-v_{2S}}(2)\langle 2\rangle$,
(3.45d)

$W_{1\mathrm{T}}^{(2)}=W_{\mathrm{I}1}^{(2)(2)}=E_{p-v_{1\mathrm{I}}}$, $W_{2^{\frac{2}{1}}}^{()}=W_{2}^{2)(2)} \frac{(}{1}=E_{\mathrm{p}-v_{2\mathrm{I}}}+w_{2\mathrm{I}}^{(1)}$ , (3.45e)
$W_{s\mathrm{s}}^{()2)()} \frac{2}{1}=W\frac{(}{1}=E_{p-v_{3}}\frac{2}{1}+w_{s^{\frac{1}{1}}}^{()}$ , $W_{\overline{2}}^{\langle 2)}=W^{(}=E_{p-v}+w \frac{(1}{23}5\varpi^{2)(}\tau_{3}^{2))}$

’
$(\mathit{3}.45\mathrm{f})$

とおくと, エネルギー $\mathcal{E}_{2}^{\langle 2)}$ は, 固有方程式

$\det$ (($W_{31}^{(2)}W_{21}^{(2)}00$

$W^{\langle 2)}W_{12}^{(2)}W_{22}^{(2)}W_{\mathrm{I}2}^{(2)}0023$ $W_{\mathrm{T}3}^{(2)}W_{1\mathit{3}}^{(2)}W_{2S}^{(2)}W_{33}^{(2)}00$ $W_{\mathrm{s}_{(}}W^{()}W \frac{\frac{\mathit{2}}{\S}}{1,2}W_{\Pi}00?_{\xi_{)}^{\rangle}}:\rangle$

$W_{T}W^{(2)}0\mathrm{o}_{3}\mathrm{o}_{\mathfrak{P})}0$ $W \frac{\%_{(}}{\mathit{3}3}W^{(2)}000$)$0)-\mathcal{E}_{\mathit{2}}^{(2)}I)=0$ (3.46)

の解として得られる. 式 (346)の上側 4x4行列から, 手計算で固有エネルギーを求め
ることは容易ではないが, 下側 $2\cross 2$行列からは, 2つの固有エネルギーを得る :

$\mathcal{E}_{2}^{(2)}=\frac{W_{\varpi}^{(\mathit{2})}+W_{\infty}^{(2)}\pm\sqrt{(W^{(\mathit{2})}-\varpi W_{\mathfrak{B}}^{(2)})^{2}+4W_{\pi}^{(\mathit{2})^{2}}}}{2}$

. (3.47)

さらに, これらの固有エネルギーは,

$\mathcal{E}_{2}(2)=\mathcal{E}_{p-v}(2)+\mathcal{E}_{r-v}(2)+\mathcal{E}_{t\alpha^{(2)}}$ (3.48)

の形になっている.
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4 平衡形状におけるエネルギーと剛体系の回転エネルギー
最後に, 純粋な回転 $\mathcal{E}rot^{(2)}$ に注目する. 上で述べてきたように, 系のエネルギーは

$\mathcal{E}_{n}=\mathcal{E}_{n^{(\mathit{0})}}+\epsilon^{2}(\mathcal{E}-v_{nn}^{(2)}+p\mathcal{E}_{r-v^{(2)}}+\mathcal{E}_{rot^{(2)}})+\cdots$ (4.1)

と摂動展開される. 特に, 平衡形状 $q=q_{0}$ において, 系のエネルギー亀は剛体系の回
転エネルギーの関数となる :

$\mathcal{E}_{n}|_{q=\mathrm{e}\mathrm{o}}=\epsilon^{2}\mathcal{E}r\alpha^{(2)}$. $(4.2)$

従って, 式 $(4.1)$ は, 平衡形状から微小に変動することにより, 振動の寄与が加わり,
エネルギー準位の偏移が起こるとみなすことができる.
簡約化ハミルトニアン (2.43) は, 平衡形状 $q=q_{\mathit{0}}$で剛体系のハミルトニアンとみな

すことができる :

$H^{r\epsilon d}|_{q=q\mathrm{Q}}= \frac{1}{2}\sum_{a,b}A^{ab}|_{q=q0}[\hat{J}_{\text{。}^{}(l)}][\hat{J}_{b}^{(l)}]$. (4.3)

すると, Sir\"odinger方程式は代数方程式となり, $(2l+1)\mathrm{x}(2\downarrow+1)$行列の固有値方程
式を解くことに帰着される. $\text{この行列}H^{r\epsilon d}|_{q=q0}\text{の固有値が}$ , 剛体系の回転エネルギー
である. 以下, 純粋回転エネルギーがこの固有値の関数となることを確かめる.
まず, 行列 R(りを

$R^{(l)}:=H^{red}|_{q=q0}= \frac{1}{2}\sum_{a,b}A^{\mathrm{n}b}[\hat{J}_{a}^{(l\rangle}][\hat{J}_{b}^{(l)}]$ (4.4)

で定義し, その固有値について考察する. 行列 R(J) は下のような形の (21+1) 次の正
方行列である :

$R^{(0)}=(R_{0}^{(0)})$ , (4.5)

$R^{(1)}=$ , (4.6)

$R^{\langle 2)}=$ , (4.7)

$l=0$のときは嬬) $=0$であり, 行列 $R^{\langle 0)}$ の固有値も $0$ となり, $\mathcal{E}_{rat}(2)=0$ と –致する.
次に, $l=1$ と $l=2$の場合を具体的に計算する.
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$l=1$ の場合 まず, 行列 $R^{(1)}$ の $0$でない各成分は

$R_{00}^{(1)}= \frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})$ ,

$R_{11}^{(1)}= \frac{1}{4}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}}+\frac{2}{b^{2}})$ , (4.8)

$R_{1}^{(1)}= \frac{1}{4}(\frac{1}{a^{2}}-\frac{1}{a^{2}+b^{2}})$

である. $\text{行列}R^{(1)}\text{の形}(4.6)\text{から}$ , 特性方程式は

$\det(R^{(1)}-\lambda I_{\mathit{3}})=(R_{00}^{\langle 1)}-\lambda)(R_{11}^{(1)}+R_{1}^{(1)}-\lambda)(R_{11}^{(1)}-R_{1}^{(1)}-\lambda)=0$ (4.9)

と因数分解され, 行列 R(l) の固有値は

$\lambda_{0}^{(1)}=R_{0\mathit{0}}=\frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})$ , (4.10a)

$\lambda_{1}^{\{1)}=R_{11}+R_{1}=\frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{b^{2}})$ , (4.10b)

$\lambda_{-1}^{(1)}=R_{11}-R_{1}=\frac{1}{2}(\frac{1}{b^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})$ (4.10c)

となる. 従って, 純粋回転エネルギー $\mathcal{E}_{rae^{\mathrm{t}2)}}$ は, 上の行列 $R^{(1)}$ の固有値 $\lambda_{0}^{(1)},$ $\lambda_{\pm 1}^{(1)}$ を用
いて,

$\mathcal{E}_{ra^{\langle 2)}}|_{l=1}=\frac{a^{2}b}{\mathit{3}}(\lambda_{0}^{(1)}+2\lambda_{1}^{(1)})$ (4.11)

と表すことができる.

$l=2$の場合 行列 $R^{(2)}$ の $0$ でない各成分は

$R_{\infty}^{(2)}= \frac{3}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})$ ,

$R_{11}^{(2)}= \frac{5}{4}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})+\frac{1}{2\nu}$ , $R_{1}^{(2\rangle}= \frac{\mathit{3}}{4}(\frac{1}{a^{2}}-\frac{1}{a^{2}+\Psi})$ , (4.12)

$R_{22}^{(2)}= \frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}})+\frac{2}{b^{2}}$ , $R_{2}^{(2\text{》}}= \frac{\sqrt{6}}{4}(\frac{1}{a^{2}}-\frac{1}{a^{2}+b^{\mathit{2}}})$

であり, 特性方程式は

$\det(R^{(2)}-\lambda I_{5})$

$=(R_{11}^{(\mathit{2})}+R_{1}^{(2)}-\lambda)(R_{11}^{(2)}-R_{1}^{(2)}-\lambda)(R_{22}^{\langle \mathit{2})}-\lambda)((R_{2\mathit{2}}^{(2)}-\lambda)(R_{\infty}^{(2)}-\lambda)-2R_{2}^{(2)^{2}})$

$=0$ (413)
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と整理され, 行列 $R^{(2)}$ の固有値は

$\lambda_{0}^{(2)}=R_{22}^{(2)}=\frac{1}{2}(\frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{\mathit{2}}})+\frac{2}{b^{\mathit{2}}}$, (4.14a)

$\lambda_{1}^{(2)}=R_{11}^{\langle 2)}+R_{1}^{(2)}=\frac{2}{a^{2}}+\frac{1}{2(a^{2}+b^{2})}+\frac{1}{2b^{2}}$ , (4.14b)

$\lambda_{-1}^{(2)}=R_{11}^{(2)}-R_{1}^{\{2)}=\frac{1}{2a^{2}}+\frac{2}{(a^{2}+b^{2})}+\frac{1}{2b^{2}}$ , (4.14c)

$\lambda_{2}^{(2)}=\frac{R_{2\mathit{2}}^{(2)}+R_{\mathit{0}0}^{(2)}+\sqrt{(R_{22}^{(\mathit{2})}-R_{\mathit{0}\mathit{0}}^{\langle 2)})^{2}+8R_{2}^{(2)^{2}}}}{2}$

$= \frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}}+\frac{1}{b^{2}}+\sqrt{A^{2}+B^{2}+C^{2}-BC-CA-AB}$ , (4.14d)

$\lambda_{-2}^{(2)}=\frac{R_{22}^{(\mathit{2})}+R_{\infty}^{(2)}-\sqrt{(R_{22}^{(2)}-R_{\mathit{0}\mathit{0}}^{(2)})^{2}+8R_{2}^{(2)^{2}}}}{2}$

$= \frac{1}{a^{2}}+\frac{1}{a^{2}+b^{2}}+\frac{1}{b^{2}}-\sqrt{A^{2}+B^{2}+C^{2}-BC-CA-AB}$ (4.14e)

となる. 但し, $A= \frac{1}{a^{2}},$ $B= \frac{1}{b^{\mathit{2}}},$ $C= \frac{1}{a^{2}+b^{2}}$ とおいた. 従って, 純粋回転エネルギー
$\mathcal{E}_{rd}(\mathit{2})$ は, 上の行列 $R^{(2)}$の固有値 $\lambda_{\mathit{0}}^{(2)},$ $\lambda_{\pm 1}^{(2)}$ , \mbox{\boldmath $\lambda$}豊を用いて,

$\mathcal{E}_{rd}(2)|_{l=\mathit{2}}=\frac{a^{2}b}{5}(\lambda_{0}^{(2)}+\lambda_{2}^{(2)}+\lambda_{-2}^{\langle \mathit{2})}+2\lambda_{1}^{(\mathit{2})}+4\sqrt{-\frac{(\lambda_{\mathit{0}}^{(2)}-\lambda_{2}^{(2)})(\lambda_{\mathit{0}}^{(2)}-\lambda_{-2}^{\langle 2)})}{2}})$ (4.15)

と表すことができる.
以上の結果, $l=0,1,2$では, 純粋回転エネルギー $\mathcal{E}_{ra^{(2)}}$ は簡約化ハミルトニアン

の回転部分の固有値と関係付けることができた. しかしながら, 一般の lの場合, 行列
R(\sim )の固有値を解析的に得ることは難しい. 以下では, 一般の lについて得られた, 特
性方程式の分解までを紹介する.
まず, 以下のように行列 $\tilde{R}_{\mathrm{c}v\epsilon n}^{(l)}$ . R\tilde 畿を導入する :

$\tilde{R}^{\underline{(l)}}=(^{R_{2k,2k}^{(l)}}R_{2k}^{(l\rangle}0R_{2k-2,2k-2}^{(l)}R_{\mathit{2}k-2}^{(l)}R_{\mathit{2}k}^{(l\rangle}...R_{2k-2}^{(l)}:::00$
$\dot{R}_{22}^{(l)}R_{2}^{(l)}0^{\cdot}.R_{2}^{(l)}R_{\infty}^{\langle l)}R_{\mathit{2}}^{(l)}00$

$R_{22}^{(l)}R_{\mathit{2}}^{(l)}:::0$

$R_{2k-2}^{(l\rangle}::00$

$R_{2k-22k-\mathit{2}}^{\langle l)}R_{2k-2}R_{2k}^{(i)}...R_{\mathit{2}k\mathit{2}k}^{\langle l)}R_{2k}^{\langle l)}0.)$
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for $k=[ \frac{l}{2}]$ , (4.16a)

$\tilde{R}_{dd}^{(l)}=(R_{2k-1,2k-1}^{(l)}.0\%^{(l)}k-1$

$R_{\mathit{2}k-s,=_{\mathit{3}}}^{(l)}R_{2k.1}^{(l)}R_{2k}^{(l)}..2k-3R_{2k-\mathit{3}}^{(l)}::00^{\cdot}$.
$R_{11}^{(l)}R_{1}^{(l)}:::0R_{1}^{(l)}R_{11}^{(l)}.0.$

.

$R_{2k-\mathit{3}}^{(l)}:_{0}^{0}.\cdot:R_{2k-\mathit{3},2k-3}^{(l)}R_{2k-3}^{(l)}R_{2k-1}^{\{l)}...l\not\in_{k-1,2k-11}^{l)}R_{2k-1}^{\{l)}0$

for $k=[ \frac{l+1}{2}]$ . (4.16b)

これらは, 下付添え字の偶奇に従って, 元の行列 R(\sim $\rangle$ から得られる 3重対角行列であ
る. すると, 行列の基本変形を繰り返すことによって, $\text{行列式}\det(\mathrm{R}^{(1)}-\lambda \mathrm{I}_{21+1})\text{は}$ , こ

れらの行列を用いて,

$\det(R^{(l)}-\lambda I_{2l+1})=\{$

$\det(\tilde{\kappa}_{\mathrm{c}}^{(l)}, -\lambda I_{l+1})\det(\tilde{R}_{dd}^{(l)}-\lambda I_{l})$ for $l$ : even,
$\det(\tilde{R}_{odd}^{(l)}-\lambda I_{l+1})\det(\tilde{R}_{\epsilon v\epsilon n}^{(l)}-\lambda I_{l})$ for $l$ : odd

(4.17)

ど分解することができる. $\text{行列}\tilde{R}_{\epsilon v\epsilon n}^{(l)}$ , R\tilde 識は 3重対角行列であり, 上の分解は数値計
算を行う際に有用である. さらに, 上の行列式の分解から, 特性方程式を帰納的に利
用できることがわかる. 例えば, $l$が偶数のとき,

$\det(R^{(l)}-\lambda I_{\mathfrak{U}+1})=\det(\tilde{R}_{\epsilon v\mathrm{c}’*}^{(l)}-\lambda I_{l+1})\det(\tilde{R}_{dd}^{(l\rangle}-\lambda I_{l})$

$\backslash$

$\det(R^{\langle l+1)}-\lambda I_{2l+3})=\det(\tilde{R}_{odd}^{(l+1)}-\lambda I_{l+2})\det(\tilde{R}_{\epsilon v\mathrm{c}n}^{\langle \mathrm{t}+1)}-\lambda I_{l+1})$

$\backslash$

$\det(R^{(l+2)}-\lambda I_{\mathfrak{U}+5})=\det(\tilde{R}_{\epsilon v\epsilon n}^{\{l+2)}-\lambda I_{l+\mathit{3}})\det(\tilde{R}_{\mathrm{o}dd}^{\langle l+2)}-\lambda I_{l+2})$

$\backslash$

のように, 特性方程式 $\det(\tilde{R}_{v\mathrm{c}n}^{\langle l)}-\lambda I_{l+1})=0$ の解が, 次の特性方程式 $\det(\tilde{R}_{\omega a1}^{(l+1)}.-$

\mbox{\boldmath $\lambda$}I\iota +1)=0の解として利用できる. この事実も, 数値計算上有益な結果である.
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5 まとめ

以前に書き下した簡約化ラプラシアンを用いて, 通常行われるのと同様の摂動計算
ができる. (実際の系に適用できる.) 但し, ポテンシャルとしては調和振動子のポテン
シャルのみを導入し, 平衡形状からの微小なずれにより摂動を与えた. まず, 振動エ
ネルギーは, 量子数 $n$ によってパラメトライズされ, 回転に起因する効果は 2次のエ
ネルギーから現れる. そこで現れる回転の寄与は全角運動量 l(l+1)に比例することが
分かった.
また, $l=0,1,2$ の場合, 純粋回転エネルギー $\mathcal{E}_{rot}(2)$ は, 剛体系の回転エネルギー

の関数として表すことができる. そして, 一般の lの場合に特性方程式が, 3重対角行
列の特性方程式へ分解することができた. しかも, その方程式から得られる固有値が
帰納的に利用でき, 数値計算への応用が容易であると考えられる.
今後の課題として, 数値計算を利用した, 一般の $l$の場合に剛体系の回転エネルギー
を計算することや, 一般の |\models || の場合に縮退のある系の摂動エネルギーの計算が挙げ
られる. また, 平衡形状として直線分子を想定した場合の, エネルギースペクトルの
解析的計算や数値計算が課題である.
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