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1 Introduction
$n$ 次元複素射影空間 $\mathrm{P}^{n}$ 内の超曲面 $V$ の補集合を $M$ とする. また、 $V$ が可約で超

平面 $H$ を含むとき、 $V=\tilde{V}\cup H$ とかけ、 $H$ を無限遠超平面として、 アファイン空間
$\mathbb{C}^{n}=\mathrm{P}^{n}\backslash H$ 内の超曲面 $\tilde{V}$ の補集合と $M$ を見ることができる. しばしば、 アファイ
ン空間 Cn での例を挙げることがあるが、 それは、 自然に無限遠超平面を超曲面 V の

中に含めて考えているということである.
モノドロミー表現 $\rho$ : $\pi_{1}(M, x)arrow \mathbb{C}^{*}$ に対して、 階数 1の複素局所戸 $\mathcal{L}_{\rho}$ が定まり、

局所系係数のコホモロジー $H^{k}(M, \mathcal{L}_{\rho})$ が考えられる. これには、次のような形の消滅
定理がよく知られている (服部、青本、河野、ESV-STV-Yuzvinsky, Dimca, Cho など).

定理 1(消滅定理). $\text{モ}$ノドロミー表現 $\rho$ がある –般的な条件を満たすとき、

$H^{k}(\Lambda/I, \mathcal{L}_{\rho})=0$ $(k\neq n)$ .

本稿では、いつ $H^{k}(M, \mathcal{L}_{\rho})\neq 0(k<n)$ となる力 1? という問題を考える. この問題に
関して、最近、超平面配置の場合を中心によく研究がされている ([Fa] 参照) Lefshetz
の超平面切断の定理によると、本質的には、 $k=n-1$ の場合について考えるのが妥当
だといえる. 今までの研究では、超曲面あるいは超平面配置を固定して、局所系係数の
コホモロジーが非消滅 (あるいは消滅) するモノドロミー表現 $\rho$ (または重み $\lambda$) の条件
を見つけるといったアプローチが採られてきたと思われる. しかし、 2次元の直線配置
の場合でも、 非消滅となる $\rho$ を持つものは特殊なものでしかない. たとえば、 下の例
のような直線配置は $H^{1}(M, \mathcal{L}_{\rho})\neq 0$ となる $\rho$ が存在するが、 こうした直線配置は数え
るほどしか知られていない. さらには、 3次元以上の場合の例はほとんど知られていな
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い (?). 本稿では、 $H^{n-1}(M, \mathcal{L}_{\rho})\neq 0$ となる $\rho$ を持つ超曲面 $V$ (または超平面配置) を
見つける、 または、構成することを主題としたい.

912( $B_{3}$ 配置). $\mathrm{P}^{2}$ の同次座標を $[x_{1} : x_{2} : x_{3}]$ として、 方程式 $x_{1}x_{2}x_{3}(x_{1} - x_{2})(x_{1}+$

$x_{2})(x_{2}-x_{3})(x_{2}+x_{3})(x_{3}-x_{1})(x_{3}+x_{1})=0$ で定義される超曲面 $V$ は直線配置となり、
$B_{3}$ 配置と呼ばれる. 各直線を、 順に、 $H_{1},$ $H_{2},$

$\ldots,$
$H_{9}$ とし、 直線 $H_{i}$ を反時計回りに

1遇するループを筋とするとき、モノドロミー表現 $\rho$ が

$\rho(\gamma_{i})=\exp(-2\pi\sqrt{-1}\lambda_{i})$

で定義されているとする. ここで、 $\lambda_{:}$ は複素数値であり、その組 $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{9})$ は超

平面配置の重みと呼ばれる. $\lambda$ が条件

$\frac{1}{2}\lambda_{1}=\lambda_{6}=\lambda_{7},$ $\frac{1}{2}\lambda_{2}=\lambda_{8}=\lambda_{9},$ $\frac{1}{2}\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5},$ $\sum_{i=1}^{9}\lambda_{i}=0$

を満たすとき、 $H^{1}(M, \mathcal{L}_{\rho})\neq 0$ となる. 本稿では、 このことを次のように解釈すること
で、 一般化される. まず、 因子 $D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ を次のように定める : $D_{1}$ : $x_{1}^{2}(x_{2}-x_{3})(x_{2}+$

$x_{3})=0,$ $D_{2}$ : $x_{2}^{2}(x_{3}-x_{1})(x_{3}+x_{1})=0,$ $D_{3}$ : $x_{3}^{2}(x_{1}-x_{2})(x_{1}+x_{2})=0$ . 各因子
の台は 3本の直線から成り、計 9本の直線は $B_{3}$ 配置をなす. そして、 各因子に対し
て重み $\mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{3})$ を与える. ただし、 $\mu_{1}+\mu_{2}+\mu_{3}=0$ とする. この重みを、
$2\mu_{1}=\lambda_{1},$ $\mu_{1}=\lambda_{6},$ $\mu_{1}=\lambda_{7}$ というように各直線に分配し直すと上の重み $\lambda$ の条件が与

えられる. そして、 因子 $D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ は線形従属であることが、局所系係数のコホモロ
ジーが非消滅となることの本質的な理由となる.

2 Twisted de Rham Theory
通常 V を既約分解して扱うが、 ここでは既約性などを考慮しない形で振れ De Rham

理論を修正する. $\mathrm{P}^{n}$ 上の次数 $d$ の有効因子 $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{m}$ をとり、 それらの台の和集合
の補集合を $M$ とする. $d=1$ のときは、 超平面配置の場合となり、 $D_{i}$ 達が既約かつ
素因子であれば、次数 $d$ の超曲面の配置である. $\Omega_{\mathrm{A}I}^{p}$ を $M$ 上の正則 $p$ 次形式とし、
$\mathcal{O}_{M}=\Omega_{M}^{0}$ とかく. ここで、 $D_{i}$ に対する複素数 $\lambda_{i}$ をとり、その組 $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{m})$ を

重みと呼ぶことにする. ただし、

$\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}=0$

という条件を仮定する. このとき、大域的な 1次形式 $\omega_{\lambda}=\sum_{1=1}^{m}\lambda_{i}d\log D|’\in\Gamma(M, \Omega_{M}^{1})$

が定まる. これによって、 $\nabla_{\lambda}=d+\omega_{\lambda}\wedge:$ $O_{\mathrm{A}I},arrow\Omega_{M}^{1}$ が定義され、 $\nabla_{\lambda}^{2}=0$ となること

から、 平坦接続となる. さらに、 その核 $\mathcal{L}_{\lambda}$ は局所系である. そして、涙れ De Rham
複体

$0arrow \mathcal{L}_{\lambda}arrow O_{M}arrow\Omega_{\mathrm{A}I}^{1}rightarrow\Omega_{hJ}^{2}arrow\nabla_{\lambda}\nabla_{\lambda}\nabla_{\lambda}$ . . .
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が得られ、 [De] 同様に、

$H^{k}(M, \mathcal{L}_{\lambda})\simeq H^{k}(\Gamma(M, \Omega_{M}),$ $\nabla_{\lambda})$

となる. また、 $k>n$ のとき $H^{k}(M, \mathcal{L}_{\lambda})=0$ となる.
局所系とモノドロミー表現は同値であることから、 $\mathcal{L}_{\lambda}$ に対応するモノドロミー表現

$\rho$ が得られる. 因子 $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{m}$ の既約成分全体の集合を $D$ とし、 $D\in D$ に対し、 因
子 $D_{i}$ での $D$ の重複度を $k_{i}$ とする. ただし、 因子 $D_{i}$ が $D$ を含まないとき $k_{i}=0$ と
する. そして、各 $D\in D$ に対する重み $\lambda_{D}$ を $\lambda_{D}=\sum_{i=1}^{m}k_{l}\lambda_{1}$ と定義する. 既約な超曲
面 $D\in D$ を反時計回りに 1涌するループを $\gamma_{D}$ とするとき、 モノドロミー表現 $\rho$ を
$\rho(\gamma_{D})=\exp(-2\pi\sqrt{-1}\lambda_{D})$ で定義すればよい. ここで、既約成分 $D$ が複数の因子に含
まれることもあり得ることに注意されたい.

3 Vanishing Theorem
超平面配置の場合の消滅定理 1を紹介しておく. $d=1$ すなわち、 $D_{1},$

$\ldots,$
$D_{m}$ が超

平面であるときに条件を記述する. また、 $D_{i}$ に対する重み $\lambda_{i}$ を場合によって $\lambda_{D}$: と
かくことにする. $A=\{D_{1}, \ldots , D_{m}\}$ は超平面配置であるが、それらの超平面の空でな
い交わりの集合を $L(A)$ とかき、 交差集合 (intersection set) という. $X\in L(A)$ に対
して

$A_{X}=\{H\in A|X\subset H\}$ ,
$\lambda_{X}=\sum_{H\in A,X\subset H}\lambda_{H}$

とする. $A_{X}$ は中心的 (central) である 超平面配置 $C$ が中心的であるとは、 $\bigcap_{H\in C}H$ が
空でないときをいう. このとき、 $C$ が分解可能 (decomposable) であるとは、空でない
部分集合 $C_{1},$ $C_{2}$ があり、 $C=C_{1}\cup C_{2}$ で共通部分を持たず、適当な線形座標変換によっ
て、 $C_{1}$ と $C_{2}$ の定義方程式が共通変数を持たないようにすることができるときをいう.
そして、 $Ax$ が分解可能であるとき、 $X\in L(A)$ を稠密 (dense) であるという.

定理 3([ESV, STV, Yu]). 重み $\lambda$ が–般的な条件 “稠密であるすべての $X\in L(A)$

に対して $\lambda_{X}\not\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$
” を満たすとき、 $H^{k}(M, \mathcal{L}_{\lambda})=0(k\neq n)$ となる.

また、 この条件はある程度緩められている ([CDO, Ka2]). 一般に、超曲面の場合の
状況下の消滅定理は [Ch, Di] などがある.

4 Non-vanishing Theorem
2章の設定のもとで、非消滅定理を述べる. $\mathrm{P}^{n}$ 上の次数 $d$ の有効因子 $D_{1},$

$\ldots,$
$D_{m}$

と $\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}=0$ となる重み $\lambda=(\lambda_{1},$
$\ldots$ , \mbox{\boldmath $\lambda$}のを与える. それらの台の補集合 $M$ 上の涙

れ De Rham コホモロジーは、局所系係数コホモロジー $H^{k}(M, \mathcal{L}_{\lambda})$ と同型であった.
この $n-1$ 次コホモロジーが消滅しないものが、 目標であった.
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定理 4. $1<n<m$ とする. $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{m}$ が条件:

(A1) $D_{1},$
$\ldots$ , $D_{m}$ は、 $\mathrm{P}^{n}$ 上の $n-1$ 次元のある線形系 A の元である.

(A2) 次を満たす線形系 A の $\mathrm{b}\mathrm{a}s\mathrm{e}$ point $P$ が少なくとも 1つ存在する: $P$ の十分小さ
い近傍では $D_{1}\cdots D_{m}$ は超平面配置をなす.

(A3) $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{m}$ は線形系 $\Lambda=\mathrm{P}^{n-1}$ の中で点集合とみなしたとき、一般の位置にある.

を満たすとする. 重み $\lambda$ は非自明 $(\lambda\not\in \mathbb{Z}^{m})$ とし、 $\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}=0$ とするとき、

$\dim H^{n-1}(M, \mathcal{L}_{\lambda})\geq$ .

となる.

例 5. $n=2,$ $m=3,$ $d=2$ つまり、 $\mathrm{P}^{2}$ 上の 2次の因子 $D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ を考える. それら
は、 3つの 2次曲線であるが、 2本の直線をまとめて 2次曲線としてもよい. 定理の条
件を満たすのは次の 4つの形が考えられる :

右下は、 $2\cross 3=6$ 本の直線配置となり、 $\mathrm{P}^{2}$ 上で考えているので、 これは Ceva の定理
に現れる直線配置となっている. また、 $P$ のような base point は 1 っだけあればよい
ので、 左下を変形させ、接線となるようにしてもよい:
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これらのいずれも、$H^{1}(M, \mathcal{L}_{\lambda})\neq 0$ となる重み $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})$ を持つこととなる. また、
右下の Ceva の直線配置では、各直線に対する重み付けを考えると $(\lambda_{1}, \lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{2}, \lambda_{3}, \lambda_{3})$

であり、 $\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}=0$ となっている.

5 Hyperplanes Arrangements
因子 $D_{1},$

$\ldots,$
$D_{m}$ がすべて超平面から生成されているとき、 $M$ は超平面配置の補集

合になる. この場合の超平面配置の組合せ的な構造を紹介する.

5.1 ラテン方陣と有限群

例 5に与えた Ceva の直線配置がこの場合の例となる. $D_{1}$ に含まれる 2直線を $H_{1}$ ,
$H_{2}$ とすると $D_{1}=H_{1}+H_{2}$ とかけ、 同様に $D_{2}=H_{3}+H_{4},$ $D_{3}=H_{5}+H_{6}$ とする. 行
列状に交わり方の様子を次のようにかく.

これは、 行を $D_{1}$ に属する $H_{1},$ $H_{2}$ とし、 列を $D_{2}$ に属する $H_{3},$ $H_{4}$ とする. 各成分
は、 行と列に対する直線の交点を通る $D_{3}$ に属する直線をかく. たとえば、 $(1, 1)$ 成分
は、 $H_{1}$ と $H_{3}$ の交点を $H_{5}\mathrm{B}\grave{\grave{\backslash }}\Phi\backslash .\supset \text{て^{}\mathrm{A}s\text{る^{}}}\{-\text{とを}\mathrm{g}_{\backslash }\Re \text{して}\mathrm{A}_{1}\text{る}$. こうして得られる行列
の構造は、 $\mathrm{R}\hslash\#^{\vee}\llcorner K=\text{て^{}\backslash }\text{ある}$ ( $|-arrow \text{て^{}\backslash }\mathrm{F}\mathrm{h}0,1[]\mathrm{h}_{\mathrm{Q}}^{\ni}\mathrm{E}\doteqdot \text{と}$ して考えている). 一般

に、 $n=2,$ $m=3$ つまり $\mathrm{P}^{2}\text{上の_{}\llcorner}\mathrm{F}\text{線}\mathrm{B}$} $\text{ら成る因子}D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ では、 同様に $d\mathrm{x}d$ 行
列 $K$ が得られる ( $d$ は次数). この行列 $K\mathrm{F}\mathrm{h}$ , 各行、 $Pl\text{と}bd$ 個の要素の置換になり、
$K$ はラテン方陣と呼ばれる. 逆に、 ラテン方陣 $K$ から、非消滅を持つ直線配置を考え
ることもできる.
また、 上の例のラテン方陣 $K$ は、 加法群 $\mathbb{Z}_{2}$ の乗積表として得られる. 一般に、 有

限群の乗積表からラテン方陣を作ることができ、次の関連があることがわかる:
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非消滅を持つ直線配置

Ceva の直線配置

Pappus の直線配置

– ラテン方陣

$rightarrow$

$rightarrow$

$rightarrow$ 有限群

$rightarrow$ $\mathbb{Z}_{2}$

$rightarrow$ $\mathbb{Z}_{3}$

$d=3$ のときには、 Pappus の定理に現れる 9本の直線配置が得られる. $d=4$ のとき

には、群は、加法群で表して $\mathbb{Z}_{4}$ と $\mathbb{Z}_{2}\oplus \mathbb{Z}_{2}$ と 2つあるが、 これも古典的射影幾何学の
定理である Kirkman の定理と Steiner の定理に現れる 12本の直線配置がそれぞれ得
られる. この 2つの定理は、 共に、 3本の Pascal 直線が 1点で交わるというものであ
るが、 組み合せ的な構造が違うことは、群の違いから理解しやすい. 補足しておくと、
直線配置ではないが、 Pascal の定理 (2次曲線と Pascal 直線、 3本の直線 $\mathrm{x}2$ ) に現れ
るものも、非消滅を持つ.

Remark 6. 今は、 $\mathrm{P}^{2}$ 上の 3つの因子 $(n=2, m=3)$ しか考えていないが、 $m=4$ の

ときはオイラー方陣、 さらに、 $m$ を大きくするには、直交ラテン方陣を考えることに
なる.

5.2 退化

Steiner の定理の 12本の直線配置を、直線が重なるように退化させることができ、そ
うして得られた 9本の直線配置が $B_{3}$ 配置である. $B_{3}$ 配置では、 3本の直線は 2重に
なっている. このように、超平面が重なったり、 ラテン方陣で得られる退化のデータ以
上に退化しているものも、 考えられたりする.

例 7. $D_{1},$ $D_{2},$ $D_{3}$ をそれぞれ $(x_{0}^{d}-x_{1}^{d}),$ $(x_{1}^{d}-x_{2}^{d}),$ $(x_{2}^{d}-x_{0}^{d})$ で与えられているとする
と、 各 $D_{:}$ は $d$ 本の直線となる. これは、加法群 $\mathbb{Z}_{d}$ から得られるラテン方陣の構造を
持つ. さらに、 各 D., に属する $d$ 本の直線はそれぞれ 1点で交わるので、 $d>2$ なら、
その 3つの交点は余分な退化した点である. つまり、 ラテン方陣で得られる退化のデー
タ以上に退化している.

5.3 高次元化

非消滅を持つ直線配置とラテン方陣の関係は、 -画次元 $n$ に拡張できる. すなわち、
非消滅を持つ超平面配置とラテン超方格 (Latin hypercube) とが同じような関連をもつ.

例 8. $\mathrm{P}^{3}$ の $d=2$次の $m=4$つの因子を $D_{1}$ : $x_{0}(x_{1}+X_{2}+x_{3}),$ $D_{2}$ : $x_{1}(-x0+x_{2}-x_{3})$ ,
$D_{3}$ : $x_{2}(-x_{0}-x_{1}+x_{3}),$ $D_{4}$ : $x_{3}(-x_{0}-x_{1}-x_{2})$ とするとこれはラテン超方格
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が対応する. このとき、非消滅 $(H^{2}\neq 0)$ となる重みを持つ. この 8枚の平面配置は、 4
枚の平面が 1点で交わる交点が 23=8個あり、それぞれが、 ラテン超方格の成分に対
応している. それ以外では、交わった直線も交点も退化していない (それ以外の交点で
は、 4枚以上の平面で交わらず、 3枚以上の平面が同–直線で交わらない).

例 9. より退化したものとして、例 7を拡張した

$(x_{0}^{d}-x_{1}^{d})(x_{1}^{d}-x_{2}^{d})\cdots(x_{n-1}^{d}-x_{n}^{d})(x_{n}^{d}-x_{0}^{d})$

で定義される超平面配置 (monomial 配置と呼ばれる) は、 $(\mathbb{Z}_{d})^{n}$ のラテン超方格の構
造を持ち、非消滅 $(H^{n-1}\neq 0)$ をもつ.

$n$ 次元では、 ラテン超方格から $d^{n}$ 個の退化のデータが得られるが、次元が高くなる
程、 ラテン超方格の構造をもつ超平面配置は、 より退化してしまうと考えられる. そ
こで、 ラテン超気格から得られる $d^{n}$ 個の退化した交点以外は正規交差となっていると
き、 非消滅のための最小の退化と呼ぶこととすると、次を確かめることができる.

命題 10. $n>3,$ $d=2,$ $m=n+1$ とするとき、非消滅 $(H^{n-1}\neq 0)$ となる最小の退化
をもつものは存在しない.

d が大きくなれば、 なお、非消滅のための最小の退化をもつ超平面配置は期待でき
そうもない. したがって、 $n>2$ で最小の退化をもっものは、例 8しかないのではない
かと思われる.
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