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1 Introduction
Lefschetz の超平面切断定理は、複素代数多様体のトポロジーに関する最も基
本的な定理と言って良いと思います。その主張は–言で言うと「複素代数多
様体は、 その超平面切断に幾つかセルを貼り付けた空間とホモトピー同値」
というものです。 しかしこの定理の証明はモース理論によっており、セル分
割の存在は示していますが、セルの貼り付き方についてはなにも教えてくれ
ません。
実数係数の (アフィン) -次式で定義された超平面配置の補集合、 とい

う非常に特殊な多様体に対して、良いモース関数が作れ、 そのモース関数の
臨界点に対して、非安定セルの貼り付き方を決定する、 という最近の研究を
紹介します。Lefschetz の定理を繰り返し使うことにより、 多様体のセル分
割が得られますが、 特に超平面配置の補集合の場合は、 このセル分割が極小
セル分割となります。極小セル分割はセルの枚数が全ての次元で最小になる
という、 非常に特殊な性質を持ちますので、その研究は超平面配置のトポロ
ジーに多くの応用を持つと期待されます。例として Generic な局所系に対し
て、 真ん中次元以外の局所系係数コホモロジーが消える、 という消滅定理の
別証明が最近得られています。詳しくは [Yl, Y2] を参照ください。

2 Lefschetzの超平面切断定理と極小セル分割
本節ではまず、超曲面補集合に対するレフシェッツの超平面切断定理を復習
します。 そしてそれを帰納的に使うことにより、複素超平面配置の補集合が
極小 $\mathrm{C}\mathrm{W}$ 複体とホモトピー同値である、 という Dimca-Papadima, Randell
[DP1, Ra2] の結果を紹介します。

$g\in \mathbb{C}[x_{1}, \ldots, x\ell]$ を多項式として、 $\mathrm{M}(g):=\{x\in \mathbb{C}^{l}|g(x)\neq 0\}$ を超曲面
$\{g=0\}$ の補集合とします。
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Theorem 2.0.1 (Affine Lefschetz Theorem [Ha, $\mathrm{H}\mathrm{L}]$ ) $F\subset \mathbb{C}^{\ell}\text{を}$

generic な超平面とする。 この時、超曲面補集合 $\mathrm{M}(g)$ は、 その超平面切断
$\mathrm{M}(g)\cap F\#’l$次元セルを幾つか貼り付けた空間とホモトピー同値。

証明のスケッチ :–次式 $f$ を超平面 $F$の定義式として、次の関数を考えます。

$\varphi=|\frac{f}{g}|$ : $\mathrm{M}(g)arrow \mathbb{R}_{\geq 0}$

$\varphi$ に関してモース理論を考えます。まず $\varphi$ に関して–番低い所は超平面切断
$\varphi^{-1}(\mathrm{O})=\mathrm{M}(g)\cap F$ です。 $\varphi\neq 0$ を満たす臨界点の集合を Crit(q) とおいて、
各臨界点 $p\in$ Crit(q) ごとに、 対応する非安定セルを $W_{p}^{u}$ とおきます。 この
時 $\mathrm{M}(g)$ は $\varphi^{-1}(0)$ に非安定セルを貼り付けた空間とホモトピー同値となり、
次のホモトピー同値が得られます。

$\mathrm{M}(g)\approx(\mathrm{M}(g)\cap F)\text{火}‘\bigcup_{p\in \mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}(\varphi)}W_{p}^{u}$
.

各セルの次元ですが、 $\varphi$ が正則関数の絶対値であるということと、コーシー.
り.–マンの方程式から、次元 ( $=$モース指数) が $\ell$ であるということが従い
ます。 (証明のスケッチ終わり)

レフシェッツの超平面切断定理は、 $\text{様々に}-\text{般化されて}\mathrm{A}s\text{ますが}[\mathrm{G}\mathrm{M}]_{\text{、}}$ ア
フィン多様体の場合に特に重要なポイントは、

貼り付けるセルが、全て $\ell$次元である (1)

という事実です。 このことから直ちに次の事実が得られます :
$\bullet$ $\mathrm{M}(g)$ は $\ell$ 次元 $\mathrm{C}\mathrm{W}$ 複体とホモトピー同値で、超平面切断 $\mathrm{M}(g)\cap F$ は

$(P-1)$-skeleton とホモトピー同値となる。

$\bullet$
$\ell$ 次元セルの枚数は丁度 $\dim H_{l}(\mathrm{M}(g), \mathrm{M}(g)\cap F)$

。

$\bullet$
$\ell$次元セルの枚数は $b_{\ell}(\mathrm{M}(g))$ 以上。

三つ目の点は、 トポロジーの–般論ですが、セルの枚数とべッチ数の間には
もう少し精密に、次の完全系列があります。

$0arrow H_{\ell}(\mathrm{M}(g))arrow H_{\ell}(\mathrm{M}(g), \mathrm{M}(g)\cap F)arrow H_{\ell-1}(\mathrm{M}(g)\cap F)arrow H_{\ell-1}(\mathrm{M}(g))i_{\ell-1}$.

この完全列と、 上の事実 (1) から、 次の有名な事実もすぐに得られます。
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Corollary 2.0.2 $i_{P}$ : $H_{p}(\mathrm{M}(g)\cap F, \mathbb{C})arrow H_{P}(\mathrm{M}(g), \mathbb{C})$ を埋め込み $i:\mathrm{M}(g)\cap$

$F^{\mathrm{L}}arrow \mathrm{M}(g)$ から得られるホモロジーの間の写像とする。 この時

$i_{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}\{$

同型 for $p=0,1,$ $\ldots,\ell-2$

全射 for $p=\ell-1$ .

さて、 ここで $g$ が超平面配置の定義式、 つまり –次式の積になっている
場合を考えます。複素超平面配置の補集合に対しては、ベッチ数やコホモロ
ジー環の組合せ論的な記述が Orlik-Solomon により知られています $[\mathrm{O}\mathrm{S}]_{\text{。}そ}$

れによると、 $i_{P-1}$ : 島-1 $(\mathrm{M}(g)\cap F, \mathbb{C})arrow H_{\ell-1}(\mathrm{M}(g), \mathbb{C})$ が同型であることが
分かります。 このことと、上の完全系列より、M(g) が超平面配置の補集合の
場合は、 $l$次元セルの枚数が丁度 $p$次元ベッチ数に等しくなることが分かりま
す。つまり貼り付けるセルの枚数が、 最小になり、 レフシェッツの定理を使
う立場から見れば、超平面配置の補集合は超曲面補集合達の中でも、際立っ
た性質を持っていると言えます。次元召こ関する帰納法から直ちに次が得ら
れます :

Theorem 2.0.3 ([DP1] [Ra2]) $A$ を $\mathbb{C}^{\ell}$ 内のアフィン超平面配置とする。こ
の時、補集合 $\mathrm{M}(A)$ は極小 CW複体とホモトピー同値となる。ただし、極小
CW複体とは、全ての k((\check \neg 対して k次元セルの枚数が k次のべッチ数 bk(M(A))
に等しくなるような有限 CW宿世のことである。

超曲面補集合は–般には極小 $\mathrm{C}\mathrm{W}$ 馬体とホモトピー同値にはならないこ
とを注意しておきます (例えば $\{(x,$ $y)\in \mathbb{C}^{2}|x^{2}-y^{3}\neq 0\}$ )。

3 Attaching maps
超平面配置補集合 $\mathrm{M}(A)$ が、 極小セル聖体とホモトピー同値である、 という
事実は超平面配置のトポロジーに関して多くの応用を持つだろうと考えられ
ています。例えば、 $\mathrm{M}(A)$ 上の rank 1の局所系 $\mathcal{L}$ に対して、 $\mathcal{L}$ 係数コホモ
ロジーの次元が、

$\dim H_{k}(\mathrm{M}(A), \mathcal{L})\leq b_{k}(\mathrm{M}(A))$

を満たすだろう、 という青本 $-$喜多の予想 [AK] は、 局所セル分割の存在か
ら直ちに従います 3。 しかし、 上の極小セル分割定理は、セル分割が可能で
あることは示していますが、実際のホモトピー型については、 なにも教えて
くれません。 また極小セル分割に付随して

$\text{、}$
局所系係数の $(\text{コ})$ チェイン複

3予想自体は、極小セル分割が示される以前に解かれています [CO2]。
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体が得られますが、その境界写像についても何も教えてくれません。 これら
を知るには、極小セル分割のセルの貼り付きかた (Attaching $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{s}^{)_{\text{、}}}$ つま
りレフシェッツの定理から得られるセルの貼り付きかたを見る必要がありま
す。言い換えると、非安定セル $W_{p}^{u}$ のホモトピー型を決定する必要があるの
ですが、 問題が二つはあります :

(1) 臨界点 Crit $(\varphi)$ の決定、

(2) 臨界点 $P\in \mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}(\varphi)$ に対する非安定セル $W_{p}^{u}$ のホモトピー型の決定。

(1戸は単純化してしまえば、多項式の零点を求める問題といえるので、場合
によっては実行可能かも知れません。 しかし、 (2) は定義どおりに求めよう
とすると「勾配流によって生成されるセルの構成」という超越的な操作を含
んでおり、 一般には大変難しいです。

以下ではこの二つのポイントを、 実係数超平面配置の補集合の場合にど
のようにして克服できるか、 について書きます。

4 実超平面配置とその複素化

4.1 記号の設定

賑 $=\mathbb{R}^{\ell}$ を $p$ 次元実ベクトル空間、 $A=\{H_{1}, \cdots, H_{n}\}$ を娠内の超平面配置
とし、 $H\in A$ に対して定義方程式 $\alpha_{H}$ を固定し、 $Q= \prod_{i=1}^{n}\alpha_{i}$ と置きます。
実ベクトル空間内での補集合賑 $\backslash \bigcup_{H\in A}H$ は、 有限個の連結開集合の和

集合になります。 この連結成分を、 Chamber と呼び、 Chamber 全体の集合
を $\mathrm{c}\mathrm{h}(A)$ で表します。 Chamber の中でも、特に有界な Chamber全体のなす
部分集合を bch $(A)$ で表します。
実超平面配置は、 自然に複素化を考えることが出来ます。複素化した超

平面配置の補集合を
$\mathrm{M}(A)=\mathbb{C}^{p}\backslash \bigcup_{H\in A}H\otimes \mathbb{C}$

で表します。

4.2 モース関数と Chamber
実係数–次式 $f$ を定義式とする Generic な超平面 $F=\{f=0\}$ を固定しま
す。 また $F$ の複素化を凡 $=F\otimes \mathbb{C}$で表します。 $M(A)$ 上のモース関数とし
て次の関数を考えます :
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Definition 4.2. 1
$\varphi=|\frac{f^{n+1}}{Q}|$ : $\mathrm{M}(A)arrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ .

分母が $n$個の–次式の積 $Q= \prod_{i=1}^{n}\alpha_{i}$であることに注意します。このことは、
$F$ から離れる方向では、 $\varphi$ の分子の方が分母より速く大きくなることを意味
しています。

Example 4.2.2 $P=1$ の場合を考えます。$\mathbb{R}$上の $n$点配置の定義式を $Q(x)=$
$(x-a_{1})(x-a_{2})\cdots(x-a_{n})_{\text{、}}$ Generic な–次式を $f(x)=x-b$ と置き、モー
ス関数

$\varphi=|\frac{(x-.b.)^{n+1}}{(x-a_{1})\cdot(x-a_{n})}|$ : $\mathbb{C}\backslash \{a_{1}, \ldots, a_{n}\}arrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ .

Figure 1: Gradient flow for $\ell=1$

上の例において、 –次元実アレンジメント $A=\{a_{1}, \ldots, a_{n}\}$ の Chamber は

Ch $(A)=\{(-\infty, a_{1}), (a_{1}, a_{2}), \ldots, (a_{n-1}, a_{n}), (a_{n}, \infty)\}$

の $n+1$ 個ですが、 そのうち、 Generic な超平面 $F=\{b\}$ を含まない $n$ 個の
Chamber $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$

$\{(-\infty, a_{1}), (a_{1}, a_{2}), \ldots, (a_{i-2}, a_{i-1}), (a_{i}, a_{i+1}), \ldots, (a_{n-1}, a_{n}), (a_{n}, \infty)\}$

を考えると、
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各 Chamber の中に丁度–つづっ、Morse指数 l の臨界点があり、
それぞれの Chamber は $\varphi$ の安定多様体となる

ことが観察されます。 これを高次元の場合に–般化するために、次の定義を
します。

Definition 4.2.3 $\mathbb{R}^{\ell}$ 内の実超平面配置 $A$ と、 Generic な超平面 $F’$に対して、

$\mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A):=\{C\in \mathrm{c}\mathrm{h}(A)|C\mathrm{n}F=\emptyset\}$ .

列邦平面配置の Chamberの個数と、 $\mathrm{M}$ (A) のトポロジーについては、古典的
に次のことが知られています。

ProPositon 424 $b_{\iota’}=b_{i}(\mathrm{M}(A))$ をベッチ数とすると、

(1) $| \mathrm{c}\mathrm{h}(A)|=\sum_{i=1}^{p}b_{i}$ .

(2) $| \mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{h}(A)|=|\sum_{i=1}^{t}(-1)^{i}b_{i}|$ .

(3) $|\mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)|=b_{\ell}$ .

特に (3) により、上で定義した “$F$ に触れない Chamber” の個数が丁度 $\ell$次の
ベッチ数 $b\ell(M(A))$ に等しいことが分かります。つまり、極小セル分割におけ
る $p$ 次元セルの枚数、モース関数 $\varphi$ の臨界点の個数と等しくなります。

Morse 関数 $\varphi=|f^{n+1}/Q|$ の $C\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$ への制限 $\varphi|_{C}$ : $Carrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ は、 構
成から、境界では発散しています。 よって $C$の内部に少なくともーつ臨界点
$Pc\in C$が存在します。さらにコーシー リーマンの方程式から、$Pc\in M(A)$ は
$\varphi$ : $\mathrm{M}(A)arrow \mathbb{R}_{>0}$の臨界点になっていることも分かります。実は $C\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$

の中には、臨界点は–点しかないことが分かります。 より正確には、次の結
果が示されます。 これは Example 4.2.2の高次元化となっています。

Theorem 425次の対応は–対
$\mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$ $rightarrow$ Crit $(\varphi)$

$C$ $Pc$

さらに、 Chamber $C\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$ は、 臨界点 $Pc\in \mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}(\varphi)$ の安定多様体であ
る 4。

4この辺りは記述を単純にするために、 正確でない部分がある。ここで扱っているモース
関数 $\varphi$ の臨界点が非退化とは限らない。それを回避するために [Y1] では、 $\varphi$ を perturb $\text{し}$

て $\varphi_{\lambda}=|f^{n+1}/\prod_{i}\alpha_{i}^{\lambda_{\mathfrak{i}}}|(\lambda\in \mathbb{Q})$ という形のモース関数を考えている。 しかし、 非安定セル
のホモトピー型は、以下に述べる特徴づけより、 $\lambda_{i}$ に依存しないことが分かるので「\mbox{\boldmath $\varphi$} は
モース関数である」と信じて理論展開しても大した影響はない。
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A generic hyperplane: $F$

$\mathrm{c}\mathrm{h}(A)=\{C_{1}, \ldots, C_{7}\}$

$\mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)=\{C_{1}, C_{3}, C_{4}\}$

Morse function: $\varphi=|\frac{f^{4}}{\alpha_{1}\alpha_{2}\alpha_{3}}|$

Figure 2: モース関数 $\varphi$ と安定多様体

5 非安定セルの決定
前節では、モース関数 $\varphi=|f^{n+1}/Q|$ に対して、安定多様体が Chamber とし
て実現されていることを見ました。 しかし Lefschetz の切断定理で重要なの
は、 非安定セルの方です。つまり臨界点 $pc\in C$ から湧き出る勾配流により
生成される $\ell$ 次元セル、 言い換えると円盤 $\mathrm{D}^{\ell}$ からの写像

$\sigma_{C}$ : $(\mathrm{D}^{\ell}, \partial \mathrm{D}^{\ell})arrow$ ( $\mathrm{M}(A)$ , F売口 $M(A)$ )

が知りたいわけです。
既に述べましたが、定義通りに非安定セル \mbox{\boldmath $\sigma$}c を構成することはまず不可

能です。そこで \S 3で述べた問題点を解決するために、次のような方針をとり
ます :

(a-) Chamber $C\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$ に対応する非安定セル $\sigma_{C}$ : $\mathrm{D}^{\ell}arrow M(A)$ のホモ

トピー型の特徴付けをする。

(b) 条件を満たす写像 $\sigma_{C}$ を具体的に構成する。

5.1 非安定セルのホモ $\vdash$ ピー型の特徴付け

まず Chamber $C\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)$ 内の臨界点 $Pc\in C$ によって生成される非安定セ
ル $\sigma_{C}$ : $(\mathrm{D}^{\ell}, \partial \mathrm{D}^{p})arrow$ ( $\mathrm{M}(A)$ ,死口 $\mathrm{M}(A)$ ) がどのような性質を持つか考えます。
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Propositon 5.1.1 $\sigma_{C}$ は次を満たす。

(i) $\sigma_{C}(\mathrm{D}^{\ell})$ は $C$ と横断的に–点だけで交わる。 $(\sigma_{C}(\mathrm{D}^{\ell})\mathrm{r}\mathrm{h}C=\{p_{C}\})$

(ii) $C,$ $C’\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A),$ $C\neq C’$ とすると、 $\sigma_{C}(\mathrm{D}^{\ell})\cap C’=\emptyset$ .

(i) はモース関数の局所的な性質から明らかです。 (ii) も (非) 安定多様体の定
義と常微分方程式の解の–意性からただちに分かります。

実はこれらの条件 (i), (ii) は非安定セル $\sigma_{C}$ のホモトピー型を特徴付けま
す。つまり次の定理が成り立ちます。

Theorem 5.1.2連続写像 $\sigma_{C}’$ : $(\mathrm{D}^{\ell}, \partial \mathrm{D}^{\ell})arrow(M(A), F_{\mathbb{C}}\cap \mathrm{M}(A))$ が $C$ とは横
断的に–点で交わり、 $C’\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A)\backslash \{C\}$ とは交わらないとします。 この時
$\sigma_{C}’$ と $\sigma_{C}$ はホモトピック : $\sigma_{C}’\approx\sigma_{C}$

(証明のスケッチ) 勾配流 $-\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\varphi$ が生成する $M(A)$ の 1-parameter 微分同
相写像族を $\phi_{t}$ と起きます。 $\sigma_{C}’$ が、条件 (i), (ii) を満たしているとすると、 $\sigma_{C}’$

を勾配流で流して、 時間無限大の極限を取ると、

$\lim_{tarrow\infty}\phi_{t}0\sigma_{C}’=\sigma_{C}$

となることがが分かります。 $\emptyset 0^{\mathrm{o}\sigma_{C}’}=\sigma_{C}’$ なので、 $\phi_{t}$ がホモトピーを与えて
いることが分かります。 (証明のスケッチ終わり)

5.2 非安定セルの構成

繰り返しになりますが、前節 Theorem 5.1.2によって、 とにかく何でも良
いので二つの条件 :

(i) $\sigma_{C}(\mathrm{D}^{\ell})$ は $C$ と横断的に–点だけで交わる。

(ii) $C,$ $C’\in \mathrm{c}\mathrm{h}_{F}(A),$ $C\neq C’$ とすると、 $\sigma_{C}(\mathrm{D}^{\ell})\cap C’=\emptyset$ .

を満たす写像 $\sigma_{C}$ : $(\mathrm{D}^{\ell}, \partial \mathrm{D}^{\ell})arrow(M(A), F_{\mathbb{C}}\cap \mathrm{M}(A))$ を構成すれば Lefschetz
の定理における非安定セルのホモトピー型が分かることになります。

$\sigma_{C}$ を構成するための、 $\mathrm{M}(A)$ の表示を導入します。まず複素ベクトル空
間 $\mathbb{C}^{l}$ を次の同–視により、 $\mathbb{R}^{\ell}$ の接束の全空間と同–視します。

$\mathrm{T}\mathbb{R}^{\ell}$ $arrow$ $\mathbb{C}^{\ell}$

(2)
$(x, v)$ – $x+\sqrt{-1}v$ ,
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ただし、 $x\in \mathbb{R}^{\ell},$ $v\in \mathrm{T}_{x}\mathbb{R}^{\ell}$

。

実アフィン超平面職の定義式の内積を使った表示を

$\alpha(x)=arrow a\cdot x+barrow$

と置きます、特に了, $arrow b\in \mathbb{R}^{\ell}$ です。複素ベクトル $x+\sqrt{-1}v$ が、 $H\otimes \mathbb{C}$ に入

るかどうかを考えると、

$\alpha(x+\sqrt{-1}v)$ $=$ $arrow a\cdot(x+\sqrt{-1}v)+barrow$

$=$
$arrow a\cdot x+b+\sqrt{-1}arrow(arrow a\cdot v)$

$=$ $\alpha(x)+\sqrt{-1}\crossarrow a\cdot v$

となります。つまり、

$\alpha(x+\sqrt{-1}v)=0$ $\Leftrightarrow$ $x\in H_{\mathbb{R}}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}arrow a\cdot v=0$

$\Leftrightarrow$ $x\in H_{\mathrm{R}}$ and $v\in \mathrm{T}_{x}H_{\mathrm{R}}$

となることが分かります。 これより次を得ます :

PrOPOSitOn 5.2.1上の同–視 (2) において、

$\mathrm{M}(A)\cong\{(x, v)\in \mathrm{T}\mathbb{R}^{\ell}|v\not\in \mathrm{T}A_{x}\}$

’ただし、 $A_{x}=\{H\in A|H\ni x\}$ は $x$ を含む超平面全体からなる部分集合で、
$\mathrm{T}A_{x}$ はその接丁。

つまり雑に言うと、 ( $x$ , v)\in TR慢\mbox{\boldmath $\sigma$} $A$ に対して横断的であることを要請して
いるわけです (Figure 3)。

Figure 3: $\mathrm{M}(A)\text{の},\iota_{\backslash }5_{\backslash \backslash }$
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この表示を使って、 $\ell$ 次元円盤から $\mathrm{M}(A)$ への写像を具体的に構成する
ことが出来ます。一般次元での構成は煩雑なので、 ここでは $l=2$ で二本の
直線配置 $A=\{L_{1}, L_{2}\}$ の場合を考えます。具体的には次の状況で考えます
(Figure 5の–番上の図参照) :

$L_{1}$ : $y=x+ \frac{1}{2}$

$L_{2}$ : $y=-x+ \frac{1}{2}$

$F$ : $y=0$ .

$\sigma_{C}$ : $(\mathrm{D}^{2}, \partial \mathrm{D}^{2})arrow$ ( $\mathrm{M}(A)$ , 乾口 $\mathrm{M}(A)$ ) を構成するのですが、 円盤 $\mathrm{D}^{2}$ を幾つ
かの部分に分け、各パーツごとに写像を定義します。 円盤内の点を極座標表
示 $\mathrm{D}^{2}=$ {$v=(r\cos\theta,$ $r$ Sin $\theta$)} しておいて、 十分小さな角度 $0<\theta_{0}<<\pi$を–
つ固定します。

Definition 5.2.2 (Figure 4)

(1) (核): $A_{1}= \{v\in \mathrm{D}^{2}|r\leq\frac{1}{2}\}$ .

(2) (北半球): $A_{2}= \{v\in \mathrm{D}^{2}|\frac{1}{2}\leq r\leq 1, \theta_{0}\leq\theta\leq\pi-\theta_{0}\}$ .

(3) (南半球): $A_{3}= \{v\in \mathrm{D}^{2}|\frac{1}{2}\leq r\leq 1, \pi+\theta_{0}\leq\theta\leq 2\pi-\theta_{0}\}$ .

(4) (低緯度地帯)5: $A_{4}=\mathrm{D}^{2}\backslash A_{1}\mathrm{u}A_{2}\cup A_{3}$ .

Figure 4: Decomposition of $\mathrm{D}^{2}$

この $\mathrm{D}^{2}$ の分割に基づいて、各パーツからの写像 $\sigma_{i}$ : $A_{i}arrow \mathrm{M}(A)$ を次のよう
に定義します (Figure 5)。

$5_{\ell=}2$ の場合のみ “低緯度地帯” は二つの連結成分に分かれますが、 $\ell\geq 3$ では連結にな
ります。
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$\mathrm{A}_{1}$

$A_{2}$

$A_{3}$

Figure 5: $\sigma_{i}:_{\Delta}4_{i}arrow \mathrm{M}(A)$
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詳細は略しますが、全ての接ベクトルが「pの方向を向いている」かまた
は「水平」なので、 $A=\{L_{1}, L_{2}\}$ には横断的な方向です。つまり $M(A)$ に入っ
ています。 このままではパーツごとの境界で写像 $\sigma_{i}$ と $\sigma_{j}$ が貼り合っていな
いのですが、 超平面に交わることなく、貼り合わせることが出来ます。

6 応用

\S 3でも述べましたが、前節で構成したセルの貼り合わせ写像を分析することに
よって、 $M(A)$ 上の局所系係数 (コ) チェイン複体の境界写像の記述ができます。
これは実質的に Cohen-Orlik [CO] の “Universal $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x}^{)}$’の境界写像の記述
になっています。この境界写像の記述の応用として、ごく最近、Kohno $([\mathrm{K}\mathrm{o}])$

の消滅定理 (の Cohen-Dimca-Orlik, Libgober による精密化 [CDO, Li2]) の
別証明が得られました [Y2]。

Theorem 6.0.3 $p$ 次元実超平面配置 $A$ と、 複素化補集合 $\mathrm{M}(A)$ 上の rank 1
局所系 $\mathcal{L}$ が与えられたとする。無限遠平面 H\infty 。に含まれる Dense edge の周
りのモノドロミーが 1でなければ 6、

$H^{k}(\mathrm{M}(A), \mathcal{L})=$

が成り立つ。

極小セル分割の貼り合わせ写像の記述は大変複雑ですが、その応用とし
て、 これまでに得られている noll-resonance に関する結果の (実アレンジメ
ントの場合に) 別証明を与えるくらいの力があることは分かりました。今後
は、 より精密な resonance(cohomology jumPing) に関する応用を目指したい
と思います。

謝辞 研究集会をオーガナイズし、 講演の機会を与えて頂いた、大本先生に
深く感謝致します。

6 [Ko, CDO] では “Open immersion $i$ に関する二つの関手 $i_{*}$ と $i_{!}$ の同値性”、 [Li2] では
有限被覆への持ち上げに関する要請、 [Y2] では境界写像の具体的な記透からの要請、 と全く
違う文脈から同じ条件が出てくるという点が個人的には不思議です。
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