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1 はじめに

古典的秘書問題の拡張であるポアソン到着選択問題においてポアソン過程のパラメータ $\lambda$ の事前
分布が non-informative 分布および指数分布に従うとき, Bruss(1987) によって最適停止規則が求め
られており, 指数事前分布 Ga(l, l/a) のとき最適停止規則は閾値規則となることが示されている.
また, 指数分布を含むガンマ分布 $Ga(r.1/a)$ に対して, $r=2$ の場合の最適停止規則はAno(2000),
$r$ が自然数の場合の最適停止規則は Kurushima and Ano(2002) によって解かれている.
多数回停止可能問題では指数分布に対して穴太 (2000) によって最適停止規則が求められている.

本稿では, 指数分布を含むガンマ分布 Ga(r, l/a) に対して, 2回停止可能な場合の OLA停止規則
を求めた. OLA 停止規則の最適性の証明についてはその途中経過を述べる.
また, 所有期間最大化問題では採用決定から次の相対的ベストが現れるまでの所有期間を最大
にすることが目的である. 同様の設定で指数分布を事前分布とした問題は $\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}_{\mathrm{U}8}\mathrm{o}\mathrm{n}$, Hardwick,
and Tamaki(1992) で解かれている. また, 来島, 穴太 (2003) において指数分布を含むガンマ分布
Ga(r, l/a) に対して r=2の場合の最適停止規則が求められている. 今回は r=3に対し最適停止
規則を求め, さらに r=4の場合の OLA 停止規則の最適性の証明の途中経過について述べる.

2 準備

ガンマ分布 $Ga(r, 1/a)$ , 嫁ま自然数, を事前分布としてもっときのポアソン到着閥題の最適停止
問題について述べる. ある所与の時刻 T までにアパートを見つけたい. アパートを調べる機会は

intensity\mbox{\boldmath $\lambda$} のポアソン過程に従って到着する. 調べるごとにすぐに, このアパートに決めるか否か
を決めなければならない. 時間間隔 (0,T1の間に到着するアパートはランク付け可能であり, 最も
良いランクのアパートをベストと呼ぶ. 現在までに到着しているアパートの中での最も良いランク
のアパートを相対的ベストと呼ぶ. 言うまでもないが, 時刻 $T$ に到着した相対的ベストはベスト
となる. 時間間隔 ($0,T|$ の間に調べることができるアパートの中からベストのアパートを選ぶ確
率を最大にする最適停止時刻を求めたい.
ポアソン過程の intensity $\lambda$ が未知で, その事前分布がガンマ分布 $Ga(r, 1/a),$ $r$ は自然数, $a>0$

をもっという問題を考える. ポアソン過程 $\{N(t)\}_{t\geq 0}$ の到着時刻を $\tau_{1},$ $\tau_{2},$ $\cdots$ とする. また, $\lambda$ の

密度関数は
$g( \lambda)=\frac{a^{r}}{\Gamma(r)}e^{-a\lambda}\lambda^{r-1}I(\lambda\geq 0)$ . (1)
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このとき, 次の補題により, $\tau_{1}=s_{1},$ $\cdots$ , $\tau_{1}=.\mathrm{s}$ が与えられたときの $N(T)$ の事後分布が与えら

れる.

補題 1 $\tau_{1}=s_{1},$ $\cdots.\tau_{i}=s$ が与えられたときの丼 $(_{\backslash }T)$ の事後分布は $\tau_{i}$ と $i$ の値のみに依存し, パ

ラメータ $r+i,$ $(s+a)/(T+a)$ の負の二項分布,

$P(N(T)=n|\tau_{1}=s_{1}, \ldots, \tau_{*}$. $=s)= \frac{\Gamma(n+\mathrm{r})}{\Gamma(r+i)(n-i)!}(\frac{s+a}{T+a})^{\tau+i}(\frac{T-\mathit{9}}{T+a})^{n-\dot{*}}$ (2)

になる.

$U_{i}^{(r)}(s)$ を時刻 $\tau_{i}=s$ で到着したアパートが相対的ベストアパートであるとき, このアパートを

選択したときの真のベストを得る最大確率とする. 公式

$\frac{(n+r-1)!}{n}=(r-1)!\sum^{\prime\cdot-1}\frac{(n+j-1)!}{j!},$ $r=1,2,$ $\cdots$ (3)
$j=0$

を用いると, ガンマ事前分布 $Ga(r, 1/a)$ に対する $U_{i}^{\langle r\rangle}(s)$ は

$b^{r(\prime\cdot)}.\cdot(s)$
$=$ $E$. $( \frac{i}{N(T)}|\tau_{i}=s)$

$=$
$\sum_{n\geq 1}$.

$( \frac{i}{n})P(N(T)=n|\tau_{1}=s)$

$\frac{i(r-1)!}{(i+r-1)!}\sum_{j=0}^{r-1}\frac{(i+j-1)^{1}}{j!}.‘\theta^{r-j}$ . (4)

ここで, $\theta=(s+a)/(T+a)$ .
時刻 $\tau:=s$ で相対的ベストアパートが到着し, それ以降のはじめての相対的ベストアパートが

$i+k$ 番目であり. その到着時刻が $\tau_{i+k}=s+u,$ $(u>0)$ である推移確率を $p_{(1.\iota)}^{(k,u)}$. とする. このと

き, 時刻 $\tau_{i}=s$ に到着した相対的ベストアパートを選択せず, 次に到着する相対的ベストアパー
トを選択したときに, この選択したアパートが真のベストである確率は

$\int_{0}^{T-\epsilon}\sum_{k\geq 1}p_{(*,\epsilon)1+k}^{(k,u)}.\mathrm{C}^{r(r)}.(s+u)du$ (5)

となる.

ガンマ事前分布 $Ga(r, 1/a)$ に対する推移確率 $p_{(1)}^{(k,u)}.,$, はポアソン過程の到着時間問隔分布がガン
マ分布であり, \tau :=s が与えられたときの \mbox{\boldmath $\lambda$} の事後分布 g(\mbox{\boldmath $\lambda$}l\tau j=s) は

$g( \lambda|\tau_{i}=s)=\frac{\lambda^{i+r-1}e^{-\lambda(\epsilon+a)}}{\int_{0}^{\infty}uei+r-1-u(\epsilon+a)du}=\frac{\lambda^{i+r-1}e^{-\lambda(\epsilon+a\rangle}}{\Gamma(i+r)/(s+a)^{i+r}}$ (6)

で与えられる. $i$ 番目に相対的ベストが出たときそのあとはじめての相対的ベストカ s+k 番目で
$\text{ある条件付確率力}\mathrm{i}/((i+k-1)(i+k))$ であるから,

$p_{(i,.)}^{(k,u)}$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\frac{\prime\backslash \epsilon^{-\lambda u}(\lambda u)^{k-1}}{\Gamma(k)}\frac{i}{(i+k-1)(i+k)}\frac{\lambda^{i+r-1}e^{-\lambda(\iota+a)}(s+a)^{i+r}}{\Gamma(i+r)}d\lambda$

$=$ $\frac{i(s+a.)^{j+T}u^{k-1}}{\Gamma(k)\Gamma(\dot{j}+r)(i+k)(i+k-1)}\int_{0}^{\infty}\lambda:+r+k-1e-\lambda(\cdot+a+u\rangle d\lambda$

$=$ $\frac{\Gamma(\mathrm{i}+k+r)}{\Gamma(k)\Gamma(i+r)}.\frac{i}{(i+k)(i+k-1)}\frac{s+a}{(s+a+u)^{2}}(\frac{s+a}{s+a+u})^{i+r-1}(\frac{u}{s+a+u})^{k-1}.(\overline{\iota})$
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したがって, $G_{i}^{(r)}(s)$ を

$G!^{r)}(s) \equiv U_{i}^{(f\rangle}(s)-l^{T-\iota}\sum_{k\geq 1}p_{(|\epsilon)}^{(k_{\mathrm{t}}u)}.,U_{1+k}^{(r)}.(s+u)du$ (8)

としたとき, OLA 停止領域 $B,$. は $B_{r}=\{(i, s) : G_{1}^{(r)}(s)\geq 0\}$ で与えられる. ここで $(i, s)$ は時刻

$s\in(0,T]$ で: 番目のアパートが到着していて, そのアパートが相対的ベストである状態を表す.
$G_{i}^{\{r)}(s)\geq 0$ ならば, $G_{j+k}^{(r\rangle}(s+u)\geq 0,$ $k=0,1,2,$ $\ldots,$

$u\in(\mathrm{O},T-s|$ が成り立つならば, すなわ

ち, $P((i+k,s+u)\in B_{r}|(i,s)\in B_{r})=1$ ならば, $B_{r}$ は “Cloeed”であると呼ばれ, $B_{r}$ が最適停

止領域となり, OLA 停止規則 \tau =min{0<s\leq T:(i, s)\epsilon B,} が最適停止時刻となることが知ら

れている (Ross$(1970)$ または五心 (2000) 3章参照).

$H_{1}^{(r\rangle}.(s) \equiv\frac{(i+r-1)!}{i!(r-1\rangle!}\frac{T+a}{s+a}G_{i}^{(r)}(s)$

とすると, $B_{r}$ は
$B_{r}=\{(i,\epsilon) : H_{j}^{(r)}(s)\geq 0\}$

と書くことができる. $H_{*}^{(r)}.(s)$ は $\theta=(s+a)/(T+a)$ とすると,

$H_{:}^{\langle r)}(s)$ $=$ $\sum_{j=0}^{r-1}\theta^{r-j-1}(1+\ln\theta)$

$+ \sum_{j=1}^{r-1j}\sum_{l=0}^{-1}\frac{1}{j-l}(\theta^{\mathrm{r}-l-1}-\theta^{r-\mathrm{j}-1})$ (9)

となる.

OLA 停止領域 $B_{r}=\{(i, s) : H_{i}^{\langle r)}(s)\geq 0\}$ を特徴付ける関数 $H_{1}^{(r)}.(s)$ に対して次の 2つの補題が
成立する.

補題 2
$H_{1+1}^{(r)}.(s)-H_{i}^{(’)}(s)=H_{j+1}^{(r-1)}(s)$ (10)

補題 3次の 3つのことが成り立つ.

(i) $H_{\dot{\iota}}^{(r\rangle}(s)$ は $s$ についての増加関数.

(蕊) $H_{:}^{(r)}(s)\geq 0$ ならば, $H_{\dot{\iota}+1}^{(r)}(s)\geq 0,$ $i=1,2,$ $\ldots$ .
(iii) $s_{i}^{(r\rangle*}l\mathrm{Z}i$ について非増加.

上の補題より次の定理が成り立つ.

定理 1 ポアソン過程のパラメータ $\lambda$ の事前分布がガンマ分布 $Ga(r, 1/a),$ $r$ は自然数, $a>0$ に従

うとき, 最適停止規則は $s^{(r)*}|$. 以降に到着する最初の相対的ベストを選択する, である. すなわち,

最適停止時刻 $\tau_{r}^{*}$ は

$\tau_{r}^{l}=\min\{s_{1}$. $\in[s_{1}^{(r)*},\cdot.T] : X_{i}=1\}$ .
$s_{i}^{(r)*}|\mathrm{h}H_{i}^{(r)}(s\rangle$ $=0$ . すなわち,

$\sum_{j=0}^{r-1}\theta^{-j-1}’.(1+\ln\theta)+\sum_{j=1}^{r-1}\sum_{l=0}^{\mathrm{j}-1}\frac{1}{j-l}(\theta^{r-1-1}-\theta^{r-j-1})=0$ ,

ただし, $\theta=(s+a)’,(T+a)$ , の唯–解として定まり, i. についての非増加列である.
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また, 閾値の漸近的なふるまいに対して次の定理が成り立つ.

定理 2

$\lim_{1arrow\infty}s_{i}^{(r)*}=[\frac{T+a}{e}-a]^{+}$

3 2回停止可能問題

自然数パラメーターガンマ分布を未知インテンシティの事前分布としてもつポアソン到着問題に
おいて 2回停止可能問題を考える.
多数回停止可能問題では $m$ 回停止可能とすると, $m$ 回の停止でベストを得る確率を最大にする

という基準で最適停止規則を考える.
$W_{;}^{(r,m)}(s)$ を残り $m$ 回停止可能であり, 時刻 $s,0<s\leq T$に到着した $i$ 番目の応募者が相対的ベス
トであるとき, それ以降最適に振舞ったときにベストを得る最大確率とする. $U_{*}^{(r,m)}.(s)(V_{:}^{(r,m)}(s))$

を, その相対的ベストを採用 (不採用) としたときのベストを得る最大確率とする.
このとき.

$U_{1}^{(r,m)}.(s)= \sum_{n\geq\iota’}(\frac{i}{n})P(N(T)=n|\tau_{i}=s)+V_{1}^{\langle r,m-1)}(s)$

$V_{i}^{(r,m)}(s)= \int_{0}^{T-\iota}\sum_{k\geq 1}p_{(,\iota\rangle}^{(k,*)}:|V_{j+k}^{(r,m)}(s+u)du$

$G_{j}^{(r,m)}(s)$ を OLA 関数とすると,

$G_{j}^{(r,m)}(s)$ $=$ $U^{(\tau,m)}. \cdot(s)-\int_{0}^{T-*}\sum_{k\geq 1}\mathrm{p}_{(\dot{\tau}..)}^{(k,u)}U_{\dot{*}+k}^{(r,m)}(\epsilon+u)du$

$=$ $G_{i}^{(r.1)}(s)+ \int_{0}^{T-*}\sum_{k\geq 1}p_{(i,*)}^{(k_{:}u)}(W_{;+k}^{\langle r,m-1)}(s+u)-V_{1+k}^{(\tau.m-1)}(s+u))du$ (11)

前節と同様に

$H_{1}^{(f1)}.’(s) \equiv\frac{(i+r-1)!}{i!(\mathrm{r}-1)!}\frac{T+a}{s+a},$
$G_{i}^{(f}$”$(s)$

として, $m=2$ の場合を考える. 最適停止規則 $\wedge\forall_{\iota^{(r,1)}:}^{\mathrm{t}r,1)}$. のもとで, s+u\geq s騨のとき.

$\dagger 4_{i+k}^{\gamma()},:(s+u)=$ $U_{1+k}^{(r,1)}(s+\mathrm{u})$ ,

$V_{i}^{(r_{k}1)} \dotplus’(s+u)=\int_{0}^{T-}’\sum_{l\geq 1}\mathrm{p}_{(i,.)}^{(k.u)}U_{1+k\dotplus\iota^{(s+u)du}}^{(r,1)}$.

であるから,

$\mathrm{t}V_{1+k}^{(r,1)}(s+u)-V_{:+k}^{(r,1)}(s+u)$ $=$ $G_{i+k}^{(r,1)}(s+u)I(s+u\geq s_{i+k}^{(r,1)*})$

$=$ $\frac{(i+k)!(r1)!}{(i+k+r1)!}.=\frac{s+u+a}{T+a}H_{1+k}^{(r,1\rangle}.(s+u)I(s+u\geq\ell_{j}^{(:_{k}^{1)*}).-}$
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したがって,

$H_{i}^{(r.2)}(s)$ $=$ $H_{i}^{(r,1)}(s)+ \frac{(i+r-1)!}{i!(r-1)!}\frac{T+a}{s+a}\int_{0}^{T-s}\sum_{k\geq 1}p_{(i,*)}^{(k,u)_{\frac{(i+k)!(r1)!}{(i+k+r1)!}=.\frac{s+u+a}{T+a}}}$

$\cross H_{i+k}^{(f1\rangle}’(s+u)I(s+u\geq s_{j\dotplus_{k})dy}^{(r1)*}$.

$=$ $\sum_{j=0}^{r-1}\theta^{r-j-1}(1-\ln\theta)+’\sum_{j=1}^{-1}\sum_{l=0}^{j-1}\frac{1}{j-\downarrow}(,\theta^{r-l-1}-\theta^{r-j-1})$

$+ \frac{(i+r-1)!}{i!(\mathrm{r}-1)!}\frac{T+a}{s+a}\int_{0}^{T-}.\sum_{k\geq 1}p_{(1_{1}\epsilon\rangle}^{(k,u)}.(W_{i+k}^{(r,1)}(s+u)-V_{i+k}^{(r,1)}(s+u))du$

$=$ $\sum_{j=0}^{r-1}\theta^{r-j-1}(1-\ln\theta)+\sum_{j=1}^{r-1}\sum_{l=0}^{j-1}\frac{1}{j-l}(\theta^{\mathrm{r}-l-1}-\theta^{f}-j-1)$

$+ \frac{(i+r-1)!}{i!(\mathrm{r}-1)!}\frac{T+a}{s+a}\int_{0}^{T-\epsilon}\sum_{k\geq 1}.p_{\langle i,s)}^{(k,u)}\frac{s+u+a}{s+a}H_{i+k}^{(r,1)}(s+u)I(s+u\geq s_{i}^{(r1)}\dotplus_{k}\cdot)du(12)$

定理 1, 2より $[ \frac{T+a}{\mathrm{e}}-a]^{+}\leq\cdots\leq s_{1\dotplus_{k}}^{(r1)}.’\leq\cdots\leq s_{j}^{(r1)*}\dotplus_{2}\leq s_{1\dotplus_{1}}^{(_{f}1\rangle*}$. であり, $s\geq s_{1\dotplus_{1}^{1)*}}^{(\prime}.\cdot$ のとき, す
べての $k\geq 1$ に対して, 積分範囲は $0$ から $T-s$ であるので, $H_{i}^{(r,2\rangle}(s)$ を計算すると,

$H_{j}^{(r,2)}$ $=$ $\sum_{i=0}^{r-1}\theta^{r-j-1}(1-\frac{1}{2}\ln^{l}\theta)+\sum_{j=1}^{r-1}\sum_{\mathrm{t}=0}^{J^{-1}}\frac{1}{j-l}(-\mathrm{h}\theta)(\theta^{r-1-1\cdot-j-1}-\theta’)$

’

$+ \sum_{j=2}^{t-1}\sum_{l=1}^{j-1}\sum_{n=1}^{l-1}\frac{1}{j-l}\theta^{r-m-1}\{\frac{1}{m-l}(1-\theta^{m-l})-\frac{1}{m-j}(1-\theta^{m-j})\}(1\bm{3})$

OLA 停止領域の最適性の十分条件を満たすために以下の単調性を示さなければならない.
$H_{1}^{(r,2)}.(s)\geq 0\Rightarrow H_{i+k}^{(r_{1}2)}(s+u)\geq 0,$ $u\in(\mathrm{O}, T-s].k=1,2,$ $\cdots$. $H_{i}^{(r,2)}(s)\geq H_{i}^{(r_{:}1)}(s\rangle$. $H_{i}^{(r,2)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{i}^{(r2)}\dotplus_{1}(s\rangle\geq 0$. $H_{i}^{\langle r,2)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{i}^{\{\prime\cdot,2)}(s+u)\geq 0$

$u$ の積分範囲で $H_{i+k}^{(r,1)}(s+u)\geq 0$であるから, 右辺第 2項は非負となる. したがって,

$H_{i}^{(r_{1}2)}(s)\geq H_{i}^{(r,1)}(s)$ .

(13) は $s$ についての増加関数であることを示すことができたが, 2番目と 3番目の命題がまだ示
すことができていない. なぜなら, 事前分布が指数分布の場合, OLA 関数は i について独立であ
るが, ガンマ分布に拡張したとき, i によるので, 証明が非常に困難になるためである.

4 所有期聞最大化問題

所有期間最大化問題において, これまでと同様に未知の intensity $\lambda$ がガンマ分布 $Ga(r.1/a),$ ’

は自然数の場合について考える.
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時刻 $s$ に相対的ベストが到着したとき, このアパートを採用したときの期待所有期間を y架 $(s)$

とすると,

$y_{i}^{(r)}(s)$ $=$ $\int_{0}^{T-\ell}.u\sum_{k\geq 1}p_{(i,\ell)}^{(k,u\rangle}du+(T-s)U_{\dot{\mathrm{t}}}(s)$

$\int_{0}^{T-*}u\sum_{k\geq 1}\frac{\Gamma(i+k_{v}+r)}{\Gamma(k)\Gamma(i+r)}.\frac{i}{(i+k)(i+k-1)}\frac{s+a}{(s+a+u)^{2}}$

$\mathrm{x}(\frac{s+a}{s+a+u})^{j+’-1}(\frac{u}{s+a+u})^{k-1}du$

$+(T-s) \frac{i(r-1)!}{(i+r-1)!}\sum_{j=0}^{r-1}\frac{(i+j-1)!}{j!}$
.

$( \frac{s+a}{T+a})^{r-j}$ .

OLA 関数は

$G_{i}^{(f)}(s)=y_{i}^{(f)}(s)- \int_{0}^{T-\iota}p_{(i,*)}^{(k,u)}.y_{i+k}^{\langle r)}(s+u)du$

となり, OLA停止領域 $B_{r}$ は

$B_{f}=\{(i, s) : G_{i}^{(r)}(s)\geq 0\}$

で与えられる. さらに,

$H_{:}^{(\prime\cdot)}(s)= \frac{(i+r-1)!}{i!(\tau-1)!}\frac{1}{s+a}G!^{r\rangle}.(s)$

とおくと. 計算の結果,

$H_{1}^{(r\rangle}.(s)$
$=$ $\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a}(1-\frac{1}{2}\ln\frac{T+a}{s+a})$

$+ \sum_{j=0}^{r-2}\frac{1}{r-j-1}\{1-(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{j}-1}\}(1-\mathrm{h}\frac{T+a}{s+a})$

$+ \sum_{i=1}^{r-2}\sum_{l=0}^{j-1}\frac{1}{(r-j-1)(r-l-1)}\{1-(\frac{s+a}{T+a})^{r-l-1}\}$

$+ \sum_{j=1}^{r-2}‘\sum_{l=0}^{J^{-1}}\frac{1}{(\mathrm{r}-j-1)(j-l)}\{(\frac{s+a}{T+a},)^{f}-l-1-(\frac{s+a}{T+a})^{r-\mathrm{j}-1}\}$ .

ここで, $(s+a\mathrm{I},/(T+a)=\theta$ とおき, $H_{i}^{(r)}(s)\equiv h!^{r)}’(\theta)$ とすると,

$B_{r}=\{(i, s) : H_{\dot{\mathrm{s}}}^{(r)}(s)\equiv h!^{r)}.(\theta)\geq 0\}$

と書き直せる.

OLA停止領域の $r=3.4$ の場合における最適性の十分条件のうち $s(\theta\rangle$ について単調性が満たさ
れることを示した. ここでは. 簡単に証明の手順を記す.

1. $\theta<1/e^{2}$ のとき, $h_{\mathrm{i}}^{\langle’\rangle}(\theta)<0$ を示す.

2. $\theta>1/e$ のとき. $h_{i}^{(r)}.(\theta)\geq 0$ を示す

3. $\theta<1/e$ のとき, $h.!^{r)}.(\theta)$ は $\theta$ にっいて増加であることを示す.

上の 3つの命題が満たされるとき $h_{1}^{(r)}(\theta)\equiv H_{\dot{\iota}}^{(f)}(s)\geq 0\Rightarrow h_{2}^{(r)}(\theta+\emptyset)\equiv H_{i}^{\langle f)}(\epsilon+u)\geq 0$,
$0<u\equiv(T+a\rangle$$\phi\leq T-s$ が成り立つ.
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発表はできなかったが, $r=3$ のとき $i$ }こついての単調性も満たされることが示された. まず,

次の漸化式が成り立つ.
$h_{1+1}^{(}(\theta)=h!^{3)}.(\theta)+h_{i+1}^{(2)}(\theta)$

この漸化式を用いて, 簡単な証明の手順を述べる.

1. $h_{i+1}^{(2)}(\theta)=0$ のとき, $h_{\mathrm{i}}^{(S)}(\theta\rangle$ $<0$ を示す.

2. 1. と $r=2\text{の結果およびん}!^{3)}.(\theta)$ の $\theta$ に関する単調性が成り立つことから $h_{i}^{(\theta\rangle}(\theta)>0$ のとき,
$h_{i+1}^{(2)}(\theta)>0$ を示す.

上の 2つの命題が満たされるとき, $h_{i}^{(8)}(\theta)>0$ のとき, $h_{j+1}^{(\theta)}(\theta)>0$ が導かれる. よって, OLA
関数は $i$ について単調性を満たし, $\text{ん_{}1}^{(3)}.(\theta)\equiv H_{1}^{(3)}.(s)\geq 0\Rightarrow h_{i+1}^{(l)}(\theta)\equiv H^{(3)}:+1(s)\geq 0,$ $|=1,2,$ $\ldots$

が成り立つ.
以上の結果をまとめて, $r=3$ に対して直達停止規則を求める. まず, OLA 関数は

$h_{i}^{(3)}(\theta)$ $=$ $- \frac{(i+1)i}{2}\ln\theta(1+\frac{1}{2}\ln\theta)+\frac{1}{2}\ln\theta(1-\theta^{2})$

$+|.(1-\theta)(1+\ln\theta)+\theta-\theta^{2}$ (14)

であり, 次の OLA 関数の単調性に関する補題が成り立つ. ただし, 補題の証明は上記の手順によっ
て示され, 詳細については省略する.

補題 4

(i) $H_{i}^{(S)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{j+1}^{(\theta)}(s)\geq 00<u\leq T-s$.
(ii) $H_{i}^{(S)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{1}^{(3)}.(s+u)\geq 0.i’=1,2,\ldots$ .
補題 4より, 次の定理が成り立つ.

定理 3 ポアソン過程のパラメータ $\lambda$ の事前分布がガンマ分布 $Ga(3,1/a\rangle$ , $a>0$ に従うとき, 所有
期間を最大化する最適停止規則は $s_{j}^{(3)\mathrm{c}}$ 以降に到着する最初の相対的ベストを選択する, である.

すなわち, 最適停止時刻 $\tau_{l}^{*}$ は

$\tau_{\mathrm{a}}^{*}=\min\{s_{i}\in[s_{i}^{(8)*},T]:X_{i}=1\}$ .
$s_{i}^{(8)*}|\mathrm{h}H_{1}^{(3\rangle}.(s)=0$ , すなわち,

$- \frac{(i+1\rangle i}{2}\ln\theta(1+\frac{1}{2}\ln\theta)+\frac{1}{2}\ln\theta(1-\theta^{2})+i(1-\theta)(1+\ln\theta)+\theta-\theta^{2}=0$

の唯–解として定まる. ここで, $X_{i}$ は $i$ 番目に到着したアパートの相対ランクとする.

証明 上の補題の (i) より
$H_{1}^{(S)}.(s)\geq 0\Rightarrow H_{*+1}^{(3)}.(s)\geq 0$.

また, (ii) より
$H_{i}^{(3)}(s)\geq 0\Rightarrow H_{i}^{(rangle}(s+\mathrm{u})\geq 0$.

よって,
$H_{j}^{(3\rangle}(s)\geq 0\Rightarrow H_{j+k}^{(3)}(s+u)\geq 0$

が成り立つ. したがって, OLA停止領域 $B\epsilon$ は closed となり, 最適停止領域であることが示され
た. すなわち, B3への五 r8thitting time である擢が最適停止時刻となり,

$\tau_{3}^{*}=\min\{s\geq s^{(}; :(i, s)\in B_{\}\}=\min[s\in[s_{i}^{(3)t},T]:X_{j}=1\}$ .
$\blacksquare$
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