
有限要素近似による曲面回帰

弘前大学大学院理工学研究科嶋中稔人 (Narihito shimanaka)
陳小君 (Xiwjun Chen)

Graduate School of Science and Technology,
Hirosaki University

概要

本論文では有限要素基底関数による曲面回帰, およびその応用として交通量の推定について
論ずる。
薄板スプライン (Thin Plate Spbe) は滑らかな曲面の生成に適しているが, 連立–次方程式

の行列の大きさは測定点の数に依存する。 -方, 薄板スプライン有限要索法 (Thin Plate Spline
Finite Element Method) は測定点の数ではなく基底関数の数に依存する。 よって行列の大きさ
を操作することができるため, 一般に大量のデータに対して用いられる。また, もっとも簡単な基
底関数, すなわち区分的線形基底関数を用いているので個々の行列計算も複雑ではなく, 扱いや
すいという特徴を持つ。薄板スプライン有限要素法の理論と行列の解法, そして実際の例に対す
る数値計算を紹介する。
次に曲面回帰による交通量の推定について論ずる。 この研究は青森県における橋の最適管理

を目的にしている。青森県では, 高度経済成長時代後期の 1970年以降に建設が集中して行われ
たため, 今後大量に更新時代が到来することが予測される。 また, 塩害や凍害が発生しやすい地域
であり, 劣化や亀裂が発生している。 だが, 青森県の財政状況を考えるとこのような橋をすべて修
復することはできない。 そこで, 橋を修復する優先順位が必要となる。優先度を決定する要因は
多様であるが, ここでは重要な要因のひとつである交通量という視点から考える。
青森県津軽半島の道路, または橋で測定された座標と交通量のデータから橋の最適管理を目

的に津軽半島全域における交通量を推定することを試みる。

1 有限要素法による曲面回帰

1.1 薄板スプライン有限要素法
$\Omega\subset \mathrm{R}^{2}$ を有界な単連結開領域とする。 $H^{1}(\Omega),$ $H^{2}(\Omega)$ をソポレフ空間とする。

標準の曲面における薄板スプラインとは汎関数

$M_{\alpha}(f)= \frac{1}{n}\sum_{i\approx 1}^{n}(f(x_{i})-y|)^{2}+\alpha\int_{\Omega}\{fae_{1}\mathrm{r}_{1}(x)^{2}+2f_{\mathrm{r}_{1}x_{2}}(x)^{2}+f_{x_{2}x\mathrm{a}}(x)^{2}\}dx$ (1)

を最小にする関数 $f\alpha\in H^{2}(\Omega)$ を考えることである。ここで $x=(x_{1}, x_{2})^{T}$ を変数,xi $=(x_{i,1},x:,2)\subseteq$

$\Omega$ を測定点,y*$\cdot$ $\in \mathbb{R},$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$ とする。 $n$個の測定点はすべて異なり, 同-直線上にないものとす

る。 \alpha は滑らかさのパラメーターである。
有限要素基底関数で近似するが,2階微分の計算をするには多くの計算を必要とする。 そこで問

題の複雑さを軽減させるためにもつとも簡単な基底関数,すなわち区分的線形基底関数を使う。 こ

こでは,

$f(ae)\approx u\mathrm{o}(x)+\mathrm{c}0+c_{1}x_{1}+c_{2}x_{2}$ $\mathrm{u}0\in H^{1}(\Omega)$ (2)
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で近似することを考える。

$\min$ $J_{\alpha}(\mathrm{u}_{0)}u_{1},u_{2}, c)$ (3)

($\nabla u_{0},$ $\nabla v\rangle=(u, \nabla v)\forall v\in H^{1}(\Omega)$ (4)

$\int_{\Omega}u_{0}dx=0$ (5)

ここで,%0, $u_{1},$
$\mathrm{u}_{2}\in H^{1}(\Omega),$

$\mathrm{c}\in \mathbb{R}^{\theta}$

$J_{\alpha}(u_{0}, u_{1}, u_{2}, \mathrm{c})$ $=$ $\frac{1}{n}(Pu_{0}+X\mathrm{c}-\mathrm{y})^{T}(Pw+X\mathrm{c}-y)+\alpha(|u_{1}|_{1}^{2}+|u_{2}|_{1}^{2})$

$u$ $=$ $(u_{1}, u_{2})^{T}$ , $c=(c_{0}, c_{1}, c_{2})^{T}\in \mathbb{R}^{3}$ ,
$Pu_{0}$ $=$ $[u_{0}(x_{1}), \ldots, u_{0}(\mathrm{g}_{\hslash})]^{T},$ $y=[y_{1}\cdots y_{n}]^{T}\in \mathbb{R}^{n}$

$X$ $=$ $[_{\varpi_{1}}^{1}$ $::$ : $x_{n}1]^{T}\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}3}$ , $|u|_{1}=[ \int_{\Omega}\{(u_{l_{1}})^{2}+(u_{l},)^{2}\}d\mathrm{x}]^{1/2}$

(4) は $u$ が�吻の近似であることを,(5) は $u_{0}$ の平均値が $0$ であることを示している。

次に $u_{j}(x)=\Sigma_{1=1}^{m}u_{j,:}b:(oe)$ で置き換え,離散化する。 ここで,防 $(x),$ $\ldots,b_{m}(x)$ は区分的線形基

底関数である。 $\mathrm{R}^{\theta m+S}$ における制約条件をもつ最適化問題

$\min$ $\hat{J}_{\alpha}(u_{0},u_{1},u_{2},\mathrm{c})$ (6)
$\epsilon.t$ . $A\mathrm{u}_{0}=B_{1}\mathrm{u}_{1}+B_{2}u_{2}$ (7)

を考えればよい。 ここで,

$\hat{J}_{a}(\mathrm{u}_{0},u_{1},u_{2},\mathrm{c})$ $=$ $\frac{1}{n}||Nu_{0}+X\mathrm{c}-y||_{2}^{2}+\alpha(\mathrm{u}_{1}^{T}Au_{1}+u_{2}^{T}Au_{2})$,

$[A]_{2,j}$ $=$ $\int_{\Omega}\{(b_{j})_{x_{1}}(b_{j})_{\mathrm{g}_{1}}+(b:)_{\mathrm{r}_{2}}(b_{j})ae,\}dx\in \mathbb{R}^{m\mathrm{x}m}$,

$[B_{k}]_{i,j}$ $=$ $\int_{\Omega}(b_{i})_{x*}b_{j}doe\in \mathbb{R}^{m\mathrm{x}m},$ $k=1,2$,

$[N1:,j$ $=$ $b_{j}(x_{i})\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}m},$ $u_{j}=(u_{j,1}, \ldots,u_{j,m})$

である。 $A$ はラプラシアンの有限要素近似行列である。 $B_{1}$ と $B_{2}$ はそれぞれ, 偏微分 $\partial/\partial x_{1}$ と

$\partial/\partial x_{2}$ の近似行列である。
目的関数とラグランジュ乗数 $w=(w_{1}, \ldots, w_{m})^{T}$ を制約条件にかけたものを加えた関数, ラグ

ランジ $=$関数

$L(u_{0},u_{1},u_{2},\mathrm{c},w)=\hat{J}_{\alpha}(u_{0},u_{1},u_{2},\mathrm{c})+w^{T}(A\mathrm{u}_{0}-B_{1}\mathrm{u}_{1}-B_{2}u_{2})$ (8)

を考える。 それぞれ $u_{0},$ $u_{1},u_{2},$ $c,$ $w$ について偏微分をすると,以下の線形連立方程式

$=$ (9)
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を得る。 ここで,M $=n^{-1}N^{T}N\in \mathbb{R}^{m\mathrm{x}m},$ $F=n^{-1}N^{T}X\in \mathbb{R}^{m\cross 3},$ $E=n^{-1}X^{T}X\in \mathbb{R}^{3\mathrm{x}3}$ であ

る。 $\text{問題}(6),(7)\text{は凸計画問題であるので},$ ( $\mathrm{u}_{0}^{*},$ $\mathrm{u}\uparrow$ , u;, c1) が問題 (6),(7) の解であるための必要十
分条件は $w\in \mathbb{R}^{m}$ が存在して,(u6, $u_{1}^{*},$ $\mathrm{u}_{2}^{*},$ $c^{*},$ $w^{*}$ ) が (9) の解であることである。

解の存在性

Neumann 境界値問題では, 解に少なくとも付加定数項分の不定性がある。解が-意に存在する
ために正規化条件

$u_{0}(x_{1}^{0},x_{2}^{0})=0$ $((x_{1}^{0}, x_{2}^{0})\in\Omega \text{は固定点})$ (10)

を付け加える。 この条件より行列 $A$ は対称正定値行列と考えることができる。 (7) より $u_{0}$ について

蜘 $=A^{-1}B_{1}u_{1}+A^{-1}B_{2}u_{2}$ (11)

である。 また,

$\frac{1}{n}||N\mathrm{u}_{0}+X\mathrm{c}-y||_{2}^{2}$

$= \frac{1}{n}((Nu_{0}+\mathrm{X}c-y)^{T}, Nu_{0}+X\mathrm{c}-y)$

$= \frac{1}{n}\{(Nu_{0})^{T}N\mathrm{u}_{0}+(Nu_{0})^{T}X\mathrm{c}-(Nu_{0})^{T}y$

$+(\mathrm{X}c)^{T}Nu_{0}+(X\mathrm{c}\rangle^{T}X\mathrm{c}-(Xc)^{T}y-y^{T}Nu_{0}-y^{T}\mathrm{X}\mathrm{c}+y^{T}y\}$

$= \frac{1}{n}(u_{0}^{T}N^{T}Nu_{0}+2\mathrm{c}^{T}\mathrm{X}^{T}N\mathrm{u}_{0}+\mathrm{c}^{T}\mathrm{X}^{T}\mathrm{X}\mathrm{c}-2y^{T}Nu_{0}-2y^{T}\mathrm{X}c+y^{T}y)$

ここで $Q_{1}=NA^{-1}B_{1},$ $Q_{2}=NA^{-1}B_{2}$ とし,(11) を代入すると,

$\frac{1}{n}||Nu_{0}+Xc-y||_{2}^{2}$

$= \frac{1}{n}(u_{1}^{T}Q_{1}^{T}Q_{1}u_{1}+2u_{1}^{T}Q_{1}^{T}Q_{2}u_{2}+u_{2}^{T}Q_{2}^{T}Q_{2}u_{2}$

$+2\mathrm{c}^{T}\mathrm{X}^{T}Q_{1}u_{1}+2\mathrm{c}X^{T}Q_{2}u_{2}+cX^{T}X\mathrm{c}$

$-2y^{T}Q_{1}u_{1}-2y^{T}Q_{2}u_{2}-2y^{T}Xc+y^{T}y)$

となる。 よって,

$\frac{1}{n}||Nu_{0}+\mathrm{X}c-\mathrm{y}||_{2}^{2}+\alpha(u_{1}^{T}Au_{1}+u_{2}^{T}Au_{2})$

$= \frac{1}{2}z^{T}Hz+b^{T}z+\frac{1}{n}y^{T}y$

ここで

$H$ $=$ $\frac{2}{n}$
$b$ $=$ $- \frac{2}{n}$ $z=$
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と書ける。 $H$ が正定値行列であることを示す。 $Q=(Q_{1}, Q_{2}, X)$ とする。

$H= \frac{2}{n}Q^{T}Q+$

$t=(t_{1},t_{2}, t_{3})^{T}\in R^{2m+3}$ とする。 $[t_{1}, t_{2}]^{T}\neq 0$ に対して

$t^{T}Ht= \frac{2}{n}t^{T}Q^{T}Qt+2\alpha t_{1}^{T}At_{1}+2\alpha t_{2}^{T}At_{2}>0$

(Aは正定値行列, $t^{T}Q^{T}Ql=||Qt||^{2}\geq 0$ より)

が成り立つ。また,[tl,t2lT=0, t3\neq 0に対して,n個の測定点は異なり, 同-直線上にないという仮

定から

$t^{T}Ht= \frac{2}{n}t_{S}^{T}\mathrm{X}^{T}Xt_{3}>0$

である。 よって H は正定値行列である。問題 (6),(7) は強凸計画問題であるので, 唯-の解をもつ。

1.2 連立-次方程式の解法

今,f を (2) で近似することを考えている。 よって, 特に (9) において $u_{0},$ $c$ について解きたい。

(9) を方程式で再び書き直すと

$\alpha Au_{1}-B_{1}^{T}w$ $=$ $0$ (12)
$\alpha Au_{2}-B_{2}^{T}w$ $=$ $0$ (13)

$F^{T}u_{0}+E\mathrm{c}$ $=$ $n^{-1}X^{T}y$ (14)

$Mu_{0}+Fc+Aw$ $=$ $n^{-1}N^{T}\mathrm{y}$ (15)

$-B_{1}u_{1}-B_{2}u_{2}+Au_{0}$ $=$ $0$ (16)

である。 $u_{1},$ $u_{2}$ について (12),(13) よりすぐに

$u_{1}=\alpha^{-1}A^{-1}B_{1}^{T}w$ (17)
$\mathrm{u}_{2}=\alpha^{-1}A^{-1}B_{2}^{T}w$ (18)

とわかる。 (16) に (17),(18) を代入して

$-\alpha^{-1}(B_{1}A^{-1}B_{1}^{T}+B_{2}A^{-1}B_{2}^{T})w+Au_{0}=0$ (19)

で,G $=B_{1}A^{-1}B_{1}^{T}+B_{2}A^{-1}B_{2}^{T}$ とおくと

$w=\alpha G^{-1}$ A殉 (20)

を得る。 ここで $G^{-1}$ の存在性が問題となるがそれは後に示す。 (14) より

$c=E^{-1}(n^{-1}X^{T}\mathrm{y}-F^{T}u_{0})$ (21)

(15) に (20) $,(21)$ を代入して

$(M+\alpha AG^{-1}A-FE^{-1}F^{T})u_{0}$ $=$ $n^{-1}(N^{T}y-FE^{-1}\mathrm{X}^{T}y)$ (22)

$(N^{T}(I-XB^{-1}X^{T})N+\alpha AG^{-1}A)u0$ $=$ $n^{-1}(N^{T}\mathrm{y}-FE^{-1}X^{T}y)$ (23)
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(23) より,uo について解くことができる。 よって,(21) より $c$ についても解ける。

(23) の左辺の行列において, 最初の部分は半正定値行列である。 $G$ が正定値行列であることは

次で示すが,2番目の部分は正定値行列であるので,全体で正定値行列となり, 共役勾配法が適用で
きる。

$G$ の逆行列の存在性, および正定値行列であることの証明

$[B_{1}, B_{2}]^{T}$ の階数は full $\infty \mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{n}$ rank とする。 $\mathrm{x}^{T}G\mathrm{x}=0$ となるベクトル $\mathrm{x}\in \mathrm{R}^{m}$ について考

えると,

$\mathrm{x}^{T}G\mathrm{x}$

$=$ $\mathrm{x}^{T}(B_{1}A^{-1}B_{1}^{T}+B_{\mathit{2}}A^{-1}B_{2}^{T})\mathrm{x}=0$

$\Rightarrow$ $0\leq \mathrm{x}^{T}B_{1}A^{-1}B_{1}^{T}\mathrm{x}=-\mathrm{x}^{T}B_{2}A^{-1}B_{2}^{T}\mathrm{x}\leq 0$

$\Rightarrow$ $\mathrm{x}^{T}B_{1}A^{-1}B_{1}^{T_{\mathrm{X}}}=\mathrm{x}^{T}B_{2}A^{-1}B_{2}^{T}\mathrm{x}=0$

$B_{1}^{T}$ における零空間を $N_{1},B_{2}^{T}$ における零空間を $N_{2}$ とすると $B_{1}^{T}\mathrm{x}=0,$ $B_{2}^{T}\mathrm{x}=0$ となる $\mathrm{x}\in$

$N_{1}$ 寡 $N_{2}$ は $[B_{1}, B_{2}]^{T}$ の階数が full column rank という仮定より,x $=0$ のみである。 よって $G$ に

逆行列が存在する。
上記のことより $\mathrm{x}\neq 0$ に対して $\mathrm{x}G\mathrm{x}>0$ が成り立つ。 よって,G は正定値行列である。

1.3 数値計算

MATLAB の組み込み関数p– に対して評価を行った。p– はガウス分布の変換とスケーリ
ングによって得られる 2変数関数である。その図を図 1に示す。問題の領域は $\Omega=(-3,3)\mathrm{x}(-3,3)$

であるが,領域を $\Omega=(0,1)\mathrm{x}(0,1)$ に正規化している。測定点はランダムに発生させた。図 3はそ

の測定点の配置図である。データ数と基底関数の数はそれぞれ $n=4900,$ $m=2116,$ $\alpha=10^{-6}$ で

計算した。 メッシュは–様メッシ z とした。 図 2は薄板スプライン有限要素法による曲面回帰の図
である。 絶対誤差の平均は 0.0866であった。

図 1: 厳密解 図 2: 薄板スプライン有限要素法
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図 3: 測定点 図 4: 絶対誤差

2 交通量推定への応用

図 5: 青森県津軽半島

2.1 曲面回帰による交通量の推定

図 5は青森県津軽半島の地図である。 この地図上の交差点と橋の座標, および平日の 24時間交
通量平均がわかっている。ただし, 交通量の調査地点の座標は得られなかったため, 調査地点にもっ
とも近い交差点, もしくは橋の座標に交通量を当ててデータとした。 この既知のデータ 79個の測
定点と交通量を表 1に示す。交通量については青森県土木部「道路交通センサス」 より, 交差点, 橋
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の座標は株式会社キタコンのデータを利用した。

表 1: 交通量と測定点

これらのデータ点から薄板スプライン有限要素法による曲面回帰によって青森県津軽半島全体の
交通量を推定することを試みる。
問題の領域 $\Omega$ はデータ点が作る多角形領域, つまりデータ番号 1,49, 19, 30, 51, 9, 4を結んだ多角

形領域とするが, $(0, 1)$ $\mathrm{x}(0,1)$ こおさまるような多角形領域に正規化して考える。
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211 メッシュについて

図 6はデータ点同士を結んで作ったメッシュである。 しかし, 極端な鋭角や鈍角の三角形要素が
多く,適したメッシ $=$ とは言えない。そこで, 次のように改良した。領域を覆うような格子点を追加

し, 領域からはみ出す部分と領域の点でも格子点を打つ間隔より境界に近い距離の点は削除する。
それだけでは, 境界の部分での潰れた三角形要素は避けられないので,境界にも節点を追加する。極
力一様メッシュのような二等辺三角形の要素に分割したいという目的であるが, 境界に節点を打つ
間隔はその二等辺三角形の斜辺とした。図 7は改良後のメッシ nである。実際の計算ではもっと細

かいメッシュを用いる。

$.\cdot \mathrm{r}^{\mu}.\Gamma\nwarrow_{r}\backslash \backslash \mathrm{f}$.
$\cdot.:^{\backslash }.,,‘..\sim^{4}:^{b^{\backslash _{\mathrm{t}:.-}}}’\cdot$.

$:^{\grave{\mathrm{f}}_{\iota:}^{l}}’:‘.:-.:.\cdot \mathrm{t}.,:\kappa_{\wedge}^{\text{ノ}\backslash }r^{/\sim_{\mathrm{s}_{\backslash }}}\backslash .;.\cdot\backslash$

.
$..!|\ell.$ !$;.|.::_{i_{\mathrm{k}’}^{t}}^{--\mathrm{W}_{:}}.\cdot|..\sim.\cdot-..=..,‘\backslash ’.\dot{\prime}.\cdot$

,

$.\cdot t^{j\sim}-_{\gamma}.\cdot$

$\backslash i\backslash _{\mathfrak{j}}$

$j$. $\cdot-,.\sim.\cdot 4_{rightarrow\tau_{\sim}}\backslash \backslash \sim...\sim..\cdot’|.-;i$ . $.\cdot\dot{\grave{\sim}}:.\cdot\cdot\cdot\ddot{\mathrm{r}}^{f}.:\cdot\cdot$ :.-... !
$:$

\sim :. $1^{-}-.,.:$ :.$\cdot$ :;.. .
$\cdot$ ., . ’

$1’,’ j’:$ .
$:\dot{\sim}^{-.i’}’\backslash$.

図 6: データ点のみを結んだメッシュ 図 7: 改良されたメッシュ
(数字はデータの通し番号) $(m=839)$

2.2 誤差評価と考察

まず, データ点 79個すべてを使って計算を行う。今回は交通量であるので, 負の値があるときは
$0$ とする。
表 2は $n=79,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のときの各データ点に対する推定値と絶対誤差, 相対誤差

である。
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表 2: 誤差評価 ($n=79,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のとき)

データ点における誤差は少ないようである。今回, 測定点を節点として使っているが, 節点にお
ける値は基底関数の性質より, ひとつの基底関数で決定される。区分的線形基底関数のひとつの側
面 (平面) で複数のデータを回帰するより, 近似が容易であるためである。
表 3,4,5には 79個のデータを使用したある $m$ に対するそれぞれ $\alpha$ を変更したときの絶対誤差,
相対誤差の最大値, 最小値, 平均を示す。

165



表 3: 誤差評価 ($n=79,$ $m=1267$ のとき)

表 4: 誤差評価 ($n=79,$ $m=2749$ のとき)

表 5: 誤差評価 ($n=79,$ $m=4834$ のとき)

データ点の部分ではなかなかよい近似であると思われる。今度はデータ点ではないところの誤差

について調べたい。そのために,79個のデータのうち約半分の 39個を取り除いて誤差評価をする。
ある $-$定の範囲に集中して取り除いた場合,推定が困難になるため, ランダムに削除するリストを
生成して行う。 ここでは, データ番号 3,5,8,10,11,12,13,17,18,20,22,24,25,
26, 27, 32,34,36,37,38,39,40,41,42,45,47,54,56, 57,59,61,62,63,64,69,70,74,75,77を削除し, 評価し
ている。表 6にその結果を示す。

表 6: 誤差評価 ($n=40,m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のとき)
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すべてのデータを使用したとき同様, データ点を使用したところでの近似はよいが, そうでない
ところには, 誤差の大きな点が存在する。誤差が大きくなる理由として, とても近くで急速に交通
量が増加しているデータ点を削除した場合その誤差は大きくなるようである。
表 7,8,9には 40個のデータを使用したある $m$ に対するそれぞれ $\alpha$ を変更したときの絶対誤差,

相対誤差の最大値, 最小値, 平均を示す。

表 7: 誤差評価 ($n=40,$ $mrightarrow-1267$ のとき)

表 8: 誤差評価 ($n=40,$ $m=2749$ のとき)

表 9: 誤差評価 ($n=40,m=4834$ のとき)
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図 10には $n=79,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のときの等高線図を, 図 8,9にはそのときの曲面を示す。
また, 図 13には $n=40,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のときの等高線図を, 図 11,12にはそのときの曲面
を示す。
今回,\alpha $=10^{-11}$ のとき–番良い結果が得られたようであるが, 値をいろいろ変更してみての良し

悪しである。最適な \alpha は論理的な計算で決定するべきである。

等高線図を見れば, 道路に沿って交通量があるような傾向が極わずかだけ見られるが, 基本的に
は道路のない地点における交通量は無視する考えである。 道路の形状を意識した曲面を生成するに

はどのようにすべきか,今後の課題となる。

計算環境

OS Windows XP
CPU Pentium 4 $(3.0\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z})$

メモリ 1GB
MATLAB 7.0

ただし,m $=4834$ のときのそれぞれ $n,$ $\alpha$ に対する計算は

OS Red Hat Linux
CPU XEON $(3.40\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z})$

メモリ $4\mathrm{G}\mathrm{B}$

MATLAB 7.0

を使用した。
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図 8: 図 10を左下から見

た曲面図

図 10: 等高線図
$n=79,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のとき図 9: 図 10を左上から見

図 11: 図 13を左下から
見た曲面図

図 13: 等高線図

図 12: 図 13を左上から $n=40,$ $m=4834,$ $\alpha=10^{-11}$ のとき

見た曲面図
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