
On a crystalline algorithm for three dimensional
Gauss curvature flow

東京理科大学・理工学部 ’牛島健夫 (Takeo K. Ushijima)
Faculty of Science and Technology,

Tokyo University of Science
京都産業大学・理学部 柳下浩紀 (Hiroki Yagisita)

Faculty of Science,
Kyoto Sangyo University

概要

本稿では, ガウス曲率流の, クリスタライン. アルゴリズムと
呼ばれる方法による多面体近似について述べる.
閉凸曲面の各点がそこでのガウス曲率に比例する法線方向速度

で変形するとき, そのような曲面の運動はガウス曲率流と呼ばれて
いる. 我々は, あるクラスの閉凸多面体に対して, 各面のクリスタ
ラインガウス曲率と呼ぶ量を定義した. さらに, 閉凸多面体の各
面がそのクリスタライン・ガウス曲率に比例する法線方向速度で変
形する運動を導入し, それをクリスタライン・ガウス曲率流と名付
けた. ある仮定のもとで, 多面体の面の数を増やしていったとき,
クリスタラインガウス曲率流の解が, ガウス曲率流の解に収束す
ることがわかった (Ushijima&Yagisita [26]). 本稿の主要部分は,
この結果の紹介である.

1 導入

本稿では, 滑らかな閉凸曲面のガウス曲率流を, いわゆるクリスタラ
イン. アルゴリズムによって近似することを考える.
本稿の主結果は空間 3次元内の曲面に対するものであるが, まず–般に,

空間 $d$次元内の閉凸超曲面の非等方ガウス曲率流と呼ばれるものを導入し
よう. 滑らかかつ閉じた狭義凸 $d-1$次元超曲面 $\hat{W}$ を固定する. 原点は $\hat{W}$

で囲まれる領域の内部にあるものとし, $\hat{W}$のサポート関数 $\hat{h}$ : $S^{d-1}arrow \mathrm{R}$

を以下のように定める :

$\hat{h}(\nu)=\max_{x\in\hat{W}}\langle x, \nu\rangle$ .

(ここで, ( $\cdot,$

$\cdot\rangle$ は通常の内積を表す.) また, 外向き単位法線ベクトルが
$\nu\in S^{d-1}$ となる点での吻のガウス曲率 (そこでの主曲率 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2},$

$\ldots,$
$\kappa_{d-1}$
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の積) を $\hat{\kappa}(\nu)$ とおく. 次に, 滑らかかつ閉じた狭義凸 $d-1$ 次元超曲面
$\Gamma$ に対して, 外向き単位法線ベクトルが $\nu\in S^{d-1}$ となる点での $\Gamma$ のガウ
ス曲率を $\kappa(\nu, \Gamma)$ とおき,

$\kappa^{\hat{W}}(\nu, \Gamma)=\frac{\kappa(\nu,\Gamma)}{\hat{\kappa}(\nu)}$

で定義される量を, $\hat{W}$ に関する $\Gamma$の非等方ガウス曲率と呼ぶ. 時刻 $t>0$
に依存する超曲面の族 $\{\Gamma(t)\}$ が, 各時刻 $t$ と外向き単位法線ベクトルが
$\nu\in S^{d-1}$ となる点で, 法線方向速度

$V( \nu, t)=-\hat{h}(\nu)\frac{\kappa(\nu,\Gamma(t))}{\hat{\kappa}(\nu)}$ (1)

で動く運動を吻に関する非等方ガウス曲率流とい 4\, これを満たす超曲
面の族 {FF(t)} を非等方ガウス曲率流の解と呼ぶ. すぐにわかることだが,

$\Gamma(t)=(-dt)^{1/d}\hat{W}$

は非等方ガウス曲率流の解である. このような解を自己相似解という. 上
の定義で現れた, $\hat{W}$ は, 問題の異方性を表現する図形であり, ウルフ図
形と呼ばれている. $\hat{W}=S^{d-1}$ の時, 発展法則 (1) を満たす運動は, 等方
ガウス曲率流あるいは単にガウス曲率流と呼ばれる.
次に, クリスタライン・ガウス曲率流という, あるクラスの閉凸多面体

の運動を定義しよう. 閉凸多面体 $\tilde{W}$ を固定し, 原点は $\tilde{W}$ で囲まれる領
域の内点になっているとする. $\tilde{W}$ の面の個数を $N$ , 第 $i$ 面を $\tilde{W}_{i}$ , 第 $i$ 面
の外向き法線ベクトルを $\tilde{\nu}_{i}$ , 第 $i$ 面の $d-1$ 次元ルベーグ測度 (面積) を
ムとおき, 第 $i$ 面のサポート関数 $\overline{h}_{i}$ を

$\tilde{h}_{i}=\max_{x\in\overline{W}}\langle x, \nu_{i}\rangle$

と定める. この吻をウルフ多面体と呼ぶことにする. ここで, 我々は,
考える多面体のクラスをウルフ多面体 $\tilde{W}$ に関して許容なものに限ること
にする. すなわち, 閉凸 $N$ 面体 $\Gamma$ が, $\tilde{W}$ 許容多面体であるとは, 全て
の $i(=1,2, \ldots, N)$ に対して, $\Gamma$ の第 $i$ 面 $\Gamma_{i}$ の外向き法線ベクトルが $\tilde{\nu}_{i}$ に
等しいことであると定義し, このような多面体のみを考えることにする.
ウルフ多面体とそれに関して許容な凸多面体の例を図 1にあげる. $\Gamma_{i}$ の
面積を $A_{i}(\Gamma)$ として, $\Gamma_{i}$ のクリスタライン・ガウス曲率を

$\kappa_{i}^{\tilde{W}}=\frac{\tilde{A}_{i}}{\mathrm{A}(\Gamma)}$
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図 1: ウルフ多面体 $\tilde{W}$(左) と $\tilde{W}$許容多面体 (右) の例

によって定義する. 時刻 $t>0$ に依存する閉凸 $N$多面体の族 $\{\Gamma(t)\}$ が, 各

時刻 $t$ と外向き単位法線ベクトルが $\nu\in S^{d-1}$ となる点で, 法線方向速度

$V_{i}(t)=-\tilde{h}_{i^{\frac{\tilde{\mathrm{A}}}{A_{i}(\Gamma(t))}}}$ (2)

で動く運動を $\tilde{W}$ クリスタライン・ガウス曲率流といい, これを満たす族
$\{\Gamma(t)\}$ をクリスタライン・ガウス曲率流の解と呼ぶことにする.

$\Gamma(t)=(-dt)^{1/d}\overline{W}$

は, クリスタライン・ガウス曲率流の自己相似解になっていることがわ
かる.

さて, $\tilde{W}$ の列で $\hat{W}$ に近づくものを考えた時, 対応するクリスタライ
ン. ガウス曲率流の自己相似解の列は, 非等方ガウス曲率流の自己相似
解に収束している. そこで, 我々が考えたいのは, 「 $\tilde{W}$ の列を何らかの意
味で宙に近づけていった時に, 一般に, 対応するクリスタラインガウ
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ス曲率流の解の列が非等方ガウス曲率流の解に収束するか ? 」 という問
題である. 後で述べるように, $d=2$ の場合には, この問題は肯定的に解
かれている. 今回, $d=3$ で $\hat{W}=S^{d-1}$ の時に, ある仮定の下で, この

問いに対する肯定的な結果が得られたので, 本稿ではそれを紹介したい.
なお, このようにクリスタラインガウス曲率流の解で, ガウス曲率流

の解である滑らかな閉曲面を近似する手法をクリスタライン・アルゴリ
ズムと呼んでいる. 1

以下, 第 2節では非等方ガウス曲率流について既知の結果を, 第 3節
ではクリスタライン・ガウス曲率流についての既知の結果を述べ, 第 4節
で本稿の主結果を説明する. 第 5節ではいくつかの注意と今後の課題に
ついて述べる.

2 ガウス曲率流
空間次元 $d$が 2のとき, 発展法則 (1) による閉曲線の時間発展に関して

は, 非常に多くのことが知られている. 例えば, 必ずしも凸とは限らな
い滑らかな初期曲線に対して, 滑らかな解が–意的に存在し, 有限時間
で 1点に消滅する. また, ウルフ図形が原点対称な場合には, 非凸の初
期曲線から出発しても, 1点に消滅する前にやがては凸になり, その後
1点に消滅し, その漸近形はウルフ図形に相似な図形である. これらに

ついては, [2, 7, 10, 11] などを, また, ウルフ図形が原点対称でない場合
については [27] を参照されたい.

方, 空間次元 $d$が 3以上の時に関しては, あまり多くの結果が得られ
ていないようである. $\hat{W}=S^{d-1}$ の時に関しては, 解の存在 -意性と $-$

点消滅が $\mathrm{T}\mathrm{s}\mathrm{o}([23])$ や Chow$([8])$ によって示されており, また, –点に消
滅する直前の漸近形状は $S^{d-1}$ であることが, Firey$([9])$ や Andrews$([4])$

によって示されている. Tso らの結果を $d=3$ の場合について定理の形で
述べておく.

定理 1 $\hat{W}=S^{2}$ とし, $\Gamma_{0}$ を滑らかな狭義凸閉曲面とする. このとき, $\Gamma_{0}$

を初期値とする, ガウス曲率流 (1) の解 $\Gamma(t)$ が–意的に存在する. さら

に, $\Gamma(t)$ は, 有限時刻 $T$ で–点に消滅するまで, 滑らかかっ狭義凸のま

1より -般の曲率に依存した移動境界問題を, 同様の手法で近似する時にも, クリス
タラインアルゴリズムという用語が用いられている.
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まである. ここで, 消滅時刻 $T$ は

$T= \frac{V(\Omega_{0})}{3V(B^{3})}$

によって与えられる. $\Omega_{0}$ は $\mathrm{r}_{0}$ で囲まれる開集合であり, $V(B^{3})$及び $V(\Omega_{0})$

は単位球 $B^{3}$ 及び $\Omega_{0}$ の体積である.

3 クリスタラインガウス曲率流
この節では, クリスタラインガウス曲率流について, 知られているこ

とを述べる. まず,「クリスタライン」 という用語の由来について説明した
い. この用語を最初に導入したのは Taylor[22] と Angenent&Gurtin[l]
であったと思われる. 彼らは, 結晶成長を数学的に取り扱うために, クリ

スタライン曲率流と呼ばれるものを導入した. 2ウルフ図形 $W$ が, $S^{d-1}$

上の関数 $\gamma$ によって

$W=\{x\in \mathrm{R}^{d}|\langle x, \nu\rangle=\gamma(\nu)\}$

で与えられる時, 閉超曲面 $S$ の表面エネルギーを

$I(S)= \int_{S}\gamma(\nu)dS$

と定める. ここで $\nu$ は $S$ の外向き単位法線ベクトルである. この $I$ の勾
配流は非等方平均曲率流と呼ばれる閉超曲面の運動になる. 3特に, ウル
フ図形が凸多面体の時, $I$ をクリスタライン表面エネルギーと言い, その
勾配流をクリスタライン平均曲率流 あるいは単に, クリスタライン曲
率流と言う. Taylor らは, $d=2$ の時には, クリスタライン曲率流が許容
多角形のクラスの中で解をもって, その解が ($d=2$ の時の) クリスタラ
インガウス曲率流となることを示した. すなわち, ( $\dot{W}$ に関して) 許容
な多角形の各辺に対して, クリスタライン曲率 ($d=2$ の時のクリスタラ
インガウス曲率) を定義し, 許容多角形の各辺がそのクリスタライン
曲率に比例する法線方向速度で法線方向のみに動く運動を考えた. この
ような運動をクリスタライン運動と言うのだが, クリスタライン運動が
クリスタライン曲率流の解となることを示したのである. 我々が第 1節

2第 1節で導入した, クリスタラインガウス曲率流とは異なるものである.
$\epsilon_{\gamma\equiv}1$ ならば (等方) 平均曲率流になる.
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で導入したクリスタラインガウス曲率流は, $d=2$ の時のクリスタライ
ン運動を, 単純に $d\geq 3$ に拡張して得られたものである. 45

$d=2$ の場合のクリスタライン曲率流 (クリスタラインガウス曲率
流) については, これまでに多くの研究がなされている. クリスタライ
ンアルゴリズムに関しては, [12, 16, 17, 13, 14, 19, 24] などの研究があ
り, (1) の形のものだけでなく, より –般の曲率に依存する発展法則に従
う曲線の運動がクリスタライン運動 (クリスタラインガウス曲率流) に

よって近似できることがわかっている. 特に, $[14, 19]$ においては, 必ず
しも凸とは限らない曲線の運動についての近似定理が得られている. ま
た, クリスタラインアルゴリズムに基づいた数値スキームの研究も研
究されており, このアルゴリズムで取り扱うことのできる問題のクラス
の拡張も様々に行われている ([24, 25], etc.).

$d=3$ の場合のクリスタラインガウス曲率流に関しては, 以下のよう
なことが分かる. まず, クリスタラインガウス曲率流の解について, い

わゆる比較定理が成立する.

補題 1 $\tilde{W}$ を狭義凸閉多面体とし, 原点は $\tilde{W}$の囲む領域の内点であるとす
る. $t\in[0, T)$ に対して, r’(のと $\Gamma(t)$ が $(\tilde{W})$ クリスタラインガウス曲率
流の解であり, $\Gamma’(0)\subset\Gamma(0)\cup\Omega(0)$ を満たすとすれば, $\Gamma’(t)\subset\Gamma(t)\cup\Omega(t)$

が全ての $t\in[0, T)$ に対して成立する. ここで, $\Omega(t)$ は $\Gamma(t)$ に囲まれる
開集合である.

さらに, ガウス曲率流に対する, 定理 1に対応する結果として, 以下
のことがわかる.

定理 2 $\mathrm{r}_{0}\text{を}\tilde{W}$ 許容凸 N 面体, $\Omega_{0}$ をそれが囲む開集合とする. $\mathrm{r}_{0}$ を
初期値とする, $(\tilde{W})$ クリスタラインガウス曲率流の解が唯–つ存在し,
体積 $V(\Gamma(t))$ は有限時間 $T$ でゼロになる. この消滅時刻 $T$ は

$T= \frac{V(\Omega_{0})}{3V(\tilde{W})}$

で与えられる. $V(\tilde{W})$ は $\tilde{W}$ で囲まれる図形の体積である.

$4d\geq 3$ では, クリスタラインガウス曲率流は, 上で定義したクリスタライン平均
曲率流の解にはならない.

6元来「クリスタライン」 という用語は $d=2$ でこそ意味のある言葉であろうが, $d\geq 3$

でもクリスタライン表面エネルギーなどの用語が使われていることを考え, クリスタラ
インガウス曲率流という用語を用いることにした.
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なお, $d\geq 3$ の場合のクリスタライン曲率流 (クリスタライン平均曲率
流) についても, Taylor以来, 多くの研究があり, 現在も精力的に研究さ
れている. しかしながら, この問題に対するクリスタラインアルゴリ
ズムは未だ成功していない. その理由は, クリスタライン平均曲率流が
解ける多面体のクラスが明らかでなく, さらに, 一般には比較定理が成
立しないためであると思われる. この辺りの事情について, より詳しい
ことは, [15, 5, 6] などを参照していただきたい.

4 主結果
さて, 本節では, 3次元等方的ガウス曲率流に対してはクリスタライ
ンアルゴリズムによって近似が可能であるという本稿の主結果につい
て述べよう.
これ以降は $k$ を近似の度合いを表すパラメータとし, 大きな $k$ ほど近

似がよいものとする. $\tilde{W}^{k}$ を凸 $N^{k}$ 多面体で, 原点に関して対称なもの
とする. この $\tilde{W}^{k}$ に対して, $(\tilde{W}^{k})$ クリスタラインガウス曲率流が定ま
るが, その $\Gamma_{0}^{k}$ を初期値とする解を $\Gamma^{k}(t)$ とおく. $\Omega^{k}(t)$ は $\Gamma^{k}(t)$ で囲ま
れる開集合とする. $S^{2}$ を $\{P\in \mathrm{R}^{3}||P|=1\}$ とし, $d_{H}$ はハウスドルフ
距離を表すものとする.
以下を仮定する :

(A1) 凸 $N^{k}$ 多面体 $\tilde{W}^{k}$ は原点対称.

(A2) $\lim_{karrow\infty}d_{H}(\tilde{W}^{k}, S^{2})=0$ .

(A3) $\Gamma_{0}^{k}$ は $\tilde{W}^{k}$ 許容凸 $N^{k}$ 多面体.

(A4) $\lim_{karrow\infty}d_{H}(\Gamma_{0}^{k}, \Gamma_{0})=0$ .

これらの仮定の下に以下の定理が成立する.

定理 3 $(\mathrm{A}1),(\mathrm{A}2),(\mathrm{A}3),(\mathrm{A}4)$ を仮定する. $\Gamma(t)$ を $\Gamma_{0}$ を初期値とする等方
ガウス曲率流の解, $T$ をその消滅時間とする. また, $\Gamma^{k}(t)$ を $\Gamma_{0}^{k}$ を初期
値とする $\tilde{W}^{k}$ クリスタラインガウス曲率流の解とする. このとき, 任
意の $\epsilon>0$ に対して, 以下が成立する.

$\lim_{karrow\infty}\sup_{0\leq t\leq T-\epsilon}d_{H}(\Gamma^{k}(t), \Gamma(t))=0$ .
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この結果の証明には, K. Ishii and H.M. Soner[19] による空間 2次元の
場合のクリスタライン. アルゴリズムの収束定理の証明手順を用いた. 空
問 2次元の場合との主たる違いは, 証明の中で, 楕円体をうまく近似す
る $\overline{W}^{k}$ 許容凸多面体の列を構成しなければならない点にあるのだが, こ

れは, いわゆる Minkowski 問題に対する理論 ([21]) を用いることで解決
することができた. 詳しいことは, [26] を参照されたい.

5 注意と課題
本節では, いくつかの注意と今後の課題について述べる.

注意 1 クリスタライン. ガウス曲率の定義は, 非等方ガウス曲率の自然
な空間離散化になっている. 実際, $S$ を超曲面 $\Gamma$ の微小部分とし, $d\nu$ を
$S^{d-1}$ 上の面積要素とすると,

$(S \text{の面積})=\int_{\nu\in\{S}$

の外向き単位法線ベクトル}

$\frac{1}{\kappa(\nu,\Gamma)}d\nu$

であるから, 非等方ガウス曲率について

$\kappa^{\hat{W}}(\nu, \Gamma)=\frac{\kappa(\nu,\Gamma)}{\hat{\kappa}(\nu)}=\frac{\hat{W}\text{の^{}\prime}ffl/\mathrm{j}\backslash \%\mathrm{p}\text{分の面}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}}{\Gamma \text{の}/\text{微}\mathrm{j}\backslash \Re \mathrm{p}\text{分の面}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}}$,

という関係式が成立する. この関係式最右辺を許容多面体に適用して得
られるのがクリスタラインガウス曲率である.

注意 2 $\alpha$ を正のパラメータとして, (等方的) ガウス曲率流の発展法則 (1)
の–つの–般化として

$V=-\kappa^{\alpha}$ . (3)

を考えよう. 任意の正の $\alpha$ と任意の滑らかな凸曲面 $\mathrm{r}_{0}$ に対して, この問
題の解の存在と –意性が示されている [8]. さらに, この解は有限時間 $T$

で消滅する.
この問題に対応して, (2) を–般化したクリスタライン・ガウス曲率流

$V_{i}(t)=- \overline{h}_{i}(\frac{\tilde{A}_{i}}{\mathrm{A}(\Gamma(t))})^{\alpha}$ . (4)

を考えると, $\alpha=1$ の場合と同様に, 比較定理・解の存在と –意性が示
せる.
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この–般化されたガウス曲率流に対しても, クリスタライン. アルゴ
リズムによる近似が可能であること, すなわち, (A1) から (A4) の仮定の
下に, (4) の解が (3) の解に収束することが示せる.
さて, (4) の解 $\Gamma(t)$ についても, 有限時刻でその囲む体積 $V(\Gamma(t))$ がゼ

ロになることが示せるのだが, このとき 1点に縮むとは限らない. 例え
ば, 立方体をウルフ図形として (4) を考え, 平行六面体の初期値から出発
する解は, 線分点平面それぞれに縮退するように初期の平行六面体
を選ぶことができる. 実際, 平行六面体の各面のサポート関数を $h_{i}$ とし,
$h_{1}=h_{4}$ かっ $h_{2}=‘ h_{3}=h_{5}=h_{6}$ なる対称性を仮定しよう. このとき, 問
題は, 以下のような常微分方程式系に帰着する :

$\frac{dh_{1}}{dt}$ $=$ -平’

$\frac{dh_{2}}{dt}$

$=- \frac{1}{h_{1}^{\alpha}h_{2}^{\alpha}}$ .

$h_{1}^{-\alpha}\dot{h}_{1}=h_{2}^{-\alpha}\dot{h}_{2}$ が成立するので,

$h_{1}^{1-\alpha}(t)-h_{2}^{1-\alpha}(t)=h_{1}^{1-\alpha}(0)-h_{2}^{1-\alpha}(0)$ ,

となる. ここでは時間微分を表す. 従って, $0<\alpha<1$ の時には,
$h_{1}^{1-\alpha}(0)-h_{2}^{1-\alpha}(0)>0$ ならば $\Gamma(t)$ は線分 $\#^{}.,$ $h_{1}^{1-\alpha}(0)-h_{2}^{1-\alpha}(0)<0$

ならば $\Gamma(t)$ は平面になって体積がゼロになる. このようなことは, 連続
な問題 (4) に対しては起こらないことであり, 離散化による興味深い現象
と言えるだろう.
空間 2次元の場合には, このような縮退はすでに知られており, [20] な
どで, 精力的に研究されている.

注意 3定理 3の仮定 (A1) から (A4) を満たすウルフ図形の列及び初期曲
面の列の存在を理論的に証明することはできるものの, 具体的な構成の
方法は今後の課題である. また, 現在のところ, 収束のオーダーについ
ても明らかになっていない.

注意 4 $\tilde{W}^{k}$ が球面とは限らない–般のウルフ図形 $\hat{W}$ に近づく場合に, ク

リスタラインガウス曲率流の解が吻に対応する非等方ガウス曲率流の
解に収束するかどうかも今後の課題である.
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