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1 はじめに

標本が, 同じ離散型母集団分布から得られたものであるか否かを検証するために, 様々
な検定方法が提案されている. 最近, Brown and Zhao [BZ02] は, 複数の確率変数が独立
にそれぞれのポアソン分布に従い, それらの母数がすべて等しいか否かという仮説検定問
題において, Anscombe の分散安定変換 $([\mathrm{A}48])$ に基づく統計量によって有用な検定がで
きることを主張している. しかし, Anscombe の分散安定変換は母数 $\lambda$ が十分大きいとき
に有用な方法であり, また, 標本が離散的な値をとるにも関わらず, その漸近分布をカイ
2乗分布に近似させていることから, その精度が標本の大きさに著しく影響する. 本論で
は, Anscombe の分散安定変換に基づく検定を含む従来の検定を紹介した上で, より簡便
なマックス検定統計量によるランダム検定を考え, また, Anscombe の分散安定変換に基
づく検定等と近似マックス検定の水準の達成精度および検出力を数値的に比較する.

2 内定

確率変数 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立とし, 各 $\mathrm{x}_{:}$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda_{i})(\lambda_{i}>0)$ に従
うとする. いま, これらのポアソン分布の母数がすべて等しいか, 否かに興味があるとし
て, 帰無仮説 $H$ : $\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{n}$ に対して対立仮説 $K$ : $\sum_{=1}^{n}.\cdot(\lambda:-\overline{\lambda})^{2}>0$ を有意水準 $\alpha$

$(0<\alpha<1)$ で検定する仮説検定問題について考える. ただし, $\overline{\lambda}=(1/n)\sum_{1=1}^{n}\lambda_{i}$ とする.
このような仮説検定問題に用いられる検定統計量として, Anscombe の分散安定変換に基
づく統計量, 尤度比統計量, 条件付きカイ 2乗 $(\chi^{2})$ 統計量, Neyman-Scott 統計量等が挙げ
られる.

2. 1 Anscombe の分散安定化に基づく統計量による検定
確率変数 $X$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda)(\lambda>0)$ に従うとき, その平均と分散はいずれも $\lambda$ に

なる. すなわち, 分散が平均に依存する. よって, ポアソン分布の平均を比較する際, 変数
$X$ を適当に変換し, その分散が平均に依らないようにすることが望ましい. このような変
換のことを, 分散の安定化 (variance stabilization) と呼ぶが, ポアソン分布の場合, 分散が
全く平均に依存しない変換は存在しない. ただ, 平均が十分大きいときに分散が漸近的に
平均に依らないような変換が存在する. まず, 分散の安定化の–例として, Anscombe によ
る分散安定化について考える $([\mathrm{T}\mathrm{F}81])$ . 次の定理 21, 22はよく知られている.

定理 21(ポアソン分布の正規近似). 確率変数 $X$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda)$ に従うとする. い
ま母数 $\lambda$ が十分大きいとき, 確率変数 $(X-\lambda)/\sqrt{\lambda}$ は, 標準正規分布 $N(0,1)$ に従う確率変
数に法則収束する.
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証明は省略. 定理 2.1から, 確率変数 $X$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda)$ に従い, なおかつ母数 $\lambda$

が十分大きいとき, $(X-\lambda)$ は漸近的に正規分布 $N(0, \lambda)$ に従うと見なすことができる.

定理 22(デルタ法). $\{X_{n}\}_{n=1,2},\ldots$ を確率変数列とし, $(X_{n}-\theta)$ が n\Rightarrow \infty 。のとき $N(\mathrm{O}, \{\sigma(\theta)\}^{2})$

に従う確率変数に法則収束するとし, 記号で

$X_{n}-\thetaarrow N(L0, \{\sigma(\theta)\}^{2})$ $(narrow\infty)$

と表す. また, $g$ を $\mathbb{R}^{1}$ 上で定義された 1回微分可能で, $x=\theta$ において $g’(x)$ が連続である
関数とする. このとき

$g(X_{n})-g(\theta)arrow N(L0, \{g’(\theta)\sigma(\theta)\}^{2})$ $(narrow\infty)$

が成り立つ.

証明は省略. ここで, 関数 g として,

$g’(\theta)\sigma(\theta)=c$ (2.1)

になる $g$ を選べば, $g(X_{n})$ の分布の漸近分散は平均 $\theta$ と無関係になる. ただし, $c>0$ は定
数とする. いま, $\sigma(\theta)\neq 0$ であるから, (2.1) の両辺を $\sigma(\theta)$ で除し, 両辺を $\theta$ について積分
すれば

$g( \theta)=c\int\frac{1}{\sigma(\theta)}d\theta$

になる.

特に, ポアソン分布の場合, $\sigma(\lambda)=\sqrt{\lambda}$であるから,

$g( \lambda)=c\int\frac{1}{\sqrt{\lambda}}d\lambda=2c\sqrt{\lambda}$

になる. ここで, $\mathrm{c}=1$ とすれば, $g(\lambda)=2\sqrt{\lambda}$ となり, $g(X)=2\sqrt{X}$ という変換が得られ
る. この変換による分布は漸近分散が 1であり, ポアソン分布の正規近似よりも速く標準
正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ に収束することが知られている.
いま, $a\geq 0$ を定数とし,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}:=2\sqrt{X+a}$

という変換を考える. ここで, $T:=X-\lambda,$ $\lambda’:=\lambda+a$ とおけば,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=2\sqrt{X+a}=2\sqrt{T+\lambda’}$

$=2 \sqrt{\lambda’}\{1+\frac{T}{2\lambda^{J}}-\frac{T^{2}}{8\lambda^{2}},+\frac{T^{3}}{16\lambda^{3}},-\frac{5T^{4}}{128\lambda^{4}},+\cdots\}$

になる. いま,

$E(T)=0$, $E(T^{2})=\lambda$ , $E(T^{3})=\lambda$ , $E(T^{4})=\lambda+3\lambda^{2}$
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であるから,

$E(Y_{a})=2 \sqrt{\lambda^{J}}\{1-\frac{\lambda}{8\lambda^{2}},+\frac{\lambda}{16\lambda^{\prime 3}}-\frac{5(\lambda+3\lambda^{2})}{128\lambda^{4}},+\cdots\}$ (2.2)

になる. よって, $Y_{a}$ の分散は,

$V( \mathrm{Y}_{a})=1+\frac{3-8a}{8\lambda}+O(\lambda^{-2})$

となる. ここで, $a=3/8$ とおけば,

$V(\mathrm{Y}_{a})=1+O(\lambda^{-2})$

となり, $a=0$ とした変換よりも速く分散が 1に収束する. また, $\mathrm{Y}_{a}=2\sqrt{X+(3}/8$) の平
均は (2.2) より,

$E(Y_{a})=2\sqrt{\lambda+\frac{1}{8}}+O(\lambda^{-3/2})$ (2.3)

になる. 従って, 確率変数 $X$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda)$ に従うとき, $2\sqrt{X+(3}/8$) は漸近的に
平均 $2\sqrt{\lambda+(1}/8$), 分散 1の正規分布に従う この変換が Anscombe [A48] によるもので
ある.

Anscombe の分散安定変換に基づき, $\mathrm{Y}_{i}:=\sqrt{X_{i}+(3}/8$) $(i=1, \cdots, n)$ とおく. このと

き, 仮説 $H$ の下で $2\mathrm{Y}_{1},$
$\cdots,$ $2Y_{n}$ はたがいに独立に, いずれも正規分布 $N(2\nu(\lambda)$ , 1戸こ漸近

的に従うので,

$T_{ANs:=}4 \sum_{i=1}^{n}(\mathrm{Y}_{1}-\overline{\mathrm{Y}})^{2}$

は, $\lambda$ が十分大きいとき, 自由度 $(n-1)$ のカイ 2乗分布に漸近的に従う. ただし, $\lambda$ $:=$

$\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{n}$ とし, $\nu(\lambda)$ は確率変数 $X$ がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda)(\lambda>0)$ に従うときの
$\sqrt{X+(3/8)}$の平均, すなわち, $\nu(\lambda):=E(\sqrt{X+(3}/8))$ とする. よって, 十分大きい $\lambda$ に

ついて $TANS>\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ であるとき, 帰無仮説 $H$ を棄却する. ただし, $\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ は自由度
$(n-1)$ のカイ 2乗分布における上側 100\alpha % 点とする.

方, 対立仮説 $K$ の下で $2\mathrm{Y}_{1},$
$\cdots,$

$2\mathrm{Y}_{n}$ はたがいに独立に, 各 $2Y_{j}$ はそれぞれ正規分布
$N(2\nu(\lambda_{i}), 1)$ に漸近的に従うので, TANS は自由度 $(n-1)$ , 非心度 $(4 \sum_{1=1}^{n}(\nu(\lambda_{1})-\overline{\nu}_{n})^{2})$

の非心カイ 2乗分布に漸近的に従う. ただし, $\nu(\lambda_{i}):=E_{\lambda_{j}}(Y_{j})=E_{\lambda:}(\sqrt{X_{1}+(3/8)})$ ,
$\overline{\nu}_{n}:=(1/n)\sum_{i=1}^{n}\nu(\lambda_{1})$ とする.

Anscombeの分散安定変換は, 十分大きな $\lambda$ について考えたが, それほど大きくない $\lambda$ で

あっても妥当になることが経験的に知られている.

22 尤度比検定
確率変数 $X_{1},$

$\cdots,$
$X_{n}$ はたがいに独立に, 各 $X,$, がポアソン分布 $\mathrm{P}\circ(\lambda_{1})$ に従うとき, その

同時確率量関数 (j.p.m.f.) は,

$f_{X}(x; \lambda)=\prod_{i=1}^{n}\frac{e^{-\lambda}\cdot\lambda_{i}^{x:}}{x_{i}!}$
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になる. ただし, $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n}),$ $x:=(x_{1}, \cdots, x_{n}),$ $\lambda:=(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})$ とする. こ

こで, $\Theta_{0}:=\{(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n});\lambda_{i}\equiv\lambda(i=1,2, \cdots, n)\},$ $\Theta:=\{(\lambda_{1}, \cdots ‘ \lambda_{n});\lambda_{i}>0(i=$

$1,2,$ $\cdots,$ $n)\}$ とおくと, $\Theta_{0},$ $\Theta$ の下での尤度関数はそれぞれ $L_{\Theta_{\text{。}}}(\lambda_{0}):=fx(x;\lambda_{0}),$ $L_{\Theta}(\lambda)$ $:=$

$fx(x;\lambda)$ であるから, 対数尤度関数はそれぞれ

$l_{\Theta 0}( \lambda_{0})=\sum_{1=1}^{n}(-\lambda+x_{i}\log\lambda-\log x_{i}!)$ , $l_{\Theta}( \lambda)=\sum_{i=1}^{n}(-\lambda_{i}+x_{*}.\log\lambda_{*}$. $-\log x_{i}!)$

になる. ただし, $\lambda_{0}:=(\lambda, \cdots, \lambda)$ とする. ここで, $(\partial/\partial\lambda)\iota_{\ominus_{\text{。}}(\hat{\lambda}_{0})}=0,$ $(\partial/\partial\lambda)l_{\Theta}(\hat{\lambda})=0$

を満たす $\hat{\lambda}_{0},\hat{\lambda}$ を求めると,

.
$0= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}X_{1}=\overline{X}$ , $\hat{\lambda}=(X_{1}, \cdots, X_{n})$

になり, $\hat{\lambda}_{0},\hat{\lambda}$ は $\lambda$ の最尤推定量 (MLE) である ただし, $\hat{\lambda}_{0}$ は $\hat{\lambda}_{0}$ の第 $i$成分 $(i=1, \cdots, n)$

とする.
ここで, 尤度比をとると,

$L:= \frac{L_{\ominus 0}(\hat{\lambda}_{0})}{L_{\Theta}(\hat{\lambda})}=\frac{\prod_{i=1}^{n}e^{-x}\overline{x}^{x_{i}}/x_{1!}}{\prod_{1=1}^{n}e^{-x_{j}}x_{i}^{x:}/x_{i}!}=\prod_{2=1}^{n}e^{x:-\varpi}(\frac{\overline{x}}{X|})^{x:}=\prod_{i=1}^{n}(\frac{\overline{x}}{x_{1}})^{x_{i}}$

となり, $L$ に基づく検定を尤度比検定 (LRT) という. このとき, 帰陣仮説 $H$ , すなわち $\Theta_{0}$ の

下で, $-2\log L$ が漸近的に自由度 $(n-1)$ のカイ 2乗分布に従うことが知られている $([\mathrm{A}03])$ .
よって, 尤度比検定統計量として,

$T_{LR}:=2 \sum_{=:1}^{n}X_{i}\log(\frac{X_{1}}{\overline{X}})$ (2.4)

をとれば, $T_{LR}>\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ のとき, 帰無仮説 $H$ を棄却する. ただし, $\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ は自由度 $(n-1)$

のカイ 2乗分布における上側 100\alpha % 点とする.

2.3 条件付きカイ 2乗検定
確率変数 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ はたがいに独立に, 各 $X$: がポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\lambda_{1})$ に従い, $T$ $:=$

$\sum_{i=1}^{n}X_{1}$ とおくとポアソン分布の再生性から, $T$ はポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i})$ に従うので,
$T=t$ を与えたときの $X_{1},$ $\cdots,X_{n}$ の条件付 $(\mathrm{c}.)\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{m}.\mathrm{f}$ . は,

$f_{X_{1},\cdots,X_{\hslash}|T}(x_{1}, \cdots, x_{n}|t)=\frac{t!}{x_{1}!\cdots x_{n}!}(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{n}})^{x_{1}}\cdots(\frac{\lambda_{n}}{\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{n}})^{x_{n}}$

となる. ここで,

$p::= \frac{\lambda_{j}}{\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{n}}$ $(i=1, \cdots, n)$

とおけば, $T=t$ を与えたときの $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ の同時分布は, 多項分布 $M_{n}(t;p_{1}, \cdots,p_{n})$ に

従うことが分かる.
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ここで, カイ 2乗適合度検定統計量として,

$\tau_{cc:=\sum_{i=1}^{n}\frac{(X_{i}-\overline{X})^{2}}{\overline{X}}=}\frac{(n-1)S^{2}}{\overline{X}}$ (2.5)

をとれば, $\tau_{cc}$ は帰無仮説 $H$ の下で自由度 $(n-1)$ のカイ 2乗分布に漸近的に従うことが
知られている. ただし, $\overline{X}:=(1/n)\sum_{\dot{\iota}=1}^{n}x_{:},$ $S^{2}:=(1/(n-1)) \sum_{:=1}^{n}(X_{i}-\overline{X})^{2}$ とする.
よって, $\tau_{cc}>\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ であるときに帰無仮説 $H$ を棄却する. ただし, $\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ は, 自由度
$(n-1)$ のカイ 2乗分布における上側 100\alpha % 点とする.

2.4 Neyman-Scott検定
一般に, 確率変数 $Z$ が自由度 $(n-1)$ のカイ 2乗分布に従うとき, 中心極限定理より

$\sqrt{\frac{n-1}{2}}(\frac{Z}{n-1}-1)arrow N(0,1)L$ $(narrow\infty)$

になる. いま, 第 23節で示したように, 帰無仮説 $H$ の下で, $Tcc$ が自由度 $(n-1)$ のカイ
2乗分布に従うので, 統計量として

$\tau_{Ns:=}\sqrt{\frac{n-1}{2}}(\frac{S^{2}}{\overline{X}}-1)$ (2.6)

を取れば, $T_{NS}$ は漸近的に標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ に従う. この統計量は Neyman-Scott統
計量と呼ばれている. よって, $T_{NS}>u_{\alpha}$ であるときに帰無仮説 $H$ を棄却する. ただし, $u_{\alpha}$

は標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ における上側 100\alpha %点とする.

3 マックス検定
最大値統計量

$M:= \max_{1\leq:\leq n}X_{i}$ (3.1)

による検定をマックス $( \max)$ 検定と呼ぶ. 特に, 分布が離散型である場合, 一般に, ある与
えられた水準を達成する検定を得ることはできないので, 水準を達成する方法についても
考える.

3.1 Levin の公式による近似マックス検定
カイ 2乗適合度検定とマックス検定の精度を比較する方法として, Levin の公式 $([\mathrm{L}81])$

を用いた方法がある $([\mathrm{T}\mathrm{A}05])$ . ここではその方法を紹介した上で, ポアソン分布の母数に
関する仮説検定問題に適用する.

定理 3.1 (Levin[L81]). 確率ベクトル $(X_{1}, \cdots, X_{n})$ が多項分布 $M_{n}(t;p_{1},$ $\cdots$ ,pのに従い,
$a_{1},$ $\cdots,$ $a_{n}$ を非負の整数値とする. このとき, 任意の $s>0$ に対し

$P(X_{1} \leq a_{1}, \cdots,X_{n}\leq a_{n})=\frac{t!}{s^{t}e^{-\delta}}\{\prod_{:=1}^{n}P(U_{i}\leq a_{i})\}P(W=t)$

になる. ここで, $U_{1},$ $\cdots,$
$U_{n}$ はたがいに独立で, 各 $U_{i}$ はポアソン分布 $\mathrm{P}\mathrm{o}(sp_{i})$ に従う確率

変数であり, $\mathrm{Y}_{1},$ $\cdots$ ,臨はたがいに独立で, 各愁は値域 $\{0,1, \cdots, a:\}$ をもつ切断ポアソン
分布 $\mathrm{T}\mathrm{P}\mathrm{o}(sp:;a_{i})$ に従う確率変数であり, $W:= \sum_{i=1}^{n}\mathrm{Y}_{i}$ とする.
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証明は [TA05] 参照. 定理 3.1より, $a_{1}=\cdots=a_{n}=c$ とすれば

$P(M \leq c)=\frac{t!}{s^{t}e^{-\theta}}\{\prod_{i=1}^{n}P(U_{i}\leq c)\}P(W=t)$

となる. ここで $s=t$ とし, Stirling の公式を用いると

$\frac{t!}{t^{t}e^{-t}}\approx\sqrt{2\pi l}$

になる. ここで, $\mu_{i}:=E(Y_{1})$ , $\sigma^{2}::=V(\mathrm{Y}_{1})$ , $\mu_{3},j:=E[(\mathrm{Y}_{1}-\mu_{i})^{3}],$ $\mu_{4,i}:=E[(\mathrm{Y}_{i}-\mu|)^{4}]$

$(i=1, \cdots , n)$ とおく. 定理??を用いて, 標本の大きさ $n$ が十分大きいとき, $P(W=t)$ は

Edgeworth展開によって

$P(W=t) \approx f(\frac{t-\sum i=1\mu_{1}n}{\sqrt{\sum_{=1}^{n}\sigma_{i}^{2}}}.)\frac{1}{\sqrt{\sum_{*=1}^{n}\sigma^{2}}}$.
で近似される. ただし,

$f(x):= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-x^{2}/2}\{1+\frac{\gamma_{1}}{6}(x^{3}-3x)+\frac{\gamma_{2}}{24}(x^{4}-6x^{2}+3)+\frac{\gamma_{2}}{72}(x^{6}-15x^{4}+45x^{2}-15)\}$

とし,

$\gamma_{1}:=\frac{1}{\sqrt{n}}\frac{\frac{1}{n}\sum_{1=1}^{n}\mu 3,i}{(\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\sigma_{i}^{2})^{3/2}}.$ , $\gamma_{2}:=\frac{1}{n}.\frac{\frac{1}{n}(\sum_{1=1}^{n}\mu_{4,i}-3\sigma_{i}^{4})}{(\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}\sigma_{:}^{2})^{2}}$

とする. よって, 標本の大きさ $n$ が十分大きいとき,

$P(M \leq c)\approx\sqrt{2\pi t}\{\prod_{1=1}^{n}P(U_{1}\leq c)\}f(\frac{t-\sum in\mu_{i}=1}{\sqrt{\sum_{=1}^{n}\sigma_{1}^{2}}}.)\frac{1}{\sqrt{\sum_{i=1}^{n}\sigma_{i}^{2}}}$ (32)

$=:\tilde{F}_{M|T}(c)$

となるので, 任意の $\alpha(0<\alpha<1)$ に対して, $\tilde{F}_{M|\tau}(c)=1-\alpha$ となるように $c$ をとれば, $c$

は $M$ の分布の漸近的な上側 100\alpha % 点になる.

そこで, (3.2) を用いて水準 $\alpha(0<\alpha<1)$ の検定について考える. マックス検定の棄却
限界値 $c$ は整数値を取るため, 必ずしも有意水準を達成する棄却限界値を取ることはでき
ない. そこで検定関数としてランダム検定関数

$\phi_{T}^{(\alpha)}(X)=\{$

1 $(M\leq c_{T}^{(\alpha)}-1)$ ,
$\gamma_{T}^{(\alpha)}$ $(M=c_{T}^{(\alpha)})$ ,
$0$ $(M\geq c_{T}^{(\alpha)}+1)$

(3.3)

を考える. ただし穿), $\gamma_{T}^{(\alpha)}$ は $E[\phi_{T}^{(\alpha)}(X)]=1-\alpha$ となるように定める, すなわち

$P( \max_{1\leq 1\leq n}.X_{1}\leq c_{T}^{(\alpha)}-1)+\gamma_{T}^{(\alpha\rangle}P(\max_{1\leq 1\leq n}.X_{i}=c_{T}^{(\alpha)})=1-\alpha$

となるように定めるものとする. このとき, 理論的にはランダム検定関数 (3.3) は水準 $\alpha$ の

検定になるが, 実際にその検定を実行するためには近似的にやらざるを得ない. そこで次
節でその近似法について考える.
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32 包除公式による近似マックス検定
雨除公式による近似マックス検定を考える. いま, $A_{1},$ $A_{2},$

$\cdots,$
$A_{n}$ を事象とし, $A= \bigcup_{=1}^{n}.\cdot A_{i}$

とする. このとき,

$1_{A}=1- \prod_{1=1}^{n}(1-1_{A:})$

となり, この右辺を展開し, 期待値をとると,

$P( \bigcup_{i=1}^{n}A:)=.\sum_{*=1}^{n}P(A_{1})-\sum_{1\leq:<}\sum_{j\leq n}P(A:\cap A_{j})$

$+ \sum_{1\leq i<}\sum_{j<k}\sum_{\leq n}P(A_{i}\cap A_{j}\cap A_{k})$

–.. . $+(-1)^{n-1}P( \bigcap_{i=1}^{n}A_{1})$

となる. ただし, $1_{A}$ は $A$ の定義関数とする. これは包除 (inclusion exclusion) 公式と呼
ばれている.
いま, $T:= \sum_{i=1}^{n}X_{1}$ とおく. 第 23節で述べたように, 帰無仮説 $H$ の下で, $T=t$ が与

えられたときの $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ の条件付き同時分布は, 多項分布 $M_{n}(t;1/n, \cdots, 1/n)$ に従う

ので,

$P \{\max_{1\leq 1\leq n}.X:\geq a|T=t\}=P\{(X_{1}\geq a)\cup(X_{2}\geq a)\cup\cdots\cup(X_{n}\geq a)|T=t\}$

$= \sum_{i=1}^{n}P\{x_{:}\geq a|T=t\}-\sum_{1\leq:<}\sum_{j\leq n}P\{X_{i}\geq a,X_{j}\geq a|T=t\}$

$+ \sum_{1\leq:<}\sum_{j<k}\sum_{\leq n}P\{X_{1}\geq a, X_{j}\geq a,X_{k}\geq a|T=t\}$

-. $+(-1)^{n-1}P\{X_{1}\geq a, \cdots, X_{n}\geq a|T=t\}$

$=nP \{X_{1}\geq a|T=t\}-\frac{n(n-1)}{2}P\{X_{1}\geq a,X_{2}\geq a|T=t\}$

$+ \frac{n(n-1)(n-2)}{6}P\{X_{1}\geq a,X_{2}\geq a,X_{3}\geq a|T=t\}$

- $+(-1)^{n-1}P\{X_{1}\geq a, \cdots,X_{n}\geq a|T=t\}$

となる. ここで

$Q_{1}^{(n)}(t,a):=P\{X_{1}\geq a|T=t\}$

とおく. いま, $T=t$ が与えられたとき, $X_{1}$ は 2項分布 Bin$(t, 1/n)$ に従うので,

$Q_{1}^{(n)}(t, a)= \sum_{x=a}^{\iota}(\frac{1}{n})^{x}(1-\frac{1}{n})^{t-x}$

になる. ここで

$Q_{1}^{(n)}(t+1, a)=P\{X_{1}\geq a|T=t+1\}$
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について考えると,

$Q_{1}^{(n)}(t+1,a)=P\{X_{1}\geq a|T=t\}+P\{X_{1}=a-1|T=t\}P\{X_{1}=1|T=1\}$

$=Q_{1}^{(n)}(t, a)+( \frac{1}{n})^{a-1}(1-\frac{1}{n})^{t-a+1}(\frac{1}{n})$

$=Q_{1}^{(n)}(t, a)+( \frac{1}{n})^{a}(1-\frac{1}{n})^{t-a+1}$ (3.4)

となる.

次に,

$Q_{2}^{\langle n)}(t, a):=P\{X_{1}\geq a,X_{2}\geq a|T=t\}$

とおく. いま, $Q_{2}^{\langle n)}(t+1, a)$ について考えると, $T=t$ が与えられたとき, $X_{1},$ $X_{2}$ はそれぞ

れ 2項分布 Bin$(t, 1/n)$ に従い, $(X_{1}, X_{2})$ の分布は対称であるから

$Q_{2}^{(n)}(t+1, a)=Q_{2}^{(n)}(t, a)+2( \frac{1}{n})P\{X_{1}=a-1, X_{2}\geq a|T=t\}$ (3.5)

となる. ここで,

$P\{X_{1}=a-1,X_{2}\geq a|T=t\}=P\{X_{1}=a-1|T=t\}P\{X_{2}\geq a|T=t,X_{1}=a-1\}$

$=( \frac{1}{n})^{a-1}(1-\frac{1}{n})^{t-a+1}Q_{1}^{(n-1)}(t-a+1,a)$

となるから, (3.5) より

$Q_{2}^{(n)}(t+1, a)=Q_{2}^{(n)}(t, a)+2( \frac{1}{n})^{a}(1-\frac{1}{n})^{\iota-a+1}Q_{1}^{(n-1)}(t-a+1, a)$

となる.

一般に, $(2\leq)n\in \mathrm{N}$ を固定して, $2\leq k\leq n$ なる $k\in \mathrm{N}$ について,

$Q_{k}^{(n)}(t, a):=P\{X_{1}\geq a, \cdots, X_{k}\geq a|T=t\}$

とおく. これは

$Q_{k}^{(n)}(t, a)= \sum_{x_{1}=a}^{t-(\mathrm{k}-1)a}\sum_{x_{2}=a}^{t-x_{1}}\cdots\sum_{x_{k}=a}^{t-(x_{1}+\cdots+x_{k-1})}\cdots$

$( \frac{1}{n})^{x_{1}+\cdots+x_{\mathrm{k}}}(1-\frac{k}{n})^{t-(x_{1}+\cdots+x_{k})}$

によって計算される. また, $n\in \mathrm{N}$ を固定して, $2\leq k\leq n$ なる $k\in \mathrm{N}$ について,

$Q_{k}^{(n)}(t+1, a)=Q_{k}^{(n)}(t, a)+k( \frac{1}{n})^{a}(1-\frac{1}{n})^{t-a+1}Q_{k-1}^{(n-1)}(t-a+1, a)$ (3.6)
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が成り立つ.
実際, $2\leq k\leq n$ なる $k\in \mathrm{N}$ について,

$Q_{k}^{(n)}(t+1, a)$

$=P\{X_{1}\geq a, \cdots,X_{k}\geq a|T=t+1\}$

$=P\{X_{1}\geq a, \cdots, X_{k}\geq a|T=t\}$

$+P\{X_{1}=a-1,X_{2}\geq a, \cdots,X_{k}\geq a|T=t\}P\{X_{1}=1|T=1\}$

$+P\{X_{1}\geq a, X_{2}=a-1, \cdots,X_{k}\geq a|T=t\}P\{X_{2}=1|T=1\}$

$+\cdots+P\{X_{1}\geq a, \cdots, X_{k-1}\geq a,X_{k}=a-1|T=t\}P\{X_{k}=1|T=1\}$

となる. ここで, $P \{X_{1}=1|\sum_{i=1}^{n}X_{1}=1\}=1/n$ であり, $(X_{1}, \cdots,X_{k})$ の分布には対称性
があるので,

$Q_{k}^{\langle n)}(t+1,a)=Q_{k}^{\langle n)}(t, a)+k( \frac{1}{n})P\{X_{1}=a-1,X_{2}\geq a, \cdots, X_{k}\geq a|T=t\}$ (3.7)

と表せる. また, (3.7) の第 2項目については,

$P\{X_{1}=a-1, X_{2}\geq a, \cdots,X_{k}\geq a|T=t\}$

$=P\{X_{1}=a-1|T=t\}P\{X_{2}\geq a,$ $\cdots,X_{k}\geq a|\sum_{:=2}^{n}X_{i}=t-a+1\}$

$=( \frac{1}{n})^{a-1}(1-\frac{1}{n})^{t-a+1}Q_{k-1}^{\langle n-1)}(t-a+1, a)$

となるので, (3.6) を得る.
ここで,

$P_{H}^{\langle n)}(a|t):=nQ_{1}^{(n)}(t, a)- \frac{n(n-1)}{2}Q_{2}^{(n)}(t, a)$

$+ \frac{n(n-1)(n-2)}{6}Q_{3}^{(n)}(t, a)-\frac{n(n-1)(n-2)(n-3)}{24}Q_{4}^{(n)}(t,a)$

(3.8)

とお $\text{く}$ . $(3.8)$ は (3.6) を用いて帰納的に求められる. なお, $1-P_{H}^{(n)}(a|t)$ は, 帰無仮説 $H$ の

下での最大値統計量の c.d.f. の近似式になるので, これを用いて (3.3) のようなランダム検
定関数 $\phi_{T}^{\langle\alpha)}(X)$ を定めることができる.

方, 対立仮説 $K$ の下で, $T=t$ が与えられたとき, $(X_{1}, \cdots, X_{n})$ の条件付き同時分布
は多項分布 $M_{n}(t;\lambda_{1}/\Lambda, \cdots, \lambda_{n}/\Lambda)$ に従うことに注意しておく. ただし, $\Lambda=\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{n}$

とする. また, 対立仮説 $K$ の下でも, 包除公式

$P_{K} \{\max_{1\leq:\leq n}X_{i}\geq a|T=t\}$

$=P_{K}\{(X_{1}\geq a)\cup(X_{2}\geq a)\cup\cdots\cup(X_{n}\geq a)|T=t\}$
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$= \sum_{i=1}^{n}P_{K}\{X_{i}\geq a|T=t\}-\sum_{1\leq i<}\sum_{j\leq n}P_{R’}\{X_{i}\geq a, X_{j}\geq a|T=t\}$

$+ \sum_{1\leq:<}\sum_{j<k}\sum_{\leq n}P_{K}\{X_{i}\geq a,X_{j}\geq a,X_{k}\geq a|T=t\}$

- $+(-1)^{n-1}P_{K}\{X_{1}\geq a, \cdots,X_{n}\geq a|T=t\}$

が成り立つ. ここで, $(2\leq)n\in \mathrm{N}$ を固定して, 各 $i=1,$ $\cdots,$ $n$ について

$R_{:}^{(n\rangle}(t, a):=P_{K}\{X_{i}\geq a|T=t\}$

とおく. 特に, $T=t$ が与えられたとき, 各 $X_{i}$ は 2項分布 Bin$(t, \lambda_{1}/\Lambda)$ に従うので,

$R_{i}^{(n)}(t, a)= \sum_{x:=a}^{t}(\frac{\lambda_{i}}{\Lambda})^{x:}(1-\frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{t-x_{j}}$

になる. このとき

$R_{1}^{(n)}.(t+1,a)$

$=P_{K}\{X_{i}\geq a|T=t+1\}$

$=P_{K}\{X_{i}\geq a|T=t\}+P\{X_{i}=a-1|T=t\}P\{X_{1}=1|T=1\}$

$=R_{i}^{(n)}(t, a)+( \frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{a-1}(1-\frac{\lambda_{i}}{\Lambda})^{t-a+1}(\frac{\lambda}{\Lambda}*\cdot)$

$=R_{:}^{(n)}(t, a)+( \frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{a}(1-\frac{\lambda_{i}}{\Lambda})^{t-a+1}$ (3.9)

になる.

次に,

$R_{:j}^{\langle n)}(t, a):=P\{X_{i}\geq a,X_{j}\geq a|T=t\}$ $(1 \leq i<j\leq n;i,j\in \mathrm{N})$

とおくと,

$R_{1j}^{\langle n)}.(t, a)=. \sum_{x.=a}^{t-a}\sum_{x_{j}=a}^{t-x:}(\frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{x_{j}}(\frac{\lambda_{j}}{\Lambda})^{x_{g’}}\{1-(\frac{\lambda_{1}}{\Lambda}+\frac{\lambda_{j}}{\Lambda})\}^{t-\langle x_{j}+x_{j})}$

になる. このとき

$R_{1j}^{(n)}.(t+1, a)=P_{K}\{X_{1}\geq a,X_{j}\geq a|T=t+1\}$

$=P_{K}\{X:\geq a,X_{j}\geq a|T=t\}$

$+P_{K}\{X_{1}=a-1, X_{j}\geq a|T=t\}P_{K}\{X_{i}=1|T=1\}$

$+P_{K}\{X_{1}\geq a,X_{j}=a-1|T=t\}P_{K}\{X_{j}=1|T=1\}$

$=R_{ij}^{(n)}(t, a)+( \frac{\lambda_{i}}{\Lambda})P_{K}\{X_{i}=a-1,X_{j}\geq a|T=t\}$
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$+( \frac{\lambda_{j}}{\Lambda})P_{h^{-}}\{X_{i}\geq a, X_{j}=a-1|T=t\}$ (3.10)

となる. ここで, (3.10) の最右辺の第 2項目について考えると,

$P_{K}\{X_{i}=a-1, X_{j}\geq a|T=t\}$

$=P_{K}\{X_{1}=a-1|T=t\}P_{K}\{X_{j}\geq a|T=t,X_{1}=a-1\}$

$=( \frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{a-1}(1-\frac{\lambda_{i}}{\Lambda})^{t-\alpha+1}|R_{j}^{(n)}(t-a+1, a)$

となり, 第 3項目についても同様に計算できるので,

$R_{:j}^{(n\rangle}(t+1, a)=R_{ij}^{(n)}(t, a)+( \frac{\lambda_{1}}{\Lambda})^{a}(1-\frac{\lambda_{i}}{\Lambda})^{t-a+1}iR_{j}^{(n)}(t-a+1, a)$

$+( \frac{\lambda_{j}}{\Lambda})^{a}(1-\frac{\lambda_{j}}{\Lambda})^{t-a+1}jR_{i}^{(n)}(t-a+1, a)$

となる. ただし,

$iR_{j}^{\langle n)}(t-a+1, a):=P\{X_{j}\geq a|T=t,X_{i}=a-1\}$

とする. $|R_{j}^{(n)}(t-a+1, a)$ は $R_{i}^{\langle n)}(t, a)$ と同様の漸化式 (3.9) を得ることができるので, 同
様にして計算することができる.

同様に, $(2\leq)n\in \mathrm{N}$ を固定して, $2\leq k\leq n$ なる $k\in \mathrm{N}$ について

$R_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{k}}^{(n)}(t, a):=P\{X_{i_{1}}\geq a, \cdots,X_{i_{k}}\geq a|T=t\}$

$(1\leq i_{1}<. .$. $<i_{k}\leq n;i_{1}, \cdots , i_{k}\in \mathrm{N})$

とおくと,

$R_{i_{1},1_{2\prime}\ldots:_{k}}^{\langle n)},(t, a)= \sum_{x_{1_{1}}=a}^{t-(k-1)a}\sum_{x:_{2}=a}^{t-x_{j_{1}}}$ $\ldots\sum_{x:_{k}=a}^{t-\langle x:_{1}+\cdots+x:_{k-1})}\cdots$

$( \frac{\lambda_{1}1}{\Lambda}.)^{x:_{1}}$ . . . $( \frac{\lambda_{i_{k}}}{\Lambda})^{x:_{k}}(1-\frac{\lambda_{i_{1}}+\cdots+\lambda_{i_{k}}}{\Lambda})^{t-(x_{j_{1}}+\cdots+x:_{k})}$

になる. また, $n\in \mathrm{N}$ を固定すると,

$R_{1}^{(n)}.,,(1^{1_{2},\cdots:_{k}}t+1, a)$

$=P_{K}\{x_{:_{1}}\geq a, \cdots, x_{:_{k}}\geq a|T=t+1\}$

$=P_{K}\{X_{i_{1}}\geq a, \cdots, x_{:_{k}}\geq a|T=t\}$

$+P_{K}\{X_{1_{1}}=a-1, X_{i_{2}}\geq a, \cdots, X_{i_{k}}\geq a|T=t\}P_{K}\{X_{1_{1}}=1|T=1\}$

$+P_{K}\{X_{i_{1}}\geq a, X_{i_{2}}=a-1, \cdots, X_{i_{k}}\geq a|T=t\}P_{K}\{X_{1_{2}}=1|T=1\}$
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$+\cdots+P_{K}\{X_{1_{1}}\geq a, \cdots, X_{i_{k-1}}\geq a, X_{1_{k}}=a-1|T=t\}P_{K}\{X_{i_{k}}=1|T=1\}$

$=R_{i_{1},\cdots,i_{k}}^{(n)}(t, a)+( \frac{\lambda_{i_{1}}}{\Lambda})P_{K}\{X_{i_{1}}=a-1, X_{1_{2}}\geq a, \cdots, X_{i_{k}}\geq a|T=t\}$

$+( \frac{\lambda_{1_{2}}}{\Lambda})P_{K}\{X_{i_{1}}\geq a,X_{i_{2}}=a-1, \cdots,X_{1_{k}}\geq a|T=t\}$

$+ \cdots+(\frac{\lambda_{i_{k}}}{\Lambda})P_{K}\{X_{1_{1}}\geq a, \cdots,X_{1}k-1\geq a, X_{j_{k}}=a-1|T=t\}$ (3.11)

となる. ここで, (3.11) の最右辺の第 2項目について,

$P_{K}\mathrm{f}^{X}:_{1}=a-1,X_{i_{2}}\geq a,$ $\cdots,X_{1_{k}}\geq a|T=t\}$

$=P_{K}\{X_{1_{1}}=a-1|T=t\}P_{K}\{X_{1_{2}}\geq a, \cdots, X_{i_{k}}\geq a|T=t,X_{1_{1}}=a-1\}$

$=( \frac{\lambda_{i_{1}}}{\Lambda})^{\alpha-1}(1-\frac{\lambda_{1_{1}}}{\Lambda})^{t-a+1}|_{1}R^{(n)}:_{2\prime},\ldots:_{k}(t-a+1, a)$

となる. 第 3, $\cdots,$ $(k+1)$ 項目についても同様に計算すると,

$R^{(n)}:_{1},:_{2}, \cdots,i_{k}(t+1,a)=R_{1}^{(n)}.:i_{k}(1,2,\cdots,t, a)+(\frac{\lambda_{i_{1}}}{\Lambda})^{a}(1-\frac{\lambda_{i_{1}}}{\Lambda})^{t-a+1}i_{1}R_{i_{2},\cdots|_{k}}^{(n)},(t-a+1, a)$

$+ \cdots+(\frac{\lambda_{1_{k}}}{\Lambda})^{\mathrm{o}}(1-\frac{\lambda_{:_{k}}}{\Lambda})^{t-a+1}i_{k}R_{11,}^{(n)}.\ldots,(i_{k-1}t-a+1, a)$

(3.12)

となる. ただし,

$|_{\mathrm{j}}R_{:_{1},\cdots:_{\mathrm{j}-1},:_{j+1},\cdots:_{k}}^{(n)},,(t-a+1, a)$

$:=P\{X_{i_{1}}\geq a, \cdots,X_{i_{\mathrm{j}-1}}\geq a, X_{i_{J+1}},\geq a, \cdots,X_{1_{k}}\geq a|T=t, X_{i_{j}}=a-1\}$

とする $(1 \leq j\vee\leq k;i\in \mathrm{N})$ . $|jR_{i_{1},\cdots,i_{j-1},1_{J+1},\cdots,i_{k}}^{(n)},(t-a+1, a)$ は $R_{j_{1}1_{k-1}}^{(n)},\cdots,(t, a)$ と同様の漸
化式を導くことができるので, 同じように計算することができる.

ここで,

$P_{K}^{(n)}(a|t):= \sum_{i=1}^{n}R_{i}^{(n)}(t, a)-\sum_{1\leq:<}\sum_{j\leq n}R_{:j}^{(n)}(t,a)$

とおくと, これは (3.12) を用いて帰納的に求められ, $1-P_{K}^{(n)}(a|t)$ は, 最大値統計量 $M$ の

対立仮説 $K$ の下での分布の c.d.f. の近似式になるので, これを用いて検出力を求めること
ができる.
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4 シミュレーションによる検定の比較
第 2章, 第 3章では, それぞれの検定統計量について, 水準 $\alpha(0<\alpha<1)$ の検定の棄却
限界値の取り方について論じた. その棄却限界値は漸近的に有意水準を達成するが, その
精度は標本の大きさやポアソン分布の母数等に大きく依存する. 実際に検定を行う場合,
与えられた条件の下で有意水準を達成するのか, また検出力が高いか否かということが,
検定を選ぶ基準となる. 特に, 検出力の計算が難しいため, 従来, 検出力による比較はほと
んど行われていない $([\mathrm{B}\mathrm{Z}02])$ . 本章では, シミ $=$ レーションによって, それぞれの検定の
水準の達成精度を検証する. また検出力によって検定を比較し, 望ましい検定について考
える.

41 水準の比較

まず, 第 2章, 第 3章で提案した検定統計量による検定の棄却限界値とその $p$値について
考える. Anscombeの分散安定変換に基づく検定統計量 TANS, 尤度比検定統計量 $T_{ML}$ , 条
件付きカイ 2乗検定統計量 $\tau_{cc}$ は, 漸近的に自由度 $(n-1)$ のカイ 2乗分布に従うので棄
却限界値として $\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ , Neyman-Scott検定統計量 $T_{NS}$ は漸近的に標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$

に従うので, 棄却限界値として $u_{\alpha}$ を取り, TANS, $T_{ML},$ $Tcc>\chi_{n-1}^{2}(\alpha),$ $T_{NS}>u_{\alpha}$ であると

き, それぞれ帰無仮説 $H$ を棄却するものとする. ただし, $\chi_{n-1}^{2}(\alpha)$ は自由度 $(n-1)$ のカイ
2乗分布における上側 100\alpha % 点, $u_{\alpha}$ は標準正規分布 $N(\mathrm{O}, 1)$ における上側 100\alpha % 点とす
る. また, 近似マックス検定については, 与えられた $T=t$ に基づき, (3.3) のようなランダ
ム検定関数を定め, 最大値統計量 $M$ の棄却限界値を決定するものとする.
ここで, シミ $\mathrm{n}$レーションによってこれらの検定の精度を検証する. いま $n=5,10,15,20$ ,

また $\lambda=5,10,20$ とし, 各々の場合について 100万組の標本を発生させ, それぞれの統計
量を計算し, 水準 $\alpha$ を定めた検定において棄却されるか, 受容されるかを調べた. 表 41は
その比率を計算し, まとめたものである. これらの値は予め与えられた $\alpha$ に近いほど望ま
しい検定である. 表 41によると, 次のことが分かる.
まず, Anscombe の分散安定変換に基づく検定の $P$値は, 標本の大きさ $n$ を固定したと

き, $\lambda$ が大きくなるにつれて $\alpha$ に近づいていることがわかる. よって, $\lambda$ が大きければ良い
検定になることが予想される. Anscombe の分散安定変換は, 大きい母数 $\lambda$ について有効
であったので, この観点からもこの予想は妥当である. また, $\lambda$ を固定させ, 標本の大きさ $n$

を変化させても, 水準の精度はそれほど変化していないことが分かる. よって, Anscombe
の分散安定変換に基づく検定は, $\lambda$ が大きく, なおかつ標本の大きさ $n$ が少ないときに適

切な検定である.
尤度比検定の $p$値は, 標本の大きさ $n$ を固定したとき, $\lambda$ が大きくなるにつれて $\alpha$ に近

づいている. また, $\lambda$ を固定すると, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれて検定の水準の達
成精度が悪化している. この検定の特徴として, $\lambda=5$ のときには極端に悪い水準を示し
ているが, $\lambda$ が大きくなるにつれて良い水準を示す傾向にある. また, Anscombe の分散安
定変換に基づく検定と同様, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれて水準が悪くなる傾向が
あるが, その度合いは Anscombe の分散安定変換に基づく検定より小さい. しかし, 全体
的に尤度比検定よりも Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が良いことが分かる.
条件付きカイ 2乗検定の $P$値は, 標本の大きさ $n$ を固定すると, Anscombe の分散安定
変換に基づく検定や尤度比検定と同様, $\lambda$ が大きくなるにつれて良い水準を達成している.
逆に母数 $\lambda$ を固定すると, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれ, 良い水準を達成している.
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また, この表から条件付きカイ 2乗検定は全体的に水準 $\alpha$ よりも小さい値を示す傾向にあ
ることが分かる. 全体的に, 条件付きカイ 2乗検定は良い水準を達成しており, 特に標本
の大きさ $n$ が大きければ大変有用な検定であることが分かる.

Neyman-Scott検定の $P$値は, 標本の大きさ $n$ を固定すれば, $\lambda$ が大きくなるに水準は悪
くなり, 母数 $\lambda$ を固定すると, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれ, $\alpha=0.1$ のときを除い
て水準は良くなる. しかし, Neyman-Scott検定は全体的に水準の精度が良くないことが分
かる.

包除公式による近似マックス検定は標本の大きさ $n$ や, 母数 $\lambda$ の値に関わらず, 非常に
良い水準を達成している.
表 41から, 条件付きカイ 2乗検定と包除公式を用いた近似マックス検定が全体的に非
常に良い水準を達成していることが分かる. 近似マックス検定は標本の大きさ $n$や母数 $\lambda$

の値に関わらず良い水準を達成しているが, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれて棄却限
界値を計算することが困難になるため, 実際の利用法として, 標本の大きさ $n$ が小さいと

きには近似マックス検定, 標本の大きさ $n$ が比較的大きいときには条件付きカイ 2乗検定
を採用することが適当である. また Anscombe の分散安定変換を用いた検定は, 母数 $\lambda$ が

大きいとき精度が向上するので, 場合によっては Anscombe の分散安定変換を用いた検定
を用いることもできる.
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表 41検定の水準の達成状況

42 検出力の比較

Anscombeの分散安定変換に基づく検定と近似マックス検定は, 対立仮説 $K$ の下で検定
統計量の c.d.f. を求めることが可能であるので, この 2つの検定を検出力の観点から比較
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する.
近似マックス検定は, 与えられた $T=t$ の値によって c.d.f. が求められるため, 与えられ

た $T=t$ の値によって検出力が異なる. ここで, 検出力の比較をするためには $T=t$ の値
を 1つ固定しなければならない. いま, $T$ の分布はポアソン分布の再生性から $\mathrm{P}\mathrm{o}(\sum_{i=1}^{n}\lambda_{i})$

に従うので, $E(T)= \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}$ になる. そこで, $T= \sum_{i=1}^{n}\lambda_{i}$ が与えられたときの近似マッ
クス検定の検出力と, Anscombe の分散安定変換に基づく検定の検出力を比較する.

i) $n=5$ の場合. 帰無仮説 $H$ に対して対立仮説 $K_{1}\sim K_{8}$ を下記のように定める.

$H:\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{1}$ : $\lambda_{1}=15,$ $\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{2}$ : $\lambda_{1}=20,$ $\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{3}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=15,$ $\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{4}$ : $\lambda_{1}=5,$ $\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{5}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=5,$ $\lambda_{4}=\lambda_{5}=10$

$K_{6}$ : $\lambda_{1}=17,$ $\lambda_{2}=13,$ $\lambda_{3}=10,$ $\lambda_{4}=7,$ $\lambda_{5}=3$

$K_{7}$ : $\lambda_{1}=20,$ $\lambda_{2}=15,$ $\lambda_{3}=10,$ $\lambda_{4}=3,$ $\lambda_{5}=2$

$K_{8}$ : $\lambda_{1}=12,$ $\lambda_{2}=11,$ $\lambda_{3}=10,$ $\lambda_{4}=9,$ $\lambda_{5}=8$

ここで, 各対立仮説瓦 $(i=1, \cdots, 8)$ に対する検出力を求める. まず, Anscombeの分散
安定変換に基づく検定統計量を用いて検出力を求めると, 表 42になる. また, 包除公式を
用いた近似マックス検定によって検出力を求めると, 表 46になる.
表 42と表 46を比較すると, 対立仮説 $K_{1},$ $K_{2}$ の下では近似マックス検定の方が高い検
出力を示し, 対立仮説 $K_{3}\sim K_{8}$ の下では Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が
高い検出力を示していることが分かる.

ii) $n=10$ の場合. 帰無仮説 $H$ に対して対立仮説 $K_{1}\sim K_{7}$ を下記のように定める.

$H:\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{10}=10$

$K_{1}$ : $\lambda_{1}=15,$ $\lambda_{2}=\cdots=\lambda_{10}=10$

$K_{2}$ : $\lambda_{1}=20,$ $\lambda_{2}=.$ . . $=\lambda_{10}=10$

$K_{3}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=15,$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{10}=10$

$K_{4}$ : $\lambda_{1}=5,$ $\lambda_{2}=..$ . $=\lambda_{10}=10$

$K_{5}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=5,$ $\lambda_{4}=...$ $=\lambda_{10}=10$

$K_{6}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=17,$ $\lambda_{3}=\lambda_{4}=13,$ $\lambda_{5}=\lambda_{6}=10,$ $\lambda_{7}=\lambda_{8}=7,$ $\lambda_{9}=\lambda_{10}=3$

$K_{7}$ : $\lambda_{1}=14,$ $\lambda_{2}=13,$ $\lambda_{3}=12,$ $\lambda_{4}=11,$ $\lambda_{5}=\lambda_{6}=10,$ $\lambda_{7}=9,$ $\lambda_{8}=8,$ $\lambda_{9}=7,$ $\lambda_{10}=6$ .

$n=5$ の場合と同様にして, 各対立仮説 $K_{i}(i=1, \cdots, 7)$ に対する検出力を求める.
Anscombe の分散安定変換に基づく検定統計量を用いて検出力を求めると, 表 43になる.
また, 包除公式を用いた近似マックス検定によって検出力を求めると, 表 47になる. 表
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4.3, 表 4.7を比較すると, 対立仮説 $\mathrm{A}_{1}’,$ $I\mathrm{t}_{2}^{r}$ の下では近似マックス検定の方が高い検出力を
示し, 対立仮説 $\mathrm{A}_{3}’\sim \mathrm{A}_{7}’$ の下においては Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が
高い検出力を示すことが分かる.

iii) $n=15$ の場合. 帰無仮説 $H$ に対して対立仮説 $K_{1}\sim K_{7}$ を下記のように定める.

H. $\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{15}=10$

$K_{1}$ : $\lambda_{1}=15,$ $\lambda_{2}=\cdots=\lambda_{15}=10$

$K_{2}$ : $\lambda_{1}=20,$ $\lambda_{2}=\cdots=\lambda_{15}=10$

$K_{3}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=15,$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{15}=10$

$K_{4}$ : $\lambda_{1}=5,$ $\lambda_{2}=$ . . . $=\lambda_{15}=10$

$K_{5}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=5,$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{15}=10$

$K_{6}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=20,$ $\lambda_{3}=\lambda_{4}=15,$ $\lambda_{5}=\lambda_{6}=12,$ $\lambda_{7}=\lambda_{8}=\lambda_{9}=10$ ,
$\lambda_{10}=\lambda_{11}=8,$ $\lambda_{12}=\lambda_{13}=3,$ $\lambda_{14}=\lambda_{15}=2$

$K_{7}$ : $\lambda_{1}=17,$ $\lambda_{2}=16,$ $\lambda_{3}=15,$ $\lambda_{4}=14,$ $\lambda_{5}=13,$ $\lambda_{6}=12,$ $\lambda_{7}=11,$ $\lambda_{8}=10$ ,
$\lambda_{9}=9,$ $\lambda_{10}=8,$ $\lambda_{11}=7,$ $\lambda_{12}=6,$ $\lambda_{13}=5,$ $\lambda_{14}=4,$ $\lambda_{15}=3$

Anscombe の分散安定変換に基づく検定統計量を用いて検出力を求めると, 表 44にな
る. また, 包除公式による近似マックス検定の検出力を求めると, 表 48になる. 表 44, 表
4.8を比較すると, 対立仮説 $K_{1},$ $K_{2}$ の下では近似マックス検定の方が高い検出力を示し,
対立仮説 $\mathrm{A}_{3}’\sim \mathrm{A}_{7}’$ の下においては Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が高い検
出力を示していることが分かる.

iv) $n=20$ の場合. 帰無仮説 $H$ に対して対立仮説 $K_{1}\sim K_{7}$ を下記のように定める.

$H:\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{20}=10$

$K_{1}$ : $\lambda_{1}=15,$ $\lambda_{2}=\cdots=\lambda_{20}=10$

$K_{2}$ : $\lambda_{1}=20,$ $\lambda_{2}=\cdots=\lambda_{20}=10$

$K_{3}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=15,$ $\lambda_{4}=.$ . . $=\lambda_{20}=10$

$K_{4}$ : $\lambda_{1}=5,$ $\lambda_{2}=..$ . $=\lambda_{20}=10$

$K_{5}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=5,$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{20}=10$

$K_{6}$ : $\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=20,$ $\lambda_{4}=\lambda_{5}=\lambda_{6}=15,$ $\lambda_{7}=.$ $..=\lambda_{11}=10$ ,
$\lambda_{12}=\lambda_{13}=\lambda_{14}=7,$ $\lambda_{15}=\lambda_{16}=\lambda_{17}=5,$ $\lambda_{18}=\lambda_{19}=\lambda_{20}=3$

$K_{7}$ : $\lambda_{1}=19,$ $\lambda_{2}=18,$ $\lambda_{3}=17,$ $\lambda_{4}=16,$ $\lambda_{5}=15,$ $\lambda_{6}=14$ ,
$\lambda_{7}=13,$ $\lambda_{8}=12,$ $\lambda_{9}=11,$ $\lambda_{10}=\lambda_{11}=10,$ $\lambda_{12}=9,$ $\lambda_{13}=8$ ,

$\lambda_{14}=7,$ $\lambda_{15}=6,$ $\lambda_{16}=5,$ $\lambda_{17}=4,$ $\lambda_{18}=3,$ $\lambda_{19}=2,$ $\lambda_{20}=1$

Anscombe の分散安定変換に基づく検定統計量を用いて検出力を求めると, 表 45にな
る. また, 包除公式による近似マックス検定の検出力を求めると, 表 49になる. 表 45, 表

107



4.9を比較すると, 対立仮説 $\mathrm{A}_{1}’\sim K_{3}$ の下では近似マックス検定の方が高い検出力を示し,
対立仮説 $K_{4}\sim I\mathrm{e}_{7}’$ の下においては Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が高い検
出力を示している.

これらの $\backslash J^{\backslash }\iota$ ミレーションの結果, 次のことが分かる.
対立仮説 $K_{1},$ $K_{2}$ のような, ある少数個の母数が突出している対立仮説の場合において

は, 近似マックス検定の方が高い検出力を示すが, $K_{4},$ $K_{5}$ のような他の母数に比べて, 小
さい母数が少数ある対立仮説においては Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が
高い検出力を示している. この傾向は, 観測値の中で最大のものを取るという近似マック
ス検定の特質を考えても妥当であり, 標本の大きさ $n$ や母数 $\lambda$ を変化させても保たれると
考えられる. また対立仮説 $K_{3}$ においては| $=5,10,15$ の場合は Anscombe の分散安定
変換に基づく検定の方が高い検出力を示しているが, $n=20$ の場合は近似マックス検定
の方が高い検出力を示している. また標本の大きさが $n=5,10,15$ と大きくなるにつれ,
Anscombe の分散安定変換に基づく検定と近似マックス検定の検出力の差は小さくなって
いる. これは, $K_{3}$ のような複数個の母数が他の母数よりも大きい対立仮説の場合は, 全体
の標本の大きさに対して大きい母数の数の割合が低いときには近似マックス検定, 高いと
きには Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方が検出力が高くなることを示唆して
いる, と考えられる. 言い換えると, ポアソン分布の母数のばらつきの程度が大きければ
Anscombe の分散安定変換に基づく検定の方がよい. このことは対立仮説 $K_{6},$ $K_{7}$ の検出
力の比較からも分かる. また, 一般的な傾向として近似マックス検定は与えられる $T=t$

の値が大きくなるにつれて検出力が高くなる.
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表 4.2 $n=5$ における Anscombeの分散安定変換に基づく検定の検出力

表 4.$ $n=10$ における Anscombeの分散安定変換に基づく検定の検出力

表 4.4 $n=15$ における Anscombeの分散安定変換に基づく検定の検出力

表 4.5 $n=20$ における Anscombeの分散安定変換に基づく検定の検出力
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表 46 $n=5$ における近似マックス検定の検出力
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表 4.7 $n=10$ における近似マックス検定の検出力
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表 4.8 $n=15$ における近似マックス検定の検出力
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表 49 $n=20$ における近似マックス検定の検出力
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5 おわりに

本論では, 水準と検出力のシミ $\iota$ レーションによって検定の比較を行った. その結果, 条件
付きカイ 2乗検定と近似マックス検定は良い水準の精度を達成していた. また, Anscombe
の分散安定変換に基づく検定統計量は母数 $\lambda$ が大きいときには良い水準を達成することが
分かった.
また, Anscombe の分散安定変換に基づく検定による検定と, 近似マックス検定の検出

力を比較した結果, 一様に高い検出力を示す検定は得られず, これらの検定は対立仮説に
よって選択しなければないことが分かった. また, 与えられる $T=t$ の値が大きくなると
近似マックス検定の検出力が高くなるので, 観測値に応じて検定を選択することも可能で
ある.

しかし, これらの結果はシミ $\mathrm{n}$ レーションによって得られたものであるため, 今後, 理論
的にどちらがよいのか検証していくことが必要である. また本論では, 近似マックス検定
の対立仮説 $K$ の下での c.d.f. の近似式として, 第 2項目までの近似を用いたが, 標本の大
きさ $n$ が大きくなるにつれて, また対立仮説のばらつきが大きくなるにつれてその精度が
悪くなっている. より高い精度の検出力を求めるには第 3項目までの近似, 第 4項目まで
の近似も必要になってくるが, 標本の大きさ $n$ が大きくなるにつれてよりこれらの近似は
パソコンのレベルでは困難であるため, 別の方法の模索の必要性も考えられる. また本論
では, Anscombe の分散安定変換に基づく検定と近似マックス検定の 2つの検定のみを比
較したが, 条件付きカイ 2乗検定等の検出力を求めることによって, より良い検定を得ら
れる可能性がある.
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