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1 始めに

近年、計算機能力の向上やアルゴリズムの改良によって、 工学や産業上の諸問題を数式処理を利用して解
決することが現実的となって来た。 ここでは、 数値計算ツールである MATLAB を利用して、数式処理のア
ルゴリズムを用いたロバスト制御系の設計支援ツールを作成した。 このツールでは、制御系設計の諸問題
を SDC(Sign Definite Condition) とよばれる比較的簡単な制約式に変換できることを利用し、 これに特化
した Quantifier Elimination (以下、 $\mathrm{Q}\mathrm{E}$) を用いることで制御系設計問題を解決する。このツールは、 制約
問題を解く数式処理のアルゴリズムである QE を用いることで、要求される制御仕様を満たす制御器のパ
ラメータの決定をパラメトリックに行う制御系設計支援ツールである。 $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ を用いることにより、パラメト
リックな取り扱いが可能となるだけではなく、 非凸な制約問題に帰着される制御系設計問題も (正確に) 解
くことができる, また、 このツールでは–連の設計作業を全て GUI 上で行なえることが特徴である。
付加機能として、 3変数の問題に関しても、パラメータの可能領域の平面図だけでなく三次元表示機能も

追加した. また、大規模なプラントに対する設計問題を処理する際に、数式処理のアルゴリズムだけでは計
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算コストの問題で解を得ることができないことも多い。その場合に、 区間数を用いた数値計算で所望のパ
ラメータの可能領域を、指定された精度で、実行可能な領域、実行不可能な領域、そして、わからない領域
の 3種類にに分割して求めて表示する機能も実装した。

2 パラメータ空間アプローチによる制御系設計

本ツールは、H\infty 。ノルム制約やゲイン位相余裕、 極配置等の制御系設計の諸問題を、 Sign Deflnite
Condition(以下、 SDC) と呼ばれる係数にパラメータを含む 1変数多項式の正定条件の形に帰着させ、 SDC
に特化した QE アルゴリズムを用いることにより、設計パラメータの可能領域を求める。 この節では、 まず
全体の制御系設計の手順を簡単に示し、その後 SDC の定義と各制御仕様の SDC への帰着の手順について
例を示す。

2.1 設計手順

図 1のようなフィードバック制御系を考え、制御系設計をパラメトリックアプローチによって行なう場合
の手順を以下に示す。

1 コントローラ $C$ の種類を決定し、 コントローラ $\mathrm{C}$ において設計するパラメータを決める。Pl 制御系
の例を挙げると、 パラメタ $:k,$ $m$ , コントローラ $C(s)=k+ \frac{m}{*}$ となる。

2. 設計仕様 $\emptyset$: を first-order formula $\emptyset$: に変形する。

3. $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ を用いて $\psi_{1}$ を解き、 すべての仕様 $\emptyset$: を満たす $\mathrm{C}$ のパラメータの可能領域を計算する,

4. パラメタ空間において、仕様 $\emptyset$: を満たす領域を重ね合わせる。 重ね合わせで得られた領域から、パ
ラメタの値を選び、制御系に適用する。

2.2 SDC(Sign Definite Condition)

まず、 SDC の定義は以下である。

定義 1
関数 $f(x)$ : $\mathbb{R}\vdash+\mathbb{R}$ が区間 $x\in[a_{j}b],$ $a<b$ において符号を維持、
または $x$ 軸と交わらないとき、 関数 $f(x\rangle$ は Sign Definite であ
るといい、 $f(x)\in \mathrm{N}_{0}[a, b]$ と記述する。

図 1: $\mathrm{P}\mathrm{I}$ コントローラ設計例

221 H\infty 。ノルム制約条件

次に、 H。。ノルム制約条件の SDC への変換例を示す。
図 1の忌うなシステムの感度関数 $S(s)$ および相補感度関数

$T(s)$ は以下のように表される。

$S(.s.)= \frac{1}{1+P(\epsilon)C(s)}=\frac{s^{2}-s}{s^{2}+\langle k-1)s+m}$ (1)

$T(s)= \frac{P(s)C(\epsilon)}{1+P(s)c_{}(s)}=\frac{ks-m}{s^{2}+(k-1)s+m}$ (2)
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ここで、 感度関数は目標値応答性に関係し、 低周波では小さい方が望ましい。つまり、 各周波数 \mbox{\boldmath $\omega$}、以下に
おいて \mbox{\boldmath $\gamma$}、未満にしたいとする。 また、相補感度はロバスト安定性に関係し、 高周波で小さい方が望ましい。
つまり、 各周波数 $\omega_{rt}$ 以上において $\gamma_{r}$ 未満になるようにしたいとする。

この制約条件は、周波数帯域を $[\omega_{1},\omega_{2}]$ に限定したノルム

$||G||_{[\nu_{1},\omega_{2}]}‘=$ $\sup$ $\overline{\sigma}(G(j\omega))$ (3)
$w_{1}\leq‘ v\leq\omega_{2}$

を定義すると、以下のように表せる。

$||S(\epsilon)||_{[0,\omega.1^{<\gamma_{l}}}$ (4)
$||T(\epsilon)||_{[\omega_{2},\infty 1^{<\gamma_{t}}}$ (5)

ここで. 安定な $n$ 次の伝達関数 $G(s)=C(sI-A)^{-1}B+D$ において、ハミルトン行列

$H=-\mathrm{x}(\gamma^{2}I-D^{T}D)^{-1}[-D^{T}C$ $B^{T}]$ (6)

の特性多項式
$h(s^{2})=|sI-H|= \sum h_{j^{S^{2i}}}n$ {7)

$j=0$

に関して、 $\epsilon^{2}$ を $x$ と置き換え、

$f(x)= \sum_{j=0}^{\hslash}h_{i^{X^{1}}}$ {8)

とする。 このとき、 安定な $n$ 次の伝達関数数 $G(\epsilon)=C\{sI-A)^{-1}B+D$ が $||G||[\omega_{1},‘ v_{2}]<\gamma$ を満たすため
の必要十分条件は、 $\overline{\sigma}(G(j\omega\iota))<\gamma$ または $\overline{\sigma}(G(j\omega_{2}))<\gamma$ を満たし、 $\omega_{1}^{2}\leq x\leq\omega_{2}^{2}$ で f(x)\neq 0、すなわち、

$f(x)\in \mathrm{N}\mathrm{o}[\omega_{1}^{2},\omega_{2}^{2}]$ となることである。

これを条件 (4),(5) に適用すると、 (1), $\langle$ $2)$ より

$f_{l}(x)=x^{2}+ \frac{(2m\gamma_{l}^{2}-(k-1)^{2}\gamma_{l}^{2}+1)x+m^{2}\gamma_{l}^{2}}{-1+\gamma_{l}^{2}}\in \mathrm{N}_{0}[0,\omega_{l}^{2}]$ (9)

$ft(X)=x^{2}+(2m-(k-1)^{2}+ \frac{k^{2}}{\gamma_{t}^{2}})x+m^{2}(1-\frac{1}{\gamma_{t}^{2}})\in \mathrm{N}_{0}[\omega_{t}^{2}, \infty]$ (10)

となる。本ツールで用いている $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{N}\mathrm{R}\mathrm{A}\mathrm{C}$ の SDC 用 $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ では、 $f(x)>0,$ $x>0$ という条件のもののみを対
象としているので、 この条件に (9),(10) を変換する. すなわち、 $\sim,\omega_{2}^{2}$] を $[0, \infty]$ に移す変換

$z= \frac{x+w_{1}^{2}}{1+_{\omega_{2}}ae\neg}$ (11)

を用いて、

$f_{*}(z)=. \frac{(\gamma^{2}-1)\gamma_{l}^{4}z^{2}+(z-\omega_{l}^{2})^{2}m^{2}\gamma_{l}^{2}+((k-1)^{2}\gamma_{l}^{2}-2m\gamma_{l}^{2}-1)(\omega_{1}^{2}z-1)\omega_{l}^{2}z}{(\gamma_{l}^{2}-1)(z-\omega_{l}^{2})^{2}}\in \mathrm{N}_{0}[0, \infty]$ (12)

$f_{t}(z)=(z- \omega_{\mathrm{t}}^{2})^{2}+m^{2}(1-\frac{1}{\gamma_{t}^{2}})+(2m-(k-1)^{2}+\frac{k^{2}}{\gamma_{t}^{2}})(z-\omega_{t}^{2})\in \mathrm{N}_{0}[0, \infty]$ (13)

と変換する [2]。これらの SDC に対して、 SDC に特化した Sturm-Habicht 列を用いた $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ アルゴリズム [1]
を適用して、 設計仕様を満たすコントローラのパラメータの実行可能領域を求めパラメタ空間内にプロッ
トする。
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222 ゲイン位相余裕

次に、 ゲイン位相余裕を考える。制御系 $G(\epsilon)$ を以下のように分解する。

$G(j \omega)=\frac{g_{r}(\omega)+jg_{j}(\omega)}{d(\omega)}$ (14)

ここで、

$\{$

$f_{1}\langle\omega,t)=g_{r}(\omega)-d(\omega)=\mathit{0}$

$f_{2}\langle\omega)=g_{j}(w)=0$
(15)

$\{$

$f\mathrm{a}(\omega)=g_{r}^{2}(\omega)+g_{j}^{2}(\mathrm{J}d)-d^{2}(\omega\rangle=0$

$f_{4}(\omega,t)=g_{r}(\omega)-d(\omega)\=0$
(16)

とする. $G(s)$ がゲイン余裕 $(\gamma_{m}, \gamma^{M})$ をもっとき、 $f_{\mathit{9}}\{t$ ) $=E\mathrm{u}c[f1(\omega,9), f_{2}(\omega),\omega]$ とすると、

$fff(t)\in \mathrm{N}_{0}[-1/\gamma_{m}, -1/\gamma^{M}]$ (17)

を得られる。 ここで、 $Euc[f, g,t]$ は、 $f,g$ からユークリッドの互除法を用いて変数 $t$ を消去する濱算である。

同様に、 $G(s)$ が位相余裕 $\phi(0\leq\phi<2\pi)$ をもっとき、 $f_{\mathrm{P}}$ ($)=Euc[f\epsilon (\mbox{\boldmath $\omega$}), $f_{4}(\omega,t),\omega$ ] とすると、

$f_{l}(t)\in \mathrm{N}_{0}[-1,\cos(-\pi+\phi)]$ (18)

を得られる [3]. これらん $(t),$ $f_{\mathrm{P}}(t)$ を H\infty 。ノルム制約条件の場合と同様に、 $[\omega_{1},w_{2}]$ を $[0, \infty]$ に移す変換

$z= \frac{-(t-w_{1})}{(t-\omega_{2})}$ (19)

を行ない、 $f_{\mathit{9}}(z),$ $f_{\mathrm{P}}(z)$ を得る。 これらの SDC に対して、 SDC に特化した Sturm-Habicht 列を用いた QE
アルゴリズムを適用して、 設計仕様を満たすコントローラのパラメータの実行可能領域を求めパラメタ空
間内にプロットする。

3 Parametric robust control ツールボックス
これまで、 前節で述べた設計手法に基づいた MATLAB 上の Parametric robust control ツールボックス

(以下、 PRC ツールボックスと書 $\text{く}$ ) $[4,1]$ を作成してきた。 ここでは、簡単に PRC ツールボックスの基本
機能について述べ、今回新たに追加した機能について説明する。

3.1 基本機能

PRC ツールボックスは、 パラメタや仕様を設定したり、演算結果や変数の値を入力/表示する基本ウイ

ンドウ (図 2左)、 システムの仕様を GUI 上で設定する制御仕様ウインドウ (図 2右上、基本ウインドウの
[Window8] 項目、 [Param] ボタン押下で表示)、選択された仕様を満たすパラメタ領域を表示するパラメタ
領域ウインドウ (図 2右下、基本ウインドウの [Windows] 項目、 [DNF] ボタン押下で表示) から構成される。

基本的な使用方法は以下の通りである。

1. 基本ウインドウの [Windows] ボタンで表示させたい図のボタンを押下

77



図 2: PRC ツールボックス

2. 基本ウインドウの [System] 項目に、 プラント、 コントローラの伝達関数を入力

3. 適用したい制御仕様のチェックボックスにチェックを入れ、 仕様を設定
(仕様の設定に関しては、基本ウインドウのエディットポックスに直接入力するか、制御仕様ウインド
ウ上でグラフィックオブジェクトを操作することで設定可能)

4. 基本ウインドウの [Update] ボタンを押下

基本ウインドウの [Update] ボタンを押下すると、指定した設計仕様に対する実行可能なパラメータの領域
がパラメータ空間中にプロットされ、仕様を満たす領域が赤色によって表示される。複数の仕様を選択した
場合は、 それぞれの条件を満たす領域の重ね合わせが表示される。図 2に表示されているのは、感度関数、
相補感度関数、 Hurwitz 安定性の 3条件の重ね合わせである。
また、 基本ウインドウのパラメタ入力欄に数値を入力、 またはパラメタ領域ウインドウ上をマウスでク

リック ドラッグすることによって、パラメタの値が制御仕様ウインドウに反映され、パラメタ領域上のあ
る点におけるシステムの特性を確認することが出来る。

3.2 付加機能

321 $3\mathrm{D}$ 衰示

図 1の例では、 $\mathrm{P}\mathrm{I}$ コントローラを用いており、使用するパラメータ変数は $.m,$ $k$ の 2変数であった。実際
の制御設計では、 2変数以上の変数を扱うこともある。 PRC ツールボックスでは、 PID コントローラのよ
うな 3つのパラメータ変数 (ここでは、 $m,$ $k_{i}l$ とする) をもつ場合に、 パラメタの実行可能領域の $3\mathrm{D}$ 表示
と、 切断面での $2\mathrm{D}$ 表示で可視化する (図 3)。この機能は、 PRC ツールボックスの基本ウインドウで、 $[3\mathrm{D}]$

ボタンを押下することで使用可能である。
$3\mathrm{D}$ 表示ウインドウには、 全領域表示、解領域表示、 $\mathrm{X}\mathrm{Y}$ 平面表示、 $\mathrm{Y}\mathrm{Z}$ 平面表示、 $\mathrm{Z}\mathrm{X}$ 平面表示のチェッ
クボックスを持つ. 図 3は、解領域表示の例である, $\mathrm{X}\mathrm{Y}$ 平面表示、 $\mathrm{Y}\mathrm{Z}$ 平面表示、 $\mathrm{Z}\mathrm{X}$ 平面表示では、 各平
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図 4: 各平面への断面表示

面で解領域を切断した面が表示され、 この断面がパラメタ領域ウインドウと連動しており、 パラメタ領域ウ
インドウの白図下部のスライダバーを動かすことによって、 $3\mathrm{D}$ 解領域の断面を移動させることが出来る。

322 精油保障付き散値計算によるパラメータの可能領域の抽出

PRC ツールボックスでは、制御の諸問題を SDC に帰着させて、 QE を使用して適合する領域を得てい
た。 これは、 数式処理を利用するため正確な解は得られるが、 演算時間が制御系が大きくなった場合など
は大変にかかる等の問題もでてくる。 そこで、追加機能として、 2変数の場合に区間演算を用いて制度保証
付き数値計算によって描画を行なう機能を実装した。この機能は、 PRC ツールボックスの基本ウインドウ
で、 [DNF2] ボタンを押下することで使用可能である。実装にあたっては、区間演算に基づいて精度を保障
しつつ制約問題を解くことができる RSolver1) を用いている。 RSolver は、 入力として

$\bullet$ 制約条件 \mbox{\boldmath $\phi$}(-階述語論理式)

$\bullet$ 矩形 B\langle パラメータ空間における有限領域)

が与えられたとき、次のような 3種類の 2次元の矩形 $\mathrm{B}$ に含まれる box の集合のリスト $[T, F, U]$ を出力す
る。 ここで、. $T^{\iota}=\{\phi$ が、 すべての box 中のパラメータ値において真となるような box $\}_{\text{、}}$

$\bullet$ $F=$ { $\phi$ が、 すべての box 中のパラメータ値において偽となるような box },. $U=$ { $T,$ $F$ のどちらかわかっていない box }。

である。

$1)_{\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}1*\mathrm{t}}$. 版 RSolver が以下の URL で公開されている:httP: /八 39.19.1 $.8:8080/\mathrm{R}\cdot 01\text{▼}\cdot \mathrm{r}/\mathrm{n}\cdot 0\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$ , htnl
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例えば、 $\exists y\in[-2,2]x^{2}+y^{2}\leq 1$ で $x$ が区間

[-2, 2] の場合を考える。ここで、 $x^{2}+y^{2}\leq 1$ を制約

条件と考えると、矩形 $[$-2, $2]\cross[-2,2]$ではこの制約

条件はすべては満たされないので $\mathrm{U}$ となる。そこで、

$y$ の区間を 2等分して、制約条件を $\exists y\in[-2,\mathit{0}]x^{2}+$

$y^{2}\leq 1\vee\exists y\in[0,2]x^{2}+y^{2}\leq 1$ のように作り直
す。 この手順を繰り返して、 領域 [-2, 2] $\mathrm{x}[-2,2]$

を $\mathrm{T},$ $\mathrm{F},$
$\mathrm{U}$ の 3種類の矩形に所望の精度 (つまり、

最小 box のサイズ) まで分割していく。PRC ツール
ボックスでは、 RSolver を適用して、 $\mathrm{T}$ の場合を赤
色、 $\mathrm{F}$ の場合を白色、 $\mathrm{U}$ の場合を黒色で描画するこ
とで、 制約条件の満たされる領域を描画する。分割
の精度については、ユーザが現状では「細, 中, 粗」 図 5: SDC による領域と RSolver による領域表示
の 3段階を選ぶ形で指定できる。

4 まとめ

制御工学における設計の諸問題が SDC の形に帰着できることを利用して. $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ を利用した数式処理によ
る設計支援ツールを作成した。従来の数値計算を用いて Trial&Error によるテストを繰り返して設計をし
ていく手法と比べて、GUI で操作できること、 またパラメタの値を選んだ際のボーデ線図、 ナイキスト線
図などの状態を画像で確認できるため、 制御工学の設計問題を扱う際には有用であると考える。
今後の課題は、制御設計において有用な仕様 (極配置等) を実装することである.
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