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Abstract
本稿では, 1変数多項式の部分終結式の拡張の–つである “再帰的な部分終結式 (recursive subresultant)”

の新たな表現として |‘入れ子部分終結式 (nested $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{r}\infty \mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$)’および ‘mm入れ子部分終結式 (reduoed
nested subresultant)” を与える. 簡約入れ子部分終結式は, その行列の次元が, 最初に著者が提案した再
帰的な部分終結式の行列ひ比べて大幅に小さ \langle なり, 再帰的な多項式剰余列に基づく種々の計算が容易に
なる.

1 はじめに

多項式剰余列 (PRS) は数式処理における基本的な道具の–つである. 多項式剰余列の算法として知られ
ている Euclid の互除法 [4] は単純であるが, 係数膨張が計算効率上の問題となる. この間題の解決策として,
係数膨張の仕組みが詳しく調べられ, 部分終結式の理論が発展してきた (Brown and $?$} $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{b}[2]$ , Collio [3],

Loo8 [5] 等を参照). 部分終結式の理論を用いることにより, 多項式剰余列の要素に現われる余分な因子を
系統的に取り除き, 係数膨張を抑制することが可能になる.
著者は, これまでの研究で, 多項式剰余列の–つの拡張として “再帰的な多項式剰余列 (recursive $\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{S}$)$”$ ,
および, それに対応する部分終結式として “再帰的な部分終結式 ($\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\backslash \mathrm{l}\mathrm{r}\mathfrak{t};\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ subresultant)” をそれぞれ提案

した ([6], [9]). 再帰的な多項式剰余列は, 多項式剰余列の最後に初期多項式の GCD が現われた際に, それ

とその 1階微分を入力として新しい多項式剰余列を生成し,剰余が定数になるまで計算を繰り返すものであ
る. 再帰的な多項式剰余列の各要素の係数は, 最初に与えられる多項式の係数に依存し, それらは再帰的な

部分終結式によって表現することができる. しかし, 再帰の回数が深くなると, その部分終結式行列の次数

は増大し, 部分終結式行列を用いた諸計算が実用に適さなくなる [9].

本稿では, 再帰的な多項式剰余列に対する部分終結式の新たな表現として “入れ子部分終結式 (naeted

subraeultant)” および “簡約入れ子部分終結式 (reduced nested subrenlltant)” を与える. 入れ子部分終結

式は, その係数力\nwarrow 初期多項式の係数を要素とする行列式の入れ子で表され, 再帰的な部分終結式と簡約入れ
子部分終結式の同値性を示すのに用いる. 簡約入れ子部分終結式は, その行列が, 入れ子部分終結式行列を

分数なし Galiss の消去法を用いて簡約したものと同値で, もとの再帰的な部分終結式行列に比べると次元が
大幅に小さくなっており, 再帰的な多項式剰余列に基づく種々の計算が容易になる.
本稿では以下の内容を述べる. 第 2章では再帰的な多項式剰余列と再帰的な部分終結式を復習する. 第 3

章では入れ子部分終結式を定義し, 再帰的な部分終結式との同値性を示す. 第 4章では簡約入れ子部分終結
式を定義し, これが入れ子部分終結式を簡約した表現であることを示す.

$*\mathrm{t}\cdot\iota \mathrm{u}\iota\alpha \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{h}.\mathrm{t}\cdot \mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{u}\mathrm{b}\cdots \mathrm{c}.$ jp
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2 再帰的な多項式剰余列と再帰的な部分終結式
$R$ を整域, $K$ を $R$ の商体とし, $F$ と $G$ を $R[x]$ の 1変数多項式とする. $F$ と $G$ が自明でない GCD をもっ

場合, 普通はそこで剰余列の計算を終えるが, その GCD とその 1階微分から新たな多項式剰余列を生成す
る計算が用いられる場合がある (無平方分解など). このようにして計算される多項式剰余列を “再帰的な
多項式剰余列’? と呼ぶ.
以下では, 本稿の議論に必要な記号を定義し, 再帰的な多項式剰余列と再帰的な部分終結式の定義を復習

する (証明などの詳細は Terui [6] を参照).

2.1 再帰的な多項式剰余列
定畿 1(多項式剰余列 (PRS))
$F$ と $G$ を $R[x]$ の 1変数多項式とし, 次数をそれぞれ $m,$ $n$ (ただし $m>n$) とする. このとき,

$P_{1}=F$, $P_{2}=G$ , $\alpha_{*}P_{1-2}=q_{i-1}P_{i-1}+\beta:P_{*}$. $(i=3, \ldots, l)$ ,
(1)

$\alpha_{*},\beta_{i}\in R$ , $\deg(P_{i-1})>\deg(P_{i})$

によって定義される多項式の列 $(P_{1}, \ldots, P_{l})$ を $F$ と $G$ の多項式剰余列 $(PRS)$ といい; $\mathrm{p}_{1}\mathrm{w}(F, G)$ で表す. こ
のとき, 列 $((\alpha \mathrm{a},h),$

$\ldots,$ ( $\alpha\iota$ ,角) $)$ を $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(F, G)$ の division rule という (von zur Gathen and Liicking [8] を
参照). $P_{l}$ が定数のとき, $\mathrm{p}\mathfrak{n};(F,G)$ は完全 (complete) であるという (Knuth [4] を参照). 1

定義 2(羅帰的な多項式剰余列 (Recursive PRS))
$F$ と $G$ を定義 1で定義される多項式とする. このとき,

$P_{1}^{(1)}=F$, $P_{2}^{\langle 1)}=G$ , $P_{l_{1}}^{(1)}=\gamma_{1}\cdot \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(1)}, P_{2}^{(1)})$ , $\gamma_{1}\in R$ ,
$(P_{1}^{(1)},P_{2}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)})=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(P_{1}^{(1)}, P_{2}^{(1)})$,

$P_{1}^{(k)}=P_{l_{h-1}}^{\langle k-1)}$, $P_{2}^{(k)}= \frac{d}{dx}P_{l_{k-1}}^{\langle k-1)}$ , $P_{l_{k}}^{(k)}=\gamma_{k}\cdot \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{(k)})$ , $\gamma_{k}\in R$,
(2)

$(P_{1}^{(k\rangle}, P_{2}^{(k)}, \ldots, P_{l_{k}}^{\langle k)})=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{\langle k\rangle})$, $k=2,$ $\ldots,t$

によって与えられる多項式の列 $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, P_{1}^{(2)}, \ldots, P_{l_{l}}^{(2)}, \ldots, P_{1}^{(\mathrm{t})}, \ldots, P_{l_{1}}^{\langle t)})$を $F$ と $G$の再心的な多項式
剰余列 (recumive $PRS$) といい, $\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}^{\backslash }(F, G)$ で表す. このとき, 列 $((\alpha_{\theta}^{(1)},\beta_{\}^{(1)}),$

$\ldots,$
$(\alpha_{l_{*}}^{(t)}, \beta_{l_{\ell}}^{(\mathrm{t})}))$ を $\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathfrak{t}|(F, G)$

の市軸 on rule という. $P_{l_{t}}^{(t)}$ が定数のとき t rprti$(F, G)$ は完全 (complete) であるという. I

以下では次の記法を用いる. $k=1,$ $\ldots,$
$t$ および $i=1,$ $\ldots,$

$l_{k}$ に対し, $c_{i}^{(k)}=1\mathrm{c}(P_{:}^{(k)}),$ $n_{\dot{l}}^{(k)}=\deg(P_{i}^{(k)})$,
$io=m,$ $j_{k}=n_{l}^{(k)}$ とお $\text{く}$ . $k=1,$ $\ldots,$

$t$ および $i=1,$ $\ldots,$
$l_{k}-1$ に対し, $d^{(k)}.\cdot=n_{1}^{(k)}.-n_{i+1}^{\langle k)}$ とおく.

22 再帰的な部分終結式

ここでは, 再帰的な部分終結式の定義を与える. その係数は, 初めに与える $F$ と $G$ の係数の要素とする行
列式で表される.

$F$ と $G$ をそれぞれ次式で与えられる $R[x]$ の多項式とする.

$F(x)=f_{m}x^{m}+\cdots+f\mathrm{o}x^{0}$ , $G(x\rangle$ $=g_{n}x^{n}+\cdots+g_{0}x^{0},$ $m\geq n>0$ . (3)

正方行列 $M$ に対し, $M$ の行列式を $|M|$ で表す.
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定義 3(Sylvester行列, 部分終結式行列)
$F$ と $G$ を式 (3) で定義される多項式とする. このとき, $F$ と $G$ の係数から式 (4) の $N(F, G)$ によって定義
される $(m+n)$ 次正方行列を $F$ と $G$ の Sylvester行列という巧 $<n$ に対し, $N(F, G)$ から $F$ の係数部分
の左側 $n-j$ 列と $G$ の係数部分の左側 $m-j$ 列を取り出した小行列 (式 (4) の $N^{(j)}(F,$ $G)$ ) を $F$ と $G$ の $j$

次の部分終結式行列という.

$N(F, G)=$
$(f_{m}:.:f_{0}:f_{m}\underline{n\text{列}}f_{0}:.g_{fl}\mathit{9}^{\cdot}0:\underline{m\text{列}}:g_{n}\mathit{9}^{\cdot}0:)$

, $N^{(j)}(F, G)=$
$n-jp\mathrm{J}m-jp\mathrm{J}$ . $(4)$

定義 4(再帰的な部分終結式行列)
$F$ と $G$ を式 (3) で定義される多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{\langle 1)}, \ldots, P_{1}^{\langle t)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(t\rangle})$ を $F$ と $G$ の完全な再帰的
多項式剰余列とする. このとき, 数の組 $(k,j)$ (ただし $k=1,$ $\ldots$ , $t,$ $j=$ 九_1--2, .. ., $0$) に対し, 行列
$\overline{N}^{(k_{J})},(F, G)$

’

を以下のように再帰的に定義する.

1. $k=1$ に対し, $\overline{N}^{\{1,j)}(F, G)=N^{(\mathrm{j})}(F, G)$ とおく.

2. $k>1$ に対し, $\overline{N}^{(k,\mathrm{j})}(F,G)$ を以下の上ブロックと下ブロックからなる行列として定義する.

(の $\overline{N}^{\langle k-1,j_{k-1})}(F, G)$ の下 $j_{k-1}+1$ を取り除いた小行列を $\overline{N}_{U}^{(k-1_{\dot{\theta}\mathrm{k}-1}\rangle}\text{とお}\langle$ . このとき, $\overline{N}_{U}^{\langle k-1_{\dot{\theta}k-1})}$

を左上部から対角線状に $(j_{k-1}-j_{k}-1)$ 個並べたブロックを上ブロックとする.
$(b)\overline{N}^{(k-1,j_{k-1})}(F, G)$ の下 $j_{k-1}+1$ の小行列を $\overline{N}_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$ とおき, $\overline{N}_{L}^{(k-1,\mathrm{j}_{k-1})}\text{の第}j_{k-1}+1-\tau$行

$(\tau=j_{k-1}, \ldots, 1)$ を $\tau$ 倍し, 最下行を除いた小行列を $\overline{N}_{\iota^{(k-1,j_{k-1})}}’$ とおく. このとき, 九_1 $-j-1$
個の $\overline{N}_{L}^{(k-1,\mathrm{j}_{\mathrm{k}-1})}$を最左部のブロックから 1行ずつ右下がりになるように並べ, ついで $j_{k-1}-j$

個の $\overline{N}_{\mathrm{r}^{\langle k-1,j_{\hslash-1})}}’$ を, 最左部のブロックの第 1行を $\overline{N}_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$ の最左部のブロックの第 1行に
合わせ, 以下 1行ずつ右下がりになるように並べたものを下ブロックとする.

このとき, $\overline{N}^{(k,\mathrm{j})}(F, G)$ を $F$ と $G$ の (k,の次の再帰的な部分終結式行列と呼ぶ. $\mathrm{I}$

命題 5
$k=1,$ $\ldots,$

$t$ および $j<j_{k-1}-1$ に対し, (k,の次の再帰的な部分終結式行列 N-(k,の $(F, G)$ の行数と列数は, そ

$\text{れ}\mathrm{f}\mathrm{t}\downarrow(m+n-2j_{1})\mathrm{x}(2j_{k-1}-2j-1)4_{\mathrm{J}\text{である}^{}\prod}l-2.\mathrm{I}k-\iota_{(2j_{l-1}-2j_{1}-1)\}(2j_{k-1}-2j-1)+j}$
行, $(m+n-2j_{1}) \{\prod_{l=2}^{\mathrm{k}-1}(2j_{l-1}-2j_{l}-1)\}$

定義 6(再帰的な部分終結式)
$F$ と $G$ を式 (3) で定める. $(P_{1}^{\{1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{\langle t)}, \ldots, P_{l_{t}}^{(t)})$ を $F$ と $G$ の完全な再帰的多項式剰余列とし.
$j_{0}=m,$ $j_{k}=n_{l}^{(k)}(k=1, \ldots,t)$ とおく. $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,0$ および $\tau=j,$ $\ldots,0$ に対し, $\overline{N}^{(k,j)}(F,G)$ の上

部 $(m+n-\mathit{2}j_{l})\{[I_{l-2}^{k-1}(\mathit{2}j_{l-l}-\mathit{2}j_{1}- 1)\}(2j_{k-1}-2j-1)-1$ 行と第 $(m+ \mathrm{n}-2j_{1})\langle\prod_{l-2}^{k-1}(2j_{l-1}-2j\iota-$

$1)\}(2j_{k-1}-2j-1)+j-\tau$ 行からなる小行列を $\overline{N}_{\tau}^{(k,j)}=\overline{N}_{\tau}^{(k,j)}(F,G)$ とおく ($\overline{N}_{\tau}^{(k,j\rangle}$ は正方行列であるこ
とに注意) . このとき, 多項式

S-k,j(F, G)=|N-j(k,j)|\alpha 5+ $\cdot$ .. +|N-0(k,のゆ 0 (5)

を $F$ と $G$ の (k,の次の再帰的な部分終結式と呼ぶ. 1
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3 入れ子部分終結式

再帰的な部分終結式行列の次数は, 再帰の回数が深まるに従って急速に増大するので, 再帰的な多項式剰
余列に基づく種々の計算への効率的な利用が困難になる. そこで, 再帰的な部分終結式と定数倍を除いて等
しいような新たな部分終結式の表現を導入することにより, 部分終結式行列の計算の効率化を図る.
本章で定義する “入れ子部分終結式 (nested subresultant)” は, 主に, 再帰的な部分終結式と, 後で述べる
簡約入れ子部分終結式の関係を示すのに用いる.

定義 7(入れ子部分終結呼野列 (Nested Subresultant Matrix))
$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{\langle 1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{\langle t)}, \ldots, P_{l_{t}}^{\langle 1)})$ を $F$ と $G$ の完全な
再帰的な多項式剰余列とする. このとき, 数の組 $(k,j)$ (ただし $k=1,$ $\ldots,t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,0$) に対し,
行列 $\tilde{N}^{(k,j)}(F^{F}, G)$ を以下のように再帰的に定義する.

1. $k=1$ に対し, $\tilde{N}^{(1_{\dot{O}})}(F,G)=N^{(j)}(F, G)$ とおく.

2. $k>1,$ $\tau=0,$ $\ldots,j_{k-1}$ に対し, $\tilde{N}^{(k-1,j_{k-1})}$ の上部 $(n_{1}^{(k-1)}+n_{2}^{(k-1)}-2j_{k-1}-1)$行および第 $(n_{1}^{(k-1)}+$

$n_{2}^{(k-1)}-$ 門-1–\tau ) 行からなる小行列を $\tilde{N}_{\tau}^{(k-1,j_{h-1})}$ とおく ($\tilde{N}_{\tau}^{(k-1,j_{k-1})}$ は正方行列であることに注
意). そして

$\tilde{N}^{(k,j)}(F, G)=N^{(\mathrm{j})}(\tilde{\mathrm{S}}_{k-1,j_{k-1}}(F,G),$ $\frac{d}{dx}\tilde{\mathrm{S}}_{k-1,j_{\hslash-\iota}}(,F,G))$ , (6)

とおく. ここに, $\tilde{\mathrm{S}}_{k-1,\mathrm{j}_{k-1}}(F, G)$ は定義 8によって定義される多項式である.

このとき, $\tilde{N}^{(k,\mathrm{j})}(F, G)$ を $F$ と $G$ の (k,の次の入れ子部分終結式行列と呼ぶ. I

定義 8(入れ子部分終結式 (Nested Subresultant))
$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{(t)}, \ldots, P_{l_{t}}^{\langle t)})$ を $F$ と $G$ の完全な
再帰的な多項式剰余列とする. そして, 数の組 $(k,j)$ (ただし $k=1,$ $\ldots,t,$ $j=j_{k-1}-\mathit{2},$

$\ldots,$
$0$) に対し,

(k,の次の入れ子部分終結式行列 $\overline{N}^{(k},D(F,G)$ の上部 $n_{1}^{(k)}+n_{2}^{(k)}-2_{\acute{J}}-1$行および第 $(n_{1}^{(k)}+n_{2}^{(k)}-j-\tau)$

行からなる小行列を $\tilde{N}_{\tau}^{(k,j)}=\tilde{N}_{\tau}^{\langle \mathrm{k},j)}(F, G)$ とおく. このとき, 多項式

$\tilde{\mathrm{S}}_{k,j}(F,G)=|\overline{N}_{j}^{(k,j)}|\dot{d}+\cdots+|\tilde{N}_{0}^{(k,j\rangle}|x^{\mathit{0}}$ (7)

を $F$ と $G$ の $(k,j)$ 次の入れ子部分終結式と呼ぶ. 1

入れ子部分終結式は, 符号を除いて再帰的な部分終結式に等しいことが, 次の定理によって示される.

定理 9
$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{(\iota)}, \ldots, P_{l_{\ell}}^{(\iota)})$を $F$ と $G$ の完全な
再帰的な多項式剰余列とする. $k=2,$ $\ldots,$

$t,$ $j=j_{k-1}-\mathit{2},$ $\ldots,0$ に対し t $u_{k,j},$ $b_{k,j},$ $r_{k,j},$ $R_{k}$ を次のように定
義する:

$u_{k,j}=(m+n- \mathit{2}j_{1})\{\prod_{l=2}^{k-1}(\mathit{2}j_{l-1}-2j\iota-1)\}(2j_{k-1}-\mathit{2}j-1)$, $u_{\mathrm{k}}=\mathrm{u}_{k,\mathrm{j}_{k}}$ , $\mathrm{u}_{1}=m+n-2j_{1}$ ,

$b_{k,j}=2j_{k-1}-2j-1$ , $b_{k}=b_{k,j_{k}}$ , $b_{1}=1$ , (8)
$r_{k,j}=(-1)^{(u_{k-1}-1)(1+2+\cdots+(b_{k,\mathit{3}}-1))}$, $r_{k}=r_{k,j_{k}}$ , $fl.j=1$ $(j<n)$ ,

$R_{k}=(R_{k-1})^{b_{k}}r_{k}$ , $R_{\mathit{0}}=R_{1}=1$ .
このとき,

$\tilde{\mathrm{S}}_{k,j}(F,G)=(R_{k-1})^{b_{\mathrm{k},g}}r_{k,\mathrm{j}}\overline{\mathrm{S}}_{k,j}(F, G)$ (9)
が成り立つ. 1
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定理 9は次の補題によって証明される.

補題 10
$k=1,$ $\ldots,$

$t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,0,$ $\tau=j,$
$\ldots,$

$0$ に対し,

$|\tilde{N}_{\tau}^{\{k,j)}(F, G)|=(R_{k-1})^{b_{k,f}}r_{k,j}|\overline{N}_{r}^{(k,j)}(F, G)|$ (10)

が成り立つ.
証明 ?brui [7] を参照.

4 簡約入れ子部分終結式
入れ子部分終結式は, その行列が部分終結零行列の行列式の入れ子の形 (行列式の要素が別の行列式で表

されるような形) で表現されるため, 実用に供することが困難である. しかし, 分数なし Gaussの消去法 [1]
を用いることにより, 入れ子部分終結式の行列表現を, 行列式の入れ子でないような行列表現に変えること
が可能な場合がある. その場合に簡約した行列から構成される部分終結式が, 簡約入れ子部分終結式である.

定義 11 (簡約入れ子部分終結式行列 (Reduced Nested Subresultant Matrix)) ’

$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{\langle t)}, \ldots, P_{l_{4}}^{\langle t)})$ を $F$ と $G$ の完全な

再帰的な多項式剰余列とする. このとき, 数の組 $(k,j)$ (ただした $=1,$ $\ldots,t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,0$) に対し,
行列 $\hat{N}$(切) $(F, G)$ を以下のように再帰的に定義する.

1. $k=1$ に対し, $\hat{N}^{(1\dot{\rho})}(F, G)=N^{(\mathrm{j})}(F, G)$ とおく.

2. $k$ $>$ 1に対し, $\hat{N}^{(k-1,j_{k-1})}(F, G)$ の下部 $j_{k-1}+1$ 行からなる J $\rangle$行列を $\hat{N}_{L}^{(\mathrm{k}-1_{\dot{\theta}h-1})}(F, G)$ ,
$\hat{N}^{(k-1,j_{k-1})}(F, G)$ から $\hat{N}_{L}^{(k-1_{\dot{\theta}k-1})}(F, G)$を除いた小行列を $\hat{N}_{U}^{(k-1,j_{\mathrm{k}-1})}(F, G)$ とお<. $\tau=j_{k-1},$

$\ldots,$
$0$

|に対 $\text{し},\hat{N}^{\langle k-1,j_{k-1})}(F,G)$ から $\hat{N}_{U}^{(\mathrm{k}-1,j_{\mathrm{k}-1})}(F,G)$ と $\hat{N}_{L}^{(k-1,j_{\mathrm{k}-1})}(F, G)\text{の第}(j_{k-1}-\tau+1)$ 行を取り
出した小行列を $\hat{N}_{\tau}^{(k-1,j_{k-1}\rangle}(F, G)$ とおく. $\hat{A}_{\tau}^{(k-1)}=|\hat{N}_{\tau}^{(k-1_{\dot{\beta}k-1})}|$ とおき, 行列 $H$ を次式で定義する.

$H=(H_{p,q})=N^{(\mathrm{j})}(\hat{A}^{(k-1\rangle}(x),$ $\frac{d}{dx}\hat{A}^{(k-1)}(x))$ , (11)

ここに $\hat{A}^{(k-1)}(x)=\hat{A}_{j_{h-1}}^{\{k\sim 1)}x^{j_{k-1}}+\cdots+\hat{A}_{0}^{(k-1)}x^{\mathit{0}}$ である. $\hat{N}_{\tau}^{(k-1_{J^{t}k-1})}$’ は $N_{U}^{\mathrm{t}^{k-1}ik-1)}$ と最下部の行ベ

クトルから構成されるので, $\hat{N}_{U}^{(k-1,j_{k-1})}=(U^{(k)}|v^{(k)})$ (ただし $U^{(k)}$ は正方行列, $v^{(k)}$ は列べクトル)

と表し澱下部の行ベクトルを $(b_{p,q}^{\langle k)}|g_{\mathrm{p},q}^{(k)})$ (ただし磯曲艦クトル, $g_{\mathrm{P},q}^{(k)}$ は数) と表すと, $H_{\mathrm{p},q}$ は

次式の行列式で表される.

$H_{\mathrm{p},q}=|_{b_{\mathrm{p},q}}^{U^{(k)}}*_{g\mathrm{p},q}^{v^{\{k)}}|$ , (12)

なお, $H_{\mathrm{p},q}=0$の要素に対しては, $b_{\mathrm{p},q}^{(k)}=0,$ $g_{p,q}^{(k)}=0$ とおく. ここで, 行列 $U^{(k)}$ は非特具であると仮
定する.

このとき, $p=1,$ $\ldots,n_{1}^{(k)}+n_{2}^{\langle k)}-j$ および $q=2,$ $\ldots,$
$n_{1}^{(k)}+n_{2}^{(k)}-j$ に対し, 行ベクトル $x_{\mathrm{p},q}^{(\mathrm{k})}$ を, 連

立 1次方程式
$x_{\mathrm{p},q}^{(k)}U^{(k)}=b_{\mathrm{p}.1}^{(k)}-b_{\mathrm{p},q}^{(k)}$ (13)

の解により定義し, $h_{\mathrm{p},q}^{(k)}$ を
$h_{p,q}^{(\mathrm{k})}=x_{\mathrm{p},q}^{(k)}v^{(k\rangle}$ (14)
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とおく. そして, 行列 $\hat{N}^{(k,j)}(F, G)$ を次式で定義する.

$\hat{N}^{(k,g’)}(F, G)=$ (15)

ここに

$I_{k,j}=n_{1}^{(k)}+n_{2}^{(k)}-j=(2j_{k-1}-\mathit{2}j-1)+j$,
(16)

$J_{k,\mathrm{j}}=n_{1}^{(k)}+n_{2}^{(k)}-\mathit{2}j=2j_{k-1}-2j-1$

である.

このとき, $N^{(\mathrm{k},j)}(F, G)$ を $F$ と $G$ の (k,の次の簡約入れ子部分終結式行列と呼ぶ. I

禽題 12
$k=1,$ $\ldots,$

$t$ および $j<j_{k-1}-1$ に対し, (k,の次の簡約入れ子部分終結式行列 $\hat{N}^{(k,j)}(F, G)$ の行数と列数
は, それぞれ $(m+\mathrm{n}-2(k-1)-2j)+j$ 行 $(m+\mathrm{n}-2(k-1)-2j)$列である.
証明 Terui [7] を参照 I

命題 12が示すように, 簡約入れ子部分終結式行列の次数は, 再帰的な部分終結式行列の次数に比べて大幅
に小さくなっている (命題 5を参照).

定薦 13 (簡約入れ子部分終結式 (Reduced Nested Subresultant))
$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{\langle 1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{(t)}, \ldots, P_{l\iota}^{(1)})$ を $F$ と $G$ の完全な
再帰的な多項式剰余列とする. そして, 数の組 $(k,j)$ (ただし $k=1,$ $\ldots,$

$t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,$
$0$) および

$\tau=j,$ $\ldots,0$ に対し, (k,の次の簡約入れ子部分終結式行列 $\hat{N}^{(k,D}(F, G)$ の上部 $m+n-\mathit{2}(k-1)-\mathit{2}j-1$

行および第 $(m+n-\mathit{2}(k-1)-j-\tau)$ 行からなる小行列を $\hat{N}_{\tau}^{(k,j)}=\hat{N}_{\tau}^{(k,j)}(F, G)$ とお $\text{く}(\hat{N}_{\tau}^{(k,j)}(F, G)$ は

正方行列であることに注意). このとき, 多項式

$\dot{\mathrm{S}}_{k,\mathrm{j}}(F, G)=|\hat{N}_{j}^{(k,\mathrm{j})}|d\acute{+}\cdots+|\hat{N}_{0}^{(k,j)}|x^{0}$ (17)

を $F$ と $G$ の (k,の次の簡約入れ子部分終結式と呼ぶ. I

入れ子部分終結式と簡約入れ子部分終結式との関係は, 次の定理によって示される.

定理 14
$F$ と $G$ をそれぞれ式 (3) で与えられる多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{\langle 1)}, \ldots, P_{1}^{\langle t)}, \ldots, P_{l_{\ell}}^{(t)})$ を $F$ と $G$ の完全な
再帰的な多項式剰余列とする. $k=2,$ $\ldots,$

$t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,$
$0$ に対し, $J_{k,j}$ を式 (15) で定め, $\hat{B}_{k,j}$ と $\hat{R}_{k}$ を

それぞれ
$\hat{B}_{k,j}=|U^{\langle k)}|^{J_{k.f}-1}$ , $\hat{B}_{k}=B_{k,\mathrm{j}_{k}}$ , $\hat{B}_{1}=\hat{B}_{2}=1$ , (18)

$\hat{R}_{k}=$ $(\hat{R}_{k-1} .\hat{B}_{k-1})^{J_{k.f_{k}}}$ , $\hat{R}_{1}=\hat{R}_{2}=1$ (19)

とおく. このとき
$\tilde{\mathrm{S}}_{\mathrm{k},j}(F, G)=(\hat{R}_{k-1}\cdot\hat{B}_{k-1})^{J_{k,f}}\hat{B}_{k,j}\cdot\hat{\mathrm{S}}_{k.j}(F, G)$ . (20)

が成り立つ. I
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定理 14は次の補題によって証明される.

補題 15
$k=1,$ $\ldots,t,$ $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,$

$0,$ $\tau=j,$
$\ldots,$

$0$ に対し,

$|\tilde{N}_{\tau}^{(k,j)}(F, G)|=(\hat{R}_{k-1}\cdot\hat{B}_{k-1})^{J_{k,f}}\hat{B}_{k,j}|\hat{N}_{\tau}^{(k,j)}(F, G)|$. (21)

が成り立つ.
証明 $|\tilde{N}_{\mathrm{f}}^{(k,j)}(F, G)|$ に対し, 分数なし Gaut\S の消去法 [1] を適用することによって示される. 詳細は

Tenli [7] を参照 I

5 まとめ

本稿では, 1変数多項式の部分終結式の拡張の–つである再帰的な部分終結式の新たな表現として, 入れ
子部分終結式および簡約入れ子部分終結式を与えた. 入れ子部分終結式は, 終結式行列が, 従来の部分終結
式の係数を表す行列式の入れ子の形の表現で与えられ, 再帰的な部分終結式とは符号を除いて等しいことを
示した. 簡約入れ子部分終結式は, 入れ子部分終結式行列を分数なし Gauss の消去法で簡約したものと同値
になり, 行列の次元が再帰的な部分終結式行列に比べて大幅に小さくなくことを示した.
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