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Abstract
有理式を要素とする行列式で、特に高次のものを取り扱う。有理式要素の行列式計算は従来の研究の

盲点で、著名システムでも想定外であることを指摘する。次に、分数なしガウス消去法と小行列式展開法
について、分母を独立変数で置き換える手法により、真正直に計算する方法より 3\sim 6倍の効率化が達成
できることを示す。

1 はじめに

多項式を要素とする行列式の計算法については、 Smit[Smi81] による小行列式展開法の効率化など、 1970
\sim 1980年代に多くの研究がなされてきた。しかし、有理式を要素とする行列式の計算法についての研究はほ
とんど行われていない。実際に市販の著名な数式処理システムを使って有理式の行列式計算を行うと、世界的
に流布している数式処理システムMapleでさえ非常に計算時間がかかり、有理式の行列式は想定外のようで
あった。最も著名なMathematicaは、計算制御をうまく行えば常識的な答えを出すが、制御を行わなければ
不十分な答えを出力する。 -方、国産の数式処理システム GAL(General Algebraic $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{n}g_{1}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}/\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y}$ )
は計算制御を行わないでも常識的に計算する。これは GAL が計算機内部で有理式を巧みに表現し処理して
いるからである。 しかし、 GAL を用いても次数が高くなれば計算時間は指数関数的に増えてしまうので、
高次の行列式で効率的に計算する方法を研究する必要がある。
本稿では、多項式要素の行列式の代表的な算法である Bareiss[Bar68] による「分数なしガウス消去法」 と

「小行列式展開法」を取り上げ、有理式要素の行列式に適用することを考える。多項式要棄用の算法として
は他に補間法等があるが、多変数多項式に対しては効率的ではないので本稿では取り上げない。
有理式を要素とする行列をランダムに生成して行列式を計算すると、テストした範囲では Maple は GAL

より $1\infty-1000$ 倍遅い。Maple が入力された分数式を通分して計算するのに対し、GAL は分数式を通分す
ることなく計算するからである。我々は GALのこの性質に着目して有理式を分数式の和で表現し、有理式
要素の行列式の計算に多項式用算法を使用できるように、有理式の分母多項式を全て独立変数の逆数で置
き換える (ただし、 同じ分母多項式には同じ独立変数を用いる)。これにより有理式は多項式に変換される
ので、 $\text{有理式要}ae\text{の}\uparrow\overline{\mathrm{T}}P1\text{式}5+\text{算で}\mathrm{F}\#\mathrm{f}\mathrm{f}b^{\mathrm{S}}\text{生}$ じる分数なしガウス消去法が無修正で適用できる。また、小行列
式展開法では、独立変数への置き換えにより –番時間のかかる部分が多項式演算で実行できるので、行列
式の計算の効率化が期待できる。
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この方法の有効性をテストするため、ランダムに生成した有理式の行列式について条件を変えて実験を
行った。その結果、 この工夫により平均で 3\sim 6倍速くなることを確認できた。

2 各システムの計算比較とその考察

各システムで計算に使用した算法は以下の通りである。 $()$ のキーワードは算法を表し、難中で用いる。. GAL: 小行列式展開法 (Minor). Maple: 小行列式展開法を指定して計算する場合 (Minor) と分数なしガウス消去法を指定して計算す
る場合 $(\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}8)$ の二つについて計測した。. Mathematica:Mathematica は行列式計算に $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンド $(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t})$ を装備している。計算結果を見る
と不十分な場合があったので、 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドの出力に Expand コマンド (Expand) を作用させた場合
と Simpl晦コマンド (Simplfy) を作用させた場合についても計測した。

実験 1: 計算結果がシンプルな有理式行列式

まず、行列式のゼロ判定を考慮して、計算結果が数項になるような有理式行列式について実験を行った。
実験に使用する行列として、 4変数で次数 4および項数 4の有理式を要素とする 5次\sim 7次の行列を次のよ
うに生成した。 [1] 第 1行として適当な有理式要素の行を生成する。 [2] 第 1行目にランダムに生成した数
値を乗じた行を残りの各行とする。 [3] 各対角要素にランダムに生成した数値を加える $\circ$

各システムにおける計算時間を表 1に示す (縦軸は行列の次数を表す)。表の数値は 10個の具なる行列式
の計算に要した時間の平均 (単位 : 秒) を表す。

表 1: 計算結果がシンプルな有理式行列式の計算時間 (秒)

(1) GAL & Maple OittlSt
計算時間を比較すると GAL は Maple より数倍以上速い。GALが分数式の和の形で結果を出力するのに

対し、Maple は通分して結果を出力する。Maple の計算途中の数式を printlevel コマンドで出力すると、
Maple は入力された有理式を通分してから指定された算法で計算していることがわかる。そのため分子と
分母の多項式が非常に大きくなり、 さらに分数なしガウス消去法による計算では中間式膨張を引き起こして
いたため、計算時間が膨大になってしまったと考えられる。

(2) GAL と Mathematicaの比較

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドによる計算結果は分子が単項の分数式の和の形で表現されており、 Expand コマンドを作
用させても $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ の計算結果と変わらない。GAL では行列の次数が上がるにつれて計算時間が増加するが、
Mathematica ではほとんど変わらない。Mathematica はシンプルな有理式行列式を巧みに計算していると
言える。 -方、 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドの出力に Simplify コマンドを作用させると、 $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドで計算された分数

式の和の有理式を通分したり、共通因子を取り出している。そのため $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドによる計算時間よりも

時間を要したが、計算結果がシンプルなため行列の次数を上げても計算時間はほとんど同じだった。
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実験 2: ランダムに生成した有理式行列式

次に、 ランダムに生成した有理式行列式で実験した。 4次と 5次の行列では 3変数で次数 4および項数 2
の有理式を生成し、 6次の行列では 3変数で次数 2および項数 2の有理式を生成して実験を行った。

表 2: ランダムに生成した有理式行列式の計算時間 (秒)

(1) GAL と Maple の比較

計算時間を比較すると GAL は Maple より 100倍以上速い。実験 1と比べてこれほどの大きな差が出た
原因は Maple が有理式を通分してから計算することによると考えられる。実験 2では計算結果の有理式の
並数が非常に大きいので、通分するための時間も大きくなる。

(2) GAL と Mathematicaの比較

Mathematica の $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}$ コマンドによる計算時間はやはり GAL より速いが、その計算結果を見ると不十分
な答えになっていることがわかった。その答えのうち–つの項を取り出して以下に示す。

$\frac{1}{x^{3}}((\frac{35xy^{2}}{41}+\frac{43yz^{2}}{82})((5x^{l}+78y^{4}+61yz^{\theta})(\frac{4x^{\mathrm{a}_{+}\underline{\S 1}_{f_{-+}^{2}}\underline{l3}_{\frac{x}{4}L^{2}}}4}{3xy^{2}+19y^{3}}+\frac{\underline{14}s_{2}x\ovalbox{\tt\small REJECT}_{+46xz}^{*}}{\mathit{2}3x+17y^{\theta}}))/$

$(21x^{3}+29xy^{3})- \frac{1}{x^{2}}((\frac{83x^{3}y}{17}+\frac{67y^{\theta}z}{17})(\frac{56x^{\}}{31y+18x^{3}y+26x^{3_{Z}}}+\frac{33x^{2}z^{2}}{4y^{4}+24xyz^{2}+73y^{2}z^{2}})))$

上式は分子分母ともに有理式になっていて、特に分子は有理式によって有理式を表現している。すなわち、
行列式を展開すると項数が大きくなりそうな場合にはMathematica は展開せずに形式的にまとめて計算す
るので、ユーザの欲する結果にならない。そこで計算結果にコマンド Expand と Simpl晦を作用させて、
さらに計算を行わせてみた。すると、Expand を作用させた場合では分子部分のみが単項の分数式の和の形
で表されたが、計算時間は GAL より数倍以上遅くなった。 -方、Simplifyを作用させた場合には、非常に
計算時間がかかったにもかかわらず、計算結果は Det の場合とほとんど変わらなかった。

3 新しい工夫
以下、有理式行列式の計算の研究を行うに際して GAL を用いるため、有理式は分数式の和の形で表現さ

れることを前提とする。

31 有理式行列式計算における多項式用算法の問題点
小行列式展開法は GAL の行列式計算ルーチンで用いられており、 2章の実験でも使用したが、そのまま

有理式行列式に適用できる。 しかし、分数なしガウス消去法を有理式行列式に適用するには注意が必要で
ある。なぜなら分数なしガウス消去法をそのまま用いると、 そのアルゴリズムから有理式による有理式の
除算が必要だが、有理式は分数式の和の形で表現されていると仮定したので、 この除算をアルゴリズム化
するためには少なくとも次の二つを考慮しなければならない。
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(i) 分数式の項順序を除算に矛盾しないように定義する必要がある。
(ii) 分数式の分子と分母が簡約された場合、除算では簡約された因子を再生する必要がある。
上記の (i) と (ii) について例を用いて説明する。

(i) 分数式の項順序の定義が簡単でないこと

例 31 GAL では有理式の項順序は分母多項式の辞書式順序 $\prec \mathrm{l}_{6\mathrm{X}}$ によって定義されている。多項式に対し
ては、 \prec 1.8は先頭の項から順に、 まず次数を比較して大きい方を高順位と定め、次数が同じ場合は数係数
で大小を定める。たとえば多項式 $x^{2}$ と $x^{2}-x+1$ では、 $x^{2}\prec_{16\mathrm{X}}x^{2}-x+1$ と順序付けられる。 しかし、
両辺に $(x^{2}+x)$ をかけると項順序は逆転する。

$x^{4}+X=(x^{2}+x)(x^{2}-x+1)\prec_{1\epsilon \mathrm{x}}(x^{2}+x)(x^{2})=x^{4}+x^{3}$ (1)

したがって、次の例が示すように、被除有理式と除有理式の間で最大順位の分数式が対応しなくなる場合が
ある (次式では波線部を付した分数式どうしが対応する)。

$( \frac{1}{x^{2}+x}+\cdots)(\frac{1}{x^{2}-x+1}+\frac{1}{x^{2}}+\cdots)=\frac{1}{x^{4}+x^{3}}+_{x^{4}}=^{1}+x^{+}\ldots$ (2)

(ii) 分子と分母の簡約が行われる場合

例 32次の行列 $M$ の行列式 $|M|$ を分数なしガウス消去法で計算する。

$M=$ $\Rightarrow$ $|M|$ $=$ $/x^{2}$ (3)

波線部どうしの積と二重下線部どうしの積に注意して 2回目の分数なしガウス消去を行うと次式になる。

$|M|$ $=$ $((1- \underline{x\urcorner-\neg})1x(_{X^{3}x^{2}-}\pm\frac{x^{l}+3x}{x-2})$ $-( \frac{x^{;}}{x-1}-x=^{1}-x)(\mathrm{g}^{3}-\frac{x^{4}}{x+1}-\frac{x}{x}\pm \mathrm{a}_{))/X^{2}}-2$

$=$ $(x+ \S x+\mathrm{z}\mathrm{z}^{\mathrm{a}\iota_{-}\tau 4=}A\theta \mathrm{a}\mathrm{e}-x-2\underline{x*-x}-x-1+\approx \mathrm{A}-\overline{1}+\succeq\underline{\overline{x}}\overline{x}1-\frac{x^{2}}{(x-1)(x+1)}+-2)\varpi x(x-1))/x^{2}$

アルゴリズムによれば、上式右辺の分子は $x^{2}$ で割り切れるので、分子の各項は $x^{2}$ を因子として取り出す
ことができるはずである。 しかし、波線部と二重下線部の項は $x^{2}$ を因子として持たない。

上例では単項式が約分されたのだが、有理式の計算では分子分母の間で簡約を行うのが普通である。この
簡約が行われると、簡約された因子を再生しない限り、有理式による有理式の除算がうまくいかない。

32 新しい工夫について

有理式を要素とする行列式の計算に分数なしガウス消去法を適用するには、 有理式による有理式の除算
が必要だが、例 31と例 32に示した問題点から正しく動作する除算のプログラムは複雑になってしまう。
そこで、入力された有理式行列を多項式行列に変換して多項式用算法を適用する。 具体的には、入力行

列の有理式全体が $m$ 個の具なる分母多項式を持つとして、それらの分母多項式を内部表現の順序則に従っ
て並べたものを $D_{1},$ $D_{2},$ $\cdots,$ $D_{m}$ とするとき、 これらをそれぞれ $1/V_{1},1/V_{2},$ $\cdots$ , $1/V_{m}$ で置き換える。ここ

で、 $V_{1},$ $V_{2},$
$\cdots,$ $V_{m}$ は防 $\succ V_{2}\succ\cdots$ >Vln>[他の変数] なるよう順序付けられた独立変数である。

この工夫は非常に簡単だが、 この置き換えにより有理式を多変数多項式に変換できるので、多項式用算法
を無修正で適用できる。すなわち、分数なしガウス消去法が有理式による有理式の除算を導入せず有理式
行列式に適用できる。小行列式展開法についても、有理式演算は多項式演算に比べて非常に重いので、この
工夫による計算の方が効率的と考えられる。
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4 実験

実験に使用した算法は以下の 4つである。. 有理式要棄のままで計算する小行列式展開法 $(\mathrm{R}\cdot \mathrm{h}^{l}\mathrm{I}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r})$

。. 分母置き換え小行列式展開法。独立変数を分母に戻すときに分母因子の積を展開する (S-Minor)。
・分母置き換え小行列式展開法。独立変数を分母に戻す時に分母因子の積を展開しない $(\mathrm{U}- \mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r})$

。. 分母置き換え効率的ガウス消去法 (E-Gaw8)。

行列要素の生成用パラメータ

行列要素の有理式は次の 4つのパラメータを指定してランダムに生成する。
. #N: 行列の次数 . #D: 行列に現れる具なる分母多項式の個数

$\#\mathrm{V}$ : 行列に現れる変数の個数 . $\#\mathrm{T}$ :-つの有理式に含まれる分数式の個数

上記の 4 っの算法とパラメータのもと、下記の 2つの実験を行った。

契験 3 各行列要素として 2変数と 4変数の有理式をランダムに生成する。各行列式の計算時間を数秒\sim
百秒以内におさめるため、 $\#\mathrm{N}\leq 6,$ $\#\mathrm{T}\leq 4$ に制限して、 $\#\mathrm{D}=5,10$ の場合について実験を行った。
この場合、分母を独立変数で置き換えた多項式行列式の項数は数万\sim 数十万 ($\#\mathrm{N}=6$の場合) となり、
計算結果の有理式の分数式の個数は画幅\sim 数千になる。

奥験 4有名な行列式である Symmetric Toeplitz行列式について実験を行う。実験 3と同様に、行列要素
として 2変数と 4変数の有理式を生成して#N $\leq 6,$ $\#\mathrm{T}\leq 4$ に制限し、 $\#\mathrm{D}=5,10,15$ で実験を行っ
た。 なお、分母を独立変数で置き換えた多項式行列式の良臣と計算結果の有理式の分数式の個数は ‘
パラメータ値が同じ場合は実験 3とほぼ同じになる。

表 $3\sim_{12}$ に各実験における行列式の計算時間を示す (縦軸は#N、横軸は#T を表す)。表中の数値は 10個の
具なる行列式の計算に要した時間の平均 (単位 : 秒) を表す。また、毒中の mem-ov はメモリオーバーによ
り計算できなかったことを示し、no-mat は指定されたパラメータ値では行列が構成できないことを示す。

4.1 実験 3: 有理式をランダムに生成する場合 (単位 : 秒)

表 3: 2変数で、具なる分母の個数 $=5(\#\mathrm{V}=2, \#\mathrm{D}=5)$

表 4: 4変数で、具なる分母の個数 $=5(\#\mathrm{V}=4, \#\mathrm{D}=5)$
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表 5: 2変数で、異なる分母の個数$=10$ $(\#\mathrm{V}=2, \#\mathrm{D}=10)$

表 6: 4変数で、具なる分母の個数$=10(\#\mathrm{V}=4, \#\mathrm{D}=10)$

4変数までは -Minor,$\mathrm{U}$-Minor ともに $\mathrm{R}$-Minor と比べて平均で 3\sim 4倍効率化できた。なお、 $\mathrm{S}$-Minor は
分母多項式を展開する分、 $\mathrm{U}$-Minor より遅いと考えられるが、そうなっていない。 この理由は今の例では
分子も分母も数係数が大きな桁となるので (10\sim 20桁)、 $\mathrm{U}$-Minorの分子多項式の正規化に時間がかかった
と考えられる。

4.2 実験 4:Symmetric Toeplitz行列式 (単位 : 秒)

表 7: 2変数で、具なる分母の個数$=5(\#\mathrm{V}=2, \#\mathrm{D}=5)$

表 8: 4変数で、具なる分母の個数$=5(\#\mathrm{V}=4, \#\mathrm{D}=5)$

表 9: 2変数で、具なる分母の個数$=10(\#\mathrm{V}=2, \#\mathrm{D}=10)$
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表 10: 4変数で、異なる分母の個数$=10(\#\mathrm{V}=4, \#\mathrm{D}=10)$

表 11: 2変数で、具なる分母の個数$=15(\#\mathrm{V}=2, \#\mathrm{D}=15)$

表 12: 4変数で、異なる分母の個数 $=15(\#\mathrm{V}=4, \#\mathrm{D}=15)$

こちらでは平均で $5\sim 6$ 倍速かった。実験 3と比べると、 $\mathrm{S}$-Minor と $\mathrm{U}$-Minor に比べて相対的に R-Minor
の計算時間が増えている。行列式は下の行から順に小行列式を計算しており、 Symmetric Toeplitz行列式
では、計算の初期の段階から多数個の分数式を扱うことになる。そのため、ランダム行列に比べて R-Minor
が余計に時間を喰ったと思われる。

5 まとめ
有理式を分数式の和の形で表現する方法は有理式行列式の計算に非常に有効である。 次に、分母多項式
を独立変数に置き換える手法により、分数なしガウス消去法が無修正で有理式行列式に適用可能となるが、
分数なしガウス消去法は小行列式展開法に比べて圧倒的に非効率である。小行列式展開法については、有
理式行列式に小行列式展開法を適用する場合よりも平均で 3\sim 6倍効率化できた。
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