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1 はじめに

特異点の性質を研究する際 (本研究では原点を孤立特異点として持つものを考える), 定
義多項式のヤコビイデアルに対するスタンダード基底 グレブナー基底を求めることが必
要となることが多い. これらの基底を求める方法としては, 幕級数環における Moraのス
タンダード基底アルゴリズム, あるいは多項式環における準素イデアル分解アルゴリズム
の利用が挙げられる. しかし, これら既存のアルゴリズムには, アルゴリズムが複雑で計
算量が多いことや, 定義多項式にパラメータが含まれている場合には計算が困難という計
算上の問題点がある.
そこで, 本研究では Grothendieck双対性に注目することで, これらの問題を考察した.
孤立特異点に付随する代数的局所コホモロジーを用いることでグレブナー基底の新しい
計算法を確立し, 上記の問題を解決した.

2 代数的局所コホモロジー

本アルゴリズムは $n$変数の定義多項式に対応しているが, 以下では簡単のため 2次元の
場合について説明していくこととする.

$\Sigma$諦なる形の有理関数を考える. 2つの有理関数 $\Sigma$舞と $\Sigma$舞が次を満たすとき,
これら 2つの有利関数は同値であると定める.

$\exists\{$

$p(x, y),a(x,y),$
$b(x, y)\in K[x,y]m, n\in N$ $s.t$ . $\sum\frac{\mathrm{c}_{i,j}-d_{1j}}{x^{1}y^{j}},=p(x, y)+\frac{a(x,y)}{x^{m}}+\frac{b(x,y)}{y^{n}}$
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この同値関係による器の同値類を [聯] で表すことにする.

この時, 原点に台を持つ代数的局所コホモロジー群を
a$\mathbb{R}\hslash$

$H_{[0,0]}^{2}(K[x,y])= \{\sum_{i_{\dot{\theta}}}[\frac{c_{1\dot{\beta}}}{x^{i}y^{j}}]|c_{\{i}\in \mathrm{K}\}$

で定めることができる. この代数的局所コホモロジーと多項式の積は, 次の計算ルールに
従う. (相対 Cech コホモロジー群の定義より明らか)

$x^{\alpha}y^{\beta}[ \frac{1}{x^{i}y^{j}}]=\{$

$1 \frac{1}{x^{l-a}y^{f-\beta}}]$ $(i>\alpha h\backslash \cdot\supset j>\beta)$

$0$ (otherwise)

さて, 原点に孤立特異点を持つような多項式 f\epsilon K[x,y]が与えられたとする. f に対し
$H_{[0,0]}^{2}(K[x,y])\text{の要素であり}$ , 次のようにヤコビイデアル $I=<^{\partial\partial}$」」

$>\text{により}\partial x’\partial y$ annihilate
されるもの全体を $H_{f}$ とおく.

$H_{f}= \{\eta\in H_{[0,0]}^{2}(K[x, y])|\frac{\partial f}{\partial x}\eta=0, \frac{\partial f}{\partial y}\eta=0\}$

Hf は有限次元Kベクトル空間の構造をもつ. 本稿ではこの Hf を, f に付随した代数的
局所コホモロジーということにする. \eta \epsilon Hf に対して次の補題が成り立つ.

補題 2.1

$\eta\in H_{f}\Rightarrow x\eta\in H_{f}$ かつ $y\eta\in H_{f}$

3 代数的局所コホモロジーの求め方

代数的局所コホモロジーの組であり, ベクトル空間 Hf の基底となるものを求める.
まず, $[_{\overline{x}\mathrm{W}}1]$ なる形の代数的局所コホモロジーで, Hf に属すものを,

$\Lambda_{M}=\{[\frac{1}{x^{1}y^{j}}]\in H_{[0,0]}^{2}(K[x, y])|\frac{\partial f}{\partial x}[\frac{1}{x^{1}y^{j}}]=0, \frac{\partial f}{\partial y}[\frac{1}{x^{i}y^{j}}]=0\}$

とおく. $\Lambda_{M}$ は, 髪 [毒] $=0,$ $f\partial 1\alpha^{[_{\overline{x}}}\tau_{y}\gamma]=0$ を解けば簡単に求まる. (実際には 3. 3に述べ
るように, $\text{単項式と代数的局所コホモロジ_{ー}の双対関係}x^{:}\dot{\psi}arrow[\frac{1}{x^{l+1}y^{f+1}}]\text{を用いることで}$

$\Lambda_{M}$ を求める)
次に, 2つ以上の項の線形結合からなる代数的局所コホモロジーで, Hf に属すものを
求めるわけであるが, アルゴリズミックに求める為に, $H_{[0,0]}^{2}(K[x, y|)\text{に項順序を定めて}$

おく. この線形結合の形をした代数的局所コホモロジーに対して, 順序が–番大きい項を
主項, それ以外を低階項と呼ぶことにする. 主項の係数は 1としてよい。先程定めた項順
序に関して, 順序が–番小さい項から順番に追っていき, 主項候補を決め, 主項候補より
順序が低い項の中から後述する方法で低階項候補を選択する. そして,

$\eta=$ 主項 $+ \sum$ ($\text{未定係数}\cross$低階項)
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とおき, 」$\partial\partial x\eta=0$, 匁\eta =0を解くことにより, 低階項の未定係数を求め, $\eta$ を決定する.
今度は, 先程の主項候補の次に順序が大きい項から順番に追っていくことで新たに主項候
補を選択し, 同様の計算をする. このように主項の順序が小さいようなものから順に, 逐
次基底を構成していく. 求めたものを

$\Lambda_{S}=\{\eta=[\frac{1}{x^{i}y^{j}}](\text{主項})+\Sigma[\frac{\mathfrak{g}_{j}}{x^{1}y^{j}},](\{\mathrm{g}\text{階項})\in H_{[0,0]}^{2}(K[x,y])|\frac{\partial f}{\partial x}\eta=0,$ $\frac{\partial f}{\partial y}\eta=0\}$

とおく.

3.1 主項候補の選択における計算の効率化

主項候補を選択する際に, 次の 2つの条件を用いて計算を効率化する.

順序が–番小さい項から項順序に従って項を追っていくわけであるが. 現在注目してい
る項は, 次の 2種類の項のいずれかである.

$\{$

AMの元
以外の項

現在注目している項が主項候補になるか否かということがあらかじめ分かれば, 主項候補
にならない場合の余計な計算を避けることができる. AM の元は単項の形の Hf の基底な
ので, 明らかに As に入るわけがない. よって以下のようになる.

条件 1: 主項僕補になる項とならない項

これより, 例えば主項候補を選択する際に, 注目している項が AM の元であれば, 注目

する項を次の項順序の項にしてよいことがわかる.
補題 21より次の主項になるための必要条件が導出できる.

条件 2: $[_{\overline{x}\mathrm{W}}1]$ が主項になるための必要条件

$x[ \frac{1}{x^{i}y^{j}}]$ と $y[ \frac{1}{x^{1}y^{j}}]$ がそれぞれ

$\Lambda_{M}$

$\alpha r$

$0$

$\sigma r$

既に求まった主項
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32 低階項候補の選択における計算の効率化

主項候補より順序の低い項が低階項になる可能性があるわけであるが, 主項候補より順
序の低い項は, 次の 4種類の項のいずれかである.

$\{$

AMの元
既に求まった主項
既に求まった低階項
NRT(No Role Term 以外の項)

これらが低階項になるか否かがあらかじめ分かれば, 余計な計算を避けることができる.
本研究により以下のことがわかった.

条件 3 : 低階項候補になる項とならない項

また, 補題の \eta \in Hfであるための必要条件より以下が導出できる.

条件 4: $[_{\overline{x}\mathrm{W}}1]$ が低階項になるための必要条件

$x[ \frac{1}{x^{j}y^{j}}]$ と $y[ \frac{1}{x^{1}y^{j}}]$ がそれぞれ $\{$

$\Lambda_{M}$

$or$

$0$

$or$

$\Re|_{-}^{\vee}‘*\mathfrak{F}0\gamma.’\neq \mathrm{B}$

$or$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\#^{\sim}\llcorner*\xi_{\supset}.f.\sim\int_{\wedge}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{H}$

低虚血候補の選び方が冗長であると, 連立方程式」$\partial\partial x\eta=0,$ 」$\partial\partial y\eta=0$を解く際に, 未知係
数の個数が多くなり計算量が多くなる. 冗長な未知係数は 0になるわけなので, この余分
な計算をなくすために次の低山項候補最少選択アルゴリズムを提案する.

低階項候補最少選択アルゴリズム

1. 順序が主項項補より低い項から, 条件 1を満たす項, すなわち低階項と NRTを全て
選択. これらを低階項候補とする.

2. 条件 3を用いて低階項候補を削減
3. $\eta=$ 主項 $+\Sigma$ ( $\mathfrak{g}_{j},\cross$低階項) とおく
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4. 補題の $\eta\in H_{f}$ であるための必要条件である $x\eta\in H_{fy\eta},\in H_{f}$ を満たすように低階項
候補を更に削減. これで低階項候補の数がほぼ最少になる

33 $H_{f}$ の基底を求める手順

1. $\Lambda_{M}$ を求める
(a) 舞, 匁に出てくる項を結んだ枠内に存在する単項式を選択
$(b)x^{i} \text{か}arrow[\frac{1}{x^{s+l}y^{f+l}}]\text{のようにその単項式の双対を取る}$. これらが AM の元となる.

2. As を求める
(a) 項順序を指定
(b) 主項候補の選択
項順序の低い項から順番に追っていき, 条件 1と条件 2を満たす項を選択

(c) 低階項候補の選択
低階項候補最少選択アルゴリズムを用いて冗長なく低階項候補を選択する,

(d) 連立方程式塞\eta $=0,\partial \mathit{1}\partial\nu^{\eta=0\text{を解いて}}$’低階項の係数 \sim を求め, \etaを決定

注: ベクトル空間Hf の次元は f の原点におけるミルナー数と等しい. 従って上記の方法
により, ミルナー数も求めることができる.

4 Grothendieck双対性

ヤコビイデアル $I$ を I=Io\cap Il(ただし $V(I_{0})=(0,0)$) のように準素イデアル分解した
とき, $p(x, y)\in I_{0}$ となるための必要十分条件は, Grothendieck双対性より, 次で与えら
れる.

$p(x, y)\in I_{0}\Leftrightarrow \mathrm{R}\epsilon \mathrm{s}_{O}(p(x,y),$ $\eta)=0,$ $\forall\eta\in H_{f}$

すなわち,

$p(x, y)\in I_{0}\Leftrightarrow$ $(p(x, y)\cross$帰こおける $[ \frac{1}{xy}]$ の係数) $=0(i=1, \ldots,\mu)$

(ここで $\{\eta_{1}\ldots\eta_{\mu}\}$ は Hfの基底)

5 グレブナー基底を求める

先程求めた代数的局所コホモロジーを用いるわけであるが, まず AM を求めたときと逆
に単項式の方へ双対をとり $([_{xy}\urcorner\urcorner]1arrow x^{:-1}y^{j-1})$ , イデアル $I_{0}$ に属すための条件を用いてグ
レブナー基底を求める. このとき,
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$\{$

AMの元の双対を取った単項式全部
Asの元に出てくる各項の双対を取った単項式全部
と 以外の単項式全部

とおくと, イデアル $I_{0}$ に属すための条件より, は明らかにイデアル $I_{\mathit{0}}$ に属さなくて,
はこれら単項式の作る–次結合の形でイデアル I0に属す可能性があり, は明らかに

単項でイデアル $I_{0}$ に属す.

51 グレブナー基底を求める手順

1. $[_{x7}1]arrow x^{i-1}y^{j-1}$ のように代数的局所コホモロジーに出てくる項の全ての双対をとる
2. グレブナー基底の候補となる多項式 (2つ以上の項を持つ) に表われる項を選択
3. その候補の各単項式の係数を未知係数とし, それらの–次結合として多項式を作成
4. 作成した多項式がイデアル Io に属すための条件より, 連立方程式を求め, その線形
の連立方程式を解くことでグレブナー基底を求める.

5 の単項式の中で x 倍, y倍しても表すことができない項を, 単項式の形のグレブ
ナー基底の候補として加える.

6. 求めたグレブナー基底に対して項順序を与え, reducedすることによって reduce グレ
ブナー基底を求める

6 グレブナー基底の計算時間の測定

提案したアルゴリズム (代数的局所コホモロジーを用いた新しい計算法) の計算時間を
測定した. (単位 : $\sec$)

定義多項式 $\{$

$f=(x^{2}+y^{3})^{2}+(a+by)x^{2}$y3(ミルナー数 :15)
$f=(x^{2}+y^{3})^{2}+(a+by)x^{2}$y5(ミルナー数 :19)
f=(x2+y3)2+(a+by)x2y10(ミルナー数 :29)
f=(x2+y3)2+(a+by)x2y20(ミルナー数 :49)
$f=(x^{2}+y^{3})^{2}+$ ($a+$ 如)x2y30(ミルナー数 :69)

7 考察

Hf の基底を求めるステップの計算は, 低階項最少選択アルゴリズムを用いることによ
り効率化をすることができた. それに対して, グレブナー基底を求めるステップに計算時
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間が必要なことがわかる. これはグレブナー基底の候補を求める際に問題のミルナー数が
大きくなるに伴い解く連立方程式のサイズが大きくなるためである.
この方法を利用すると, ボトルネックとなっていた準素イデアル分解をしなくて済み,

S 多項式の計算をする必要もなくなるので, グレブナー基底を求める計算時間がかなり短
縮される.

8 まとめ

代数的局所コホモロジーを用いたヤコビイデアルのグレブナー基底の新しい計算法を確
立し, 数式処理ソフト $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}$に実装 ($n$変数の定義多項式に対応) した. さらに, 低階
項候補最少選択アルゴリズムを提案することにより, 代数的局所コホモロジーを求めるス
テップの計算量を軽減した.

9 今後の課題

Hf の基底を求めるステップのプログラムの最適化と, Hf の基底からヤコビイデアル I0
のグレブナー基底を求めるステップの計算量を軽減するアルゴリズムの考案. また, 代数
的局所コホモロジーを用いたヤコビイデアルのスタンダード基底の計算法の確立を今後
の課題とする.
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