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嚢約: リーマンの $\zeta$ 函数を題材にとり、高糟度数値計算を用いて簡単な寡級数展開の実験を行った.
$\zeta$ 函数の級数展開係数である Stieltzes係数の数値を Mathematica により高精度に求め、 その級数に簡単
な変形を施した級数の係数を Fortran90により (高糟度多倍長演算拡張パッケージMPFUN を利用して)高
精度に計算した.
本件報告の内容は諭文 [1] の–部に似ている。

1 導入

$\ s>1$ での通常の $\zeta$ 函数は $\zeta(s\rangle$ $= \sum_{n=1}^{\infty}1/n^{s}$ と定義され、 $s=1$ を中心として $\zeta(s)=1/(s-1)+$

$\sum_{n=\text{。}^{}\infty}(-1)^{n}\gamma_{n}/n!\cdot(s-1)^{n}$ と寡級数展開 (Laurant展開) される。ここで笥は–般化Eter定数 (Stieltjes定
数)[2]: $\gamma_{n}=\lim_{marrow\infty}\{\sum_{k=1}^{m}(\log \mathrm{k})^{n}/\mathrm{k}-(\log \mathrm{m})^{\mathrm{o}+1}/(\mathrm{n}+1)\}\text{、但し}$ $n=0$ で $k=1$ のとき $(\log k)^{n}=1$

で、 $\gamma\text{。}=\gamma$ (通常の Euler定数). 以降では $c_{n}=(-1)^{n}\gamma_{\mathfrak{n}}/n!$ と定義する. $(1-s)\zeta(s)$ は整函数だから、 |ら $|$

は任意の正数 $\epsilon>0$ の $n$-幕よりも速く $0$ に収束する。実際、 グラフの曲線の傾きの増大傾向からも $|1/c_{n}|$

の対数の値が漸近的に n の–次函数よりも大きくなると認めうる (図 l. 曲線の両端を結ぶ直線を上側に加
えた。 )

$\text{図}1:log_{10}\{1/\mathrm{c}(n)|$ , for $n=0,$ $\cdots$ , 3000
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グラフの振舞いは比較的滑らかに見える。 $n=1700$ までの $\log|\gamma_{n}|$ と $\gamma_{n}$ の符号のグラフは論文 [11] に
もある. 論文 [6] には $\gamma_{n}$ の漸近展開式が導かれている。

2 係数砺の計算
Stieltjes定数の積分による計算法は諭文 $[1],[11]$等に出ているが今回はMathematica v4.1の関数 Stielt-

$\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}[\mathrm{n}]$ を用いた。 その内部で用いられている計算法は不明であり、 出力されたらの値が指噛した精
度を正しく持つかは不明である。例えば、高い要求精度で計算させると途中で内部ルーチンから r積分の収
束が悪いので適当なところで反復を中断した」 というような警告が出て心配になる。このようにブラック
ボヅクスに重要な計算部分を委ねることは本来全,たく良くないことである。
係数傷の Mathematica による計算と出力 (桁数 ndigits, 最大忌数 $\mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{x}$ は与える):

Do [ Print $[$ $‘\downarrow \mathrm{c}(*,\mathrm{n},)**"$ .
$\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{F}\mathrm{o}\iota \mathrm{m}[(-1)^{-}\mathrm{n}*\mathrm{N}$ [Stie$\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}[\mathrm{n}]/(\mathrm{n}!)$, ndigits ] $))$ , $\{\mathrm{n}, 0, \mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{x}\}1$

今回傷の値は $n=1000$ までを精度 1000桁で、それ以降 $n=3000$ までを糟度 200桁で求めた。 この

作業には CPU が Intel Celeron 12 $\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}_{\text{、}}$ 主記憶容量 1Gbyte の $\mathrm{P}\mathrm{C}$ を用いて約– $p$月間を要した。 (但
し Mathematica v4.1 Kerne] による主記憶の占有量は約 11 Mbyte程度以下に過ぎなかった。) もしも仮に
Mathematica のライセンスを複数台分保有していたならば、 仕事を n の値に基づき振り分ける単純な分散
並列処理を行うことでほぼ計算台数分のーに経過時間を短縮できたであろう. 求まった係数砺の数値はテ
キストファイルとして保存し、 適切に編集してプログラムへの入力に利用した。

3 ゼータ函数の零点と幕級数の収束半径

リーマン予想は 「 $\zeta$函数の零点の実部は全て 1/2以下」 とも云える. 諭文 [1] と同様に臨界線 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\epsilon=1/2$

の右側半平面を複素単位円田 $=1$ の内部に写像する–次分数変換 $s=1/(1-t)$ を採る*s $=1$ は $t=0$ に、
$\epsilon=1/2$ は $t=-1$ に、 $s=\infty$ は $t=1$ に写る.
函数 $(s-1) \zeta(s)=1+\sum_{n=\text{。^{}C_{\hslash}}}^{\infty}(\epsilon-1)^{n+1}$ は $s$ の複素平面上正則だから、 $\zeta(s)$ の零点は $\log((s-1)\zeta(s))$ の対

数特異点で、 $\frac{1}{(\epsilon-1)\zeta(\theta)}$ の極である。いま $F(t)= \frac{t}{1-t}\zeta(\frac{1}{1-l})=1+\sum_{n=\text{。}^{}\infty}c_{n}(\frac{l}{1-l})^{n+1}=1+\sum_{\ell=\text{。}^{}\infty}f_{\ell}t^{\ell+1}$

を定義すると、 $F(t)$ の幕級数展開の係数は $f_{0}=1,f_{\ell+\iota}= \sum_{n=\text{。}^{}\ell}$ 妬により計算でき、 $n=\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{u}$ まで

の鍋の値から $\ell=nmx$ までの $f\ell$ の値が求まる。二項係数の関係 $=1,$ $= \cdot\frac{\ell-n}{n+1}$

を用いて和を取る。
臨界線 $\mathrm{R}\epsilon s=1/2$上に $\zeta(s)$ が零点を持つことから、逆数 $1/F(t)$, 対数時分 $F’(t)/F(t)$ . 対数 $\log F(t)$

のそれぞれの $t=0$ での寡級数の収束半径は全て 1以下である。 もしも仮に $1/2<\Re\epsilon$ となる $\zeta(s)$ の零点
\mbox{\boldmath $\delta$}。が存在すれば、 それと対応する t。は $|t_{0}|<1$ で $1/F(t),$ $F’(t)/F(t),$ $\log F(t)$ の特異点になり、寡級数の
収束半径は真に 1より小さい。 よって『これらの級数の収束半径が丁度 1に等しい」ことがリーマン予想
に等価となる。 もちろん級数の有限部分からでは数学的に確実なことは何も言えない。 また仮に臨界線の
右側に \mbox{\boldmath $\zeta$}(s) の零点 s0=\mbox{\boldmath $\sigma$}+i\tauが在ったとしても、国が大きければ対応する点 t0は単位円周から僅かに内
側となり、無限級数の最初の有限項の係数の数値的挙動から収束半径が 1よりも小と推定するのは難しい.
係数の絶対値の振舞が指数函数的増大ではないことを数値的に云うのは難しく、漸近的な振舞を数値例から

198



予想して証明が出来たりすればよいが、 そのようなことはまず期待出来ない。現実的時間で計算可能な小
さな有限領域で得た知見や予想は、大きな有限では覆り得る。

4 幕級数 $1/F(t)\rangle F’(t)/F(t),$ $\log F(t)$ の計算. 組立除法による $1/F(t)$ の幕級数の計算法: $F(t)=1+ \sum_{j>0}f\mathrm{b}]t^{j}$ とするとき、

$\mathrm{w}[0]:=1$ : for $\mathrm{j}:\cdot 1$ to nmx do $\mathrm{w}[\mathrm{j}]:\cdot 0$ :
for $\mathrm{k}:\mathrm{z}0$ to nmx do begin

$\mathrm{h}[\mathrm{k}]:=\mathrm{w}[\mathrm{k}]$ : for $\mathrm{j}:\approx \mathrm{k}+1$ to nmx do $\mathrm{w}[\mathrm{j}]:\cdot \mathrm{w}[\mathrm{j}\mathrm{l}-\mathrm{h}[\mathrm{k}]*\mathrm{f}[\mathrm{j}-\mathrm{k}]$

end

により、 $1/F(t)$ の Taylor聯関 $1+ \sum_{j>\text{。}}h\mathrm{b}$] $t^{j}$ の最初の $nmx$ 次までの項 $h[0]=1,$ $h[1],$ $\cdots,$ $h[nmx]$ が

$f[0|=1, f[2],$ $\cdots,$ $f[nmx]$ から求まる。

.組立除法による対数微分 $F’(t)/F(t)$ の累級数の計算: $F(t)=1+ \sum_{j>0}f\beta]t^{j}$ とするとき、

for $\mathrm{j}:\Leftrightarrow 0$ to nmx-l do $\mathrm{w}$ [$] : $\epsilon(\mathrm{j}+1)*\mathrm{f}[\mathrm{j}+1]j$

for $\mathrm{k}:\approx 0$ to nmx do begin
$\mathrm{h}[\mathrm{k}]$ $:=\mathrm{w}[\mathrm{k}]$ : for $\mathrm{j}:\Leftrightarrow \mathrm{k}+1$ to nmx do $\mathrm{w}[\mathrm{j}]$ $:\cdot \mathrm{w}[\mathrm{j}]-\mathrm{h}[\mathrm{k}]*\mathrm{f}$ [j-kl

end

により、対数微分 $F’(t)/F(t)$ の Taylor展開 $1+ \sum_{j>0}h\mathrm{U}|t^{j}$ の最初の nmx-l次までの項 $h[0]=1,$ $h[1],$ $\cdots$ ,
$h[nmx-1]$ が $f[0]=1,$ $f[2|,$ $\cdots,f[nmx|$ から求まる。

. 対数 logF(t) の級敗計算: $\text{対数微分}F’(t)/F(t)\text{の級数}1+\sum_{j>0}h\mathrm{b}]t^{j}\text{の最初の}nmx-1\text{次までの係数}$

$h[0]=1,$ $h[1],$ $\cdots,$ $h[nmx-1]$ が求まっているとき、

for $\mathrm{k}:=$ nux downto 1 do $\mathrm{g}[\mathrm{k}]:\cdot \mathrm{h}[\mathrm{k}-1]/\mathrm{k}$:
$\epsilon^{[0]}$ $:\approx 0$

により、 $\log F(t)$ の Taylor展開 $\sum_{\mathrm{j}>0}g\mathrm{b}$ ] $t^{j}.\text{の最初の}$ $nmx$次までの係数 $g[0]=0,$ $g[1],$ $\cdots,g[nmx]$ が求

まる。

5 級数係数のグラフ
計算により $1/F(t),$ $F’(t)/F(t),$ $\log F(t)$ の級数係数の近似値を次数と共にプロヅトしたグラフを作成し

た。 グラフの振舞い (図 3, 図 4, 図 5) は振動的で、 それらの大きさは (今回の計算で求めた範囲からの想像
でしかないが) 漸近的に定数によって抑えられそうに見える.
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$\text{図}2$ : Coefficients of the Taylor series of $F(t)$ ; NMX$=3000$ .

$\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{z}\mathrm{o}\vee\iota\dot{\mathrm{u}}\wedge$

$\text{図}3$ : Coefficients of the Taylor seriae of $1/F(t)$ ; NMX$=3000$.
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$\text{図}4$ : Coefficient8 of the Taylor seriae of $F’(t)/F(t)$ ; NMX$=3000$.

$\text{図}5$: Coefficients of the Taylor seriae of $\log F(t)$ ; NMX$=3000$.
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6 F(t) の有限部分の根
もしも $F(t)$ の零点が複素単位円の内部にあれば、 それはせータ函数 $\zeta(s)$ の臨界線の右側の零点に対応す

る. $1/F(t),$ $F’(t)/F(t),$ $\log F(t)$ 等の幕級数展開の収束半径を知るのに展開係数の振舞いを見るのではな
く、 寡級数 F(t) の単位円盤内部の零点を近似的に求めることを考えたい。

これは数学的ではなく、単に意図の”説明’\sim こ過ぎない: 無限級数 $F(t)$ の $m$次の項までとった

有限部分 $F_{m}(t)=$ 1+\Sigma 器。$f_{\ell}t^{\ell}$ を定義する。 $|t|<1$ であるような $F(t)$ の零点 $t_{1}$ がもしも

あれば、 $m$ を充分大にとると $|t_{1}|<1$ により剰余項は任意に小さくなるから馬 (z) の零点を
$z,(\text{同}<1)$ とすると、 $|F(z)|$ も任意に小さくなるため、 $z$ 力 l1に収束すると期待できる.

また、 級数 $F(t)$ の収束半径は 1である ( $(1-s)\zeta(s)$ が整函数であるので容易) ので $|t|>1$ に

対しては級数の値は発散するから、 $m$ を充分に大きくとると馬 (t) の値は $0$ から充分離れるよ
うになる。 つまり $F_{m}(z)$ の零点は次第に複素単位円板の外に居られなくなり円周付近に集まっ
てくるであろう.

$F_{m}(t)=0$ となる $t$ の値は、 主係数 1の $m$次代数方程式瑞 (t) $=x^{m}+ \sum_{\ell>0}^{m}f_{\ell x^{m-\ell}}=0$ の根の『逆数」

となる。 そこで代数方程式 $P_{m}=0$ の $m$個の根を四倍精度 (実数–語が 16 bytae$=128$ bit) の演算を用いて
随伴行列法を用いて求めた.
計算された根の精度を確認する為に四倍精度で得た各近似根を初期値として、MPFUN を用いて 1000桁

精度の演算で Newton反復法を行い、各近似根の値の変動が精度 15桁程度では無視可能なことを確かめた。
$m$ を増加させるとき根の分布は複素平面上の原点を中心とする単位円周に接近していく傾向が見られた。

$m=16,32,64,128,266,512$,1024, 2048の各場合について、複素平面内での $P_{m}=0$ の全根の位置をプロヅ
トしたグラフを掲げる (図 6, $\cdots$ , 図 13)。

$\text{図}6$ . lioots of $P_{m}=0(m=16)$ . $\text{図}7.$ Rnots of $P_{m}=0(m=32)$ .
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$\text{図}8$ . Roots of $P_{m}=0(m=64)$ . @9. Roots of $P_{m}=0(m=128)$ .
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図 10. Root8 of $P_{m}=0(m=256)$ . $\text{図}11$ . Root6 of $P_{m}=0(m=512)$ .
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$\text{図}12$ . Root8 of $P_{m}=0(m=1024)$ . $\text{図}13$ . Roots of $P_{m}=0(m=2048)$ .
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7 改善すべき点

Stieltjes定数または砺の高精度近似値は、正しさの保証を確実にする為にプログラムを作成して計算す
ることが強く望ましい。 また並列分散処理を用いて計算速度を稼ぐ為にも重要である。
また、高精度であっても近似値は数学的に正当な誤差範囲を区間演算等により与えることが望ましい。(有

効桁の推定は精度を変えた計算により概ね可能ではあるが 6 )
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