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Abstract
本稿は数体 $\mathrm{K}$ ( $\mathrm{Q},\mathrm{Z}_{\mathrm{p}},\mathrm{C}$ 等) 上の多変数多項式の新たな因数分解法を提案する。これは $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{R}\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{n}$の

補間多項式と因子多項式のそれぞれの係数間の双線形関係に基づく算法である。その関係は非常に簡潔か
つ–般的で、 2変数の場合は $\mathrm{K}$ 上の、多変数の場合は従変数に関する多項式叩上の線形方程式を与える。
なお、対応するヘンゼル因子の主変数に関する次数が 1のとき、このアルゴリズムは Kaltofen の方法に
帰着する。

1 はじめに

多変数多項式の因数分解のため多くの算法が考案されたが、それらはヘンゼル法と非ヘンゼル法に大別
できよう。ヘンゼル法は与えられた多変数多項式をヘンゼル因子に分解し、それらを基に多項式因子を求め
る。ヘンゼル法は多因子法と 1因子法の二つに大別される。多因子法とは複数のヘンゼル因子から多項式
因子を求める方法で、 1因子法とは 1つのヘンゼル因子から多項式因子を求める方法である。
有名な多因子ヘンゼル法として Musser [Mus71] や Wang-Roths&ild [WR73] の方法がある。 この方法
は複数のヘンゼル因子の積を計算し、与多項式を割り切るか否かテストして多項式因子を求める。 この方
法はヘンゼル因子の個数が大きい場合には組合せ爆発を起こす。これに対し、佐々木らは和零算 $\sqrt$法を考案し
た $([\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{K}\mathrm{S}91],[\mathrm{S}\mathrm{S}l\mathrm{I}92],[\mathrm{S}\mathrm{S}93],[\mathrm{S}\mathrm{a}\epsilon 01])$。これはヘンゼル因子の高次項の和が $0$になる組合せを見つけ、それ
により多項式因子を求める方法である。和零算法は Galligo ら ( $[\mathrm{G}\mathrm{W}97],[\mathrm{G}\mathrm{R}01],[\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{K}\mathrm{W}02]$等) により様々
な改良が加えられ、現在最速の方法となっている。
有名な 1因子ヘンゼル法として、整係数 1変数多項式用の格子算法 [LLL82] が挙げられる。多項式の
べき級数根の最小多項式から多項式因子を求める Kaltofen の方法もある [Ka185]。また、Noro-Yokoyama
[NY02] はグレブナー基底の基底変換を利用する方法を提案している。
非ヘンゼル法に関して。上述の Kaltofen の算法は非ヘンゼル法にも分類できる。そのほか、既約多項式
の根である代数関数を数値的に追跡する Corless らの算法 $[\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{K}\mathrm{W}\mathrm{O}1]_{\text{、}}$ Ruppert の定理 [Rllp99] に基づ
いて構成された行列の固有ベクトルを計算する Gao の算法 [Gao02] などがある。
本稿では、一般ヘンゼル構成で基本的役割を演じる Mosae-Yun の補間多項式 [MY73] を利用する新しい

方法を提案する。具体的には、 多項式因子と $\mathrm{M}\mathrm{o}\iota;\alpha$’-Yunの補間多項式のそれぞれの係数の間に双線形関係
$\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{O}\iota \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}.\mathrm{t}\epsilon \mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}$ .ac.jp
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が成立するので、 それを利用する。線形関係は因子多項式の係数に関して、与多項式が 2変数ならば K 上
の、 3変数以上ならば従変数に関する多項式環上の線形方程式を与える。
本稿で提案する方法は線形方程式を解いて多項式因子を求めるという点で、Kaltofen や Noro-Yokoy\‘ama
の方法と類似する。実際、ヘンゼル因子をべき級数根に対応させれば、本稿の方法は Kaltofen の方法に帰
着する。 しかし、Kaltofen の方法には大きな制限が存在する。べき級数根は–般には代数的閉体上でのみ
計算できるので、因数分解は代数的閉体上のものとなる。 また、べき級数根を求める際に代数的数や浮動小
数を用いるため、計算が重くなったり、誤差の問題が発生する。Noro-Yokoyama の方法は上記の制限を気
にせず使えるが、与えられた多項式が疎であるとき、 その特性を利用しにくい。

2 Moses-Yun の補間多項式

2.1 Moses-Yun 行列

本稿では $F$ ($x,u_{1},$ $\ldots$ ,up) を数体 $\mathrm{K}$ 上の多変数多項式とし、 $F(x,u)$ と略記する。 $F$ の $x$ に関する次数
を $\deg(F)$ と、 $F$ の $u_{1},$ $\ldots,u\ell$ に関する全次数を $\mathrm{t}\deg_{u}(F)$ と、 $F$ の $x$ に関する主係数を $1\mathrm{c}(F)$ と、それぞ

れ表す o そして、 $\deg(F)=n,$ $1\mathrm{c}(F)=f_{n}(u)$ とおく

$F(x,0)$ が $x$ について無平方かつ $f_{r},(0)\neq 0$ であると仮定し、 $F(x,0)$ を既約分解する。

$F(x, 0)=F_{1}^{\langle 0)}(x)\cdots F_{f}^{(0)}(x)$ , $\deg(F_{*}^{(0)}.)=ni$ $(i=1, \cdots,\mathrm{r})$ . (2.1)

このとき $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{t}^{\backslash },\mathrm{a}\mathrm{e}-\mathrm{Y}\iota\ln$ 行列 $M\in \mathrm{K}[x]^{\tau \mathrm{X}1\iota}$ は次式で定義される。

$\{$

$M=(W_{1,j}.)$ , $W:,\mathrm{j}\in \mathrm{K}[x]$ $(1 \leq i\leq r;n-1\geq j\geq 0)$,

$W_{1,j} \frac{F(x,0)}{F_{1}^{(0)}(x)}+\cdots+W_{\mathrm{r},j}\frac{F(x,0)}{F_{\Gamma}^{(0)}(\emptyset)}=x^{j}$ $(n-1\geq j\geq 0)$ . (2.2)

後で用いるため、 $W_{1,0},$ $\cdots,$ $W_{*,n-1}$. の計算法を述べる。 まず、ユークリッド拡張互除法を用いて次式を満た
す多項式 $V_{i}$ と $W_{*},0$ を求める。

$V_{:}F_{:}^{(0)}(x)+W_{i,0}F(x,0)/F_{i}^{(0)}(x)=1$ , $\mathrm{d}e\mathrm{g}(W_{1,0})<n_{i}$ . (2.3)

次に、 $W:,\mathrm{j}(j=1, \ldots,n-1)$ を下記の算式で計算する。

$W_{i,j}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}(\dot{d}W_{*},0, F_{:}^{(0)})$ $(j=1, \ldots, n-1)$ . (2.4)

実際の計算において使用する $\mathrm{M}\mathrm{o}:;\varpi \mathrm{Y}1\ln$ の係数行列 $\overline{M}_{*}$. $\in \mathrm{K}^{n}$‘ $\mathrm{x}n$ を定義する。 まず、 $(W_{*},\mathfrak{n}-1, \cdots, W:,0)$

を次式のように表現する。

$(W:, \mathfrak{n}-1, \cdots, W:,0)=\sum_{l\approx 0}^{n-1}‘(nv_{1r\iota-1}^{(l)}.,’\cdots,w_{i,0}^{(l)})x^{l}$ , $\mathrm{u}^{\{l)}’.\cdot\prime \mathrm{j}\in \mathrm{K}(1=n:-1, \ldots,0)$. (2.5)

$n$: 窓の係数ベクトル $(w^{\langle l)}-1’\ldots,\mathrm{c}v_{1}^{(l)}.,0)\dot{\backslash },n’ 0\leq\ell\leq n:^{-1}$, から成る次の行列が $\overline{M}_{:}$ である。

橘$=$ (2.6)
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2.2 高次の Moses-Yun 行列

$u_{1},$ $\ldots,$
$u_{\ell}$ を生成元とする多項式イデアルを $I$ とする : $I=(u_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{u}\ell\rangle$ . $F_{1}^{(k)}(x,\mathrm{u}),$

$\cdots,$
$F_{\tau}^{(k)}(x,u)$ を $k$

次の Hensel 因子とし、次式を満たすとする。

$F(x,u)\equiv F_{1}^{\langle k)}(x,u)\cdots F_{f}^{\{k)}(x,\mathrm{u})$ (mod $I^{k+1}$ ). (2.7)

ただし、 $F(x,u)$ の $x$ に関する主係数 $1\mathrm{c}(F)$ は因数分解され、 $F_{1}^{(k)},$
$\cdots,$

$F^{(k)}$, に適切に振り分けられている
とする。すなわち、全ての $k\geq 1$ に対して、 $1\mathrm{c}(F)=1\mathrm{c}(F_{1}^{\langle k)})$ ... $1\mathrm{c}(F^{(k\rangle},)$ であるとする (振り分けの詳細に
ついては [Wan77] を参照)。 $k$ 次の $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}*\mathrm{Y}\mathrm{u}\mathrm{n}$ 行列 $M^{(k)}$ を次式で定稜する。

$\{$

$M^{(k)}=(W_{1j}^{(k)},)$ , $W_{1j}^{(\mathrm{k})},\in \mathrm{K}[x,u]$ $(1 \leq i\leq r;n-1\geq j\geq 0)$ ,

$W_{1_{\dot{\beta}}}^{(k)} \frac{F(x,u)}{F_{1}^{(k)}(x,u)}+\cdots+W_{t\dot{\beta}}^{(k)}\frac{F(x,u)}{F_{\mathrm{r}}^{(k)}(x,\mathrm{u})}\equiv x^{j}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I^{k+1})$ . (2.8)

ここで、 $F(x,u)/F_{1}^{(k)}(x,\mathrm{u})$ 等は $u_{1},$ $\ldots,u\ell$ に関するべき級数として計算する。 $W_{:,j}^{(k)}$ も $u_{1},$ $\ldots$ ,up に関す
るべき級数として (2.2) の $W_{:},$’ と同様に計算できる。 また、 $k$ 次の $\mathrm{M}\mathrm{o}\epsilon \mathrm{a}\mathrm{e}$-Ytln 係数行列 $\overline{M}_{:}^{(k)}$ も前節と同
様に定義できる。

$G(x,u)$ を $F(x,u)$ の多項式因子とし、次のように表す。

$G(x,u)=g_{m}(u)x^{m}+g_{rn-1}(u)x^{m-1}+\cdots+g_{0}(u)$ . (2.9)

一般性を失わずに次式を仮定する (ただし、 $s\in\{1,$ $\ldots,r\}$)。

$G(x,u)\equiv F_{1}^{(k)}(x,u)\cdots F_{\iota}^{\langle k)}(x,u)$ (mod $I^{k+1}$ ), $k\geq \mathrm{t}\deg_{u}(G)$ . (2.10)

さて、本稿の因数分解アルゴリズムにおける最重要である定理を与える。

定理 1 $i\in\{1, \cdots, s\}$ において、次の関係式が成立する。

$\{$

$g_{m}W_{i,n-1}^{(k)}+g_{rn-1}W_{:.n-2}^{(k)}+\cdots+g_{0}W_{i,n-m-1}^{\langle k)}\equiv 0$ (mod $I^{k+1}$ ),

:. :. :.
$g_{\mathrm{n}},W_{1,m}^{\langle k)}+g_{n-1},W_{1fn-1}^{(k)}.+\cdots+g0W_{:,0}^{(k\rangle}\equiv 0$ (mod $I^{k+1}$ ).

(2.11)

証明 $F_{i}^{(k)}(i=1, \ldots, s)$ は $I^{k+1}$ を法として $G$ を割り切る。なぜなら、 (2.4) より

$g_{m}W_{\dot{*},\mathit{7}\hslash}^{\langle k)}+\cdots+g0W_{*,0}^{(k)}.=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}(GW_{*,0}^{\langle k)}., F_{1}^{(k)})\equiv 0$ (mod $I^{k+1}$).

が成り立つからである。上式は (2.11) の最終行に他ならない。最終行に、 $x,$ $\ldots,x^{n-n-1}$’ を掛けることに
より、 (2.11) の他の行も示される。 ◇

系 2 定理 1における $G$ は、 $F(x,u)$ の多項式因子の倍数であってもよい。 $\phi$

3 多項式の因数分解

3.1 因数分解アルゴリズム

(2.11) では $n-m$ 個の関係式があるが、その中の 1つのみ (以下では、最終行) を利用する。その理由は
次の命題が成立するからである。
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命題 3 (2.11) の中の 1つの関係式から他の $n-m-1$ 個の関係式を導き出すことができる (証明略)。 $\phi$

我々の因数分解アルゴリズムは、簡単に言えば次の三つのステップから成る。
ステップ 1 $:F(x, 0)$ を因数分解した後、(2.1) の $F_{1}^{(0)}$ を $F_{1}^{(0)}:=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{x}F_{1}^{(0)}$ (ただし、const $=[f_{n}/1\mathrm{c}(F_{1}^{(0)})]_{u=}0$)
と置き換え、 $F_{1}^{(0)}(x)$ と $\tilde{F}^{(0)}(x)=f_{n}(0)F(x, 0)/F_{1}^{(0)}(x)$ を初期因子として、 $f_{||}(u)F(x,u)$ をヘンゼル構成
する。

$\{$

$f_{n}(u)F(x,u)\equiv F_{1}^{(k)}(x,\mathrm{u})\tilde{F}^{(k)}(x,u)$ (mod $I^{k+1}$ ),
$1\mathrm{c}(F_{1}^{(k)})=1\mathrm{c}(\tilde{F}^{(\mathrm{k})})\equiv f_{n}(u)$ (mod $I^{k+1}$ ).

(3.12)

ステップ 2 : 因子多項式 $G(x,u)$ として、ヘンゼル因子毎 k) を含むものを探す。 まず、 $F_{1}^{(k)}$ に対応する $k$

次 $\mathrm{M}\mathrm{o}\epsilon u$-Yun多項式を

$(W_{1.m}^{(\mathrm{k})}, \cdots, W_{1,0}^{\langle k)})=\sum_{l\approx 0}^{n_{1}-1}(\tilde{uJ}_{l,m}, \cdots,\tilde{w}_{l,0})x^{\iota}$ , $\overline{u)}\iota_{\dot{\theta}}\in \mathrm{K}[u]$ . (3.13)

として、Moses-Yrm の係数行列 $\overline{M}_{1}^{(k)}$ を構成する。

$\overline{M}_{1}^{(k)}=$ . (3.14)

ステップ 3 :(2.9) の形で表現された $G(x,u)$ に対し、 $g_{rn}(u)=f_{f}.(u)$ とおき、 $\mathit{9}m-1(\mathrm{u}),$ $\ldots,g\mathrm{o}(u)$ を未知
多項式として、次の線形方程式を解いて g7n-1, .. .,�を決定する。

$\overline{hI}_{1}^{(k\rangle}g\equiv 0$ (mod $I^{k+1}$ ), $g=(g_{m}, \cdots,g_{0})^{T}$ . (3.15)

$\mathrm{t}\deg_{u}(G)=e$ とおき、 因数分解に必要なヘンゼル構成の次数 $k$ を考える。各 $i\in\{0, \cdots , m\}$ に対し、

$\{$

$g_{\mathrm{j}}(u)=\hat{g}_{j}^{(0)}+\hat{g}_{\mathrm{j}}^{(1)}(u)+\cdots+\hat{g}_{j}^{(e)}(u)$,
$\hat{g}_{j}^{(l)}$ : 全次数が $l$ である項の和.

(3.16)

とおく $\text{。}\tilde{w}_{1j},(0\leq i\leq n_{1}-1;0\leq i\leq n-1)$ は次式のように表すことができる。

$\{$

$\overline{w}:,j(u)=\hat{u}^{(0\rangle(1)(k)}j.\cdot,+\hat{u\prime}\cdot(j|,ju)+\cdots+\dot{uJ}_{1j}.,(u)$ ,
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{3}$ : 全次数が $l$ である項の和.

(3.17)

(3.10), (3.17) より線形方程式 (3.15) を書き換え、全次数が同じ項どうしで係数比較することにより、次の
線形方程式が得られる。

$(::::::::::2^{\cdot}\prime_{i,j}\tau^{(0)}1:_{i,j}:.::::(k)(1):,j?l;:^{j}\tau\hat{v}^{(0)}:_{\wedge}:,,::::\langle 1\rangle::^{j}:::::::::\hat{w}\hat{w}\tau\hat{v}_{j- 1}^{(k)}:_{1}.’,:::::|^{\mathrm{t}0_{l})}:_{j1}^{j1}’.=1)\hat{w}_{*,j1}^{(:’.=}llJ\wedge(.0)1)j1::::::.:^{\mathrm{c}}:::::$: $\mathrm{x}(\hat{g}_{j}\hat{g}_{j1}^{(=_{)}^{1}}\hat{g}^{(:)}\hat{g}_{j}^{(0)}i_{0:)}:_{\mathrm{C}}:..e\backslash ’$
$\equiv 0$ . (3.18)
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上記の係数行列の大きさは $[n_{1}\cdot(k+1)]\mathrm{x}[(m+1)\cdot(e+1)]$ であり、右側のベクトルは $(m+1)(e+1)$ 次元
である。 このうち、 $\hat{g}_{m}^{(0)},$ $\ldots,\hat{g}_{\mathit{7}n}^{(\mathrm{e})}$ は $f_{n}(u)$ で定まるので、未知多項式の個数は $m(e+1)$ である。 したがっ
て、 この線形方程式が解を持つためには、 k は次の不等式を満たすことが必要である。

$n_{1}\mathrm{x}(k+1)\geq m\mathrm{x}(e+1)$. (3.19)

線形方程式 (3.18) の解法の方針は、係数行列の左側の $e+1$ 列を除く $m\mathrm{x}(e+1)$ 列の対角化である。
$F(x,u)$ が 2変数多項式ならば畷,\iota j $\in \mathrm{K}$ であり、対角化は容易である。与多項式が 3変数以上の場合、 (3.18)
は多項式環 $K[u]$ 上の線型方程式となるが、 この対角化は全次数のより小さい成分を基に他の成分の消去を
行うことでできる。ここで、線形方程式 (3.18) は常に解を持つとは限らないことを注意しておく。もしも $m$

と e の値が小さければ、 たとえ F(x,u) が 2変数多項式であっても解は存在しない。 また、 3変数以上の場
合、上述のように消去法を進めれば有理式が現れる場合があるが、 その時点で解は存在しないことになる。

例 4 次の 2変数多項式の因数分解を行う。

$F(x,u)=x^{4}+(\mathrm{u}-2)x^{3}-(\mathrm{u}-1)x^{2}+(u^{2}-2)x+u$ (3.20)

$F(x,0)$ を因数分解する。
$F(x,\mathrm{O})=x(x+1)(x-1)(x-2)$ (3.21)

$F_{1}^{(0)}=x+1,\check{F}^{(0)}=x(x-1)(x-2)=x^{\theta}-3x^{2}+2x$ を初期因子として $F$ をヘンゼル構成する :

$F(x,u)$ $\equiv$ $F_{1}^{(3)}\tilde{F}^{(3)}$ (mod $u^{4}$ ) (3.22)
$F_{1}^{(3)}$ $=$ $x+1+u/2+u^{2}/8$ (3.23)

$F_{1}^{(3)}$ に対応する 3次の $\mathrm{M}\mathrm{o}\epsilon\alpha$-Yun 多項式を計算する。

$W_{1,3}^{(3\rangle}$ $=$ 1/6 $+$ $1/1\mathit{2}u$ $+$ $1/24u^{2}$ $5/288u^{3}$

$W_{1,2}^{(3)}$ $=$ $-1/6$ $-$ $1/48u^{2}$ $+$ $1/36u^{l}$

$W_{1,1}^{(3)}$ $=$ 1/6 $1/12u$ $+$ $1/24u^{2}$ $11/288u^{3}$

$W_{1,0}^{(3)}$ $=$ $-1/6$ $+$ $1/6u$ – $5/48\mathrm{u}^{2}$ $+$ $5/72u^{\theta}$

次に\tau 因子候補となる $G(x,u)$ を次のようにおいてみる。

$G(x,u)=x^{2}+(g_{10}+g_{11}u)x+(\mathit{9}00+_{\mathit{9}01}u)$ (3.24)

(2.11) より次式が成り立つ。

$W_{1,3}^{(3)}\cdot 1+W_{1,2}^{(3)}(g_{10}+g_{11}u)+W_{1,1}^{(3)}(g_{00}+g_{01}u)\equiv 0$ (mod $u^{4}$) (3.25)

$u$ に関して係数比較を行うことで、次の線形方程式が得られる (係数行列は第 1行から順に $\mathrm{u}^{0},u^{1},u^{2},u^{8}$ に

対応する)。

( $-5/\mathit{2}881/241/121/6$ $=_{1/48}^{1/6}1/360$ $=_{1/48}^{1/6}00$ $-11/288-1/121/241/6$ $-1/121/61/240$ ) $=0$ (3.26)
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これを解くと次の解が得られる。

$g_{10}=0$, $\mathit{9}11=1$ , $\mathit{9}00=-1$ , $\mathit{9}\mathit{0}1=0$ (3.27)

以上より、 $G(x,u)=x^{2}+ux-1$ が得られる。 (3.21) の他の因子に対しても同様に行う。すると $F(x,u)$ は

次の通りに因数分解される。
$F(x,u)=(x^{2}+ux-1)(x^{2}-2x+u)$ . (3.28)

3.2 3変数以上の多項式の因数分解について

近年、多変数多項式の因数分解法として、因子多項式の係数を未知とし、未知係数に関する線形方程式
に帰着する算法がいくつか提案されている。これらのいくつかは、因子多項式を単項式の和として表わし、
単項式の未定係数を決定する方法である。最近注目を集めている Gao の算法がそうである。これらの方法
では、全次数が $e$ 以下のすべての単項式を扱うので、 3変数以上の場合は行列サイズが非常に大きくなる。
これに対して、本稿のアルゴリズムは係数多項式を全次数ごとにまとめて扱うので、 与多項式が疎な場合、
疎な性質を利用しながら、線型方程式を解くことが可能である。しかしながら、 3変数以上の場合、線形方
程式は解くのは実際上は多大な時間を必要とする。
よく知られている 3変数以上の多項式の因数分解法として、与えられた多項式 $F(x,u_{1},u_{2}, .. .,u\ell)$ に対

し、 2変数多項式 $\tilde{F}(x, u_{1})=F(x,u_{1},0, \ldots,0)$ を

$\tilde{F}(x,u_{1})=\tilde{G}_{1}(x,u_{1})\cdots\tilde{G},(x,u_{1})$ (3.29)

と因数分解した後、 $\tilde{G}_{1}(x,0),$ $\ldots,\overline{G}_{\tau}(x, 0)$ を初期因子として $F$ をヘンゼル構成し、ヘンゼル因子の組合せ
で多項式因子を求める方法がある。 このように、 2変数多項式に帰着すれば、数体 $\mathrm{K}$ 上で線形方程式を解

くことになるので、大幅な効率化が望める。 しかし、 この場合でも因子組合せ問題が発生することに変わり
ない (因子数は大幅に少なくなるが)。

4 おわりに

本稿で提案した方法を計算機に実装して従来のヘンゼル法に基づく因数分解法と比較したが、 効率に関
して現段階では良い結果を得ていない。この原因の–つは、多項式因子となり得る $G$ の次数 $m$ が未定なの

で、ある程度小さい値から–つづつ増やしつつ、試行錯誤で決めざるを得ないことである。 これは、 この種

の算法としては致し心ない。第二の原因は $G$ の全次数 $e$ が未定なことである。多因子法では $e\leq \mathrm{t}\deg(F)/2$

と設定できたが、 1因子法では理論的には $e<\mathrm{t}\deg(F)$ とせざるを得ず、高次までヘンゼル構成するのに
多大な時間がかかるのである。 この場合も、 たとえば $e=\mathrm{t}\deg(F)/\mathit{2}$ と設定して試し計算をすることで、
多くの場合は計算できるが、駄目な場合もある。そのときは他の因子を使って $e=\mathrm{t}\mathrm{d}e\mathrm{g}(F)/2$ として計算

すればよいのだが、いずれにしてもいくつかの試行が必要である。
多変数多項式の因数分解では、和零算法という極めて効率的な因子組合せ法があるので、それに勝る算法
を開発するのは容易ではない。本稿では 1因子法を提案したが、 $\mathrm{M}\mathrm{o}\epsilon\varpi \mathrm{Y}\iota 1\mathrm{I}1$ 補間式に基づく多因子法が開
発できて初めて和零算法と比肩し得る算法になるであろう。 しかし、多因子法について研究を続けている
が、今だ線形演算で因子が計算できる方法を見つけていない。
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