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ここでは, 以下の定理を証明することを目標とする。

定理 $R$ を順序体の非付値的弱順序極小拡張, $A\subset R$ をデファイナブ
ルかつ開, $f$ : $Aarrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. このとき写像 $f$ は, $A$ 上

有限個の点を除き微分可能である.

1 Introduction
$(R, <, \ldots)$ を稠密で端点をもたない全順序構造とする. 以後, 構造と書

けば, 稠密で端点をもたない全順序構造を表し, また $R$ と $(R, <, \ldots)$ を同

視しておく. 全順序集合 $R$ の部分集合 $A$ が, 任意の $a,$ $b\in A$ と $c\in R$

に対して, $a<c<b$ ならば $c\in A$ をみたすとき, $A$ は $R$ の凸集合とよ
ぶ. さらに $\sup A,$ $\inf A\in R\cup\{-\infty, +\infty\}$ のとき, $A$ は $\wedge^{l}\mathrm{I}$

)
$\iota$ の区間とよぶ.

構造 $R$ の任意のデファイナブル部分集合 $D$ が, 区間 (凸集合) の有限和
で表せるとき, $R$ は順序極小構造 (弱順序極小構造) であるとよぶ. 理論

Th$(R)$ の任意のモデルが順序極小 (弱順序極小) になるとき, Th( $R\rangle$ は順

序極小理論 (弱順序極小理論) とよぶ.

今後, $R$ はすべて弱順序極小構造とする. $C,$ $D\subset R$ とする. 任意の
$c\in C,$ $d\in D$ に対して $c<d$ のとき, $C<D$ と書く. 順序対 ($C,$ $D\rangle$ が,
$C<D$ かつ $C\cup D=R$ でさらに $D$ が最小元を持たないとき, 切断とよ
ぶ. $R$ のデファイナブル切断全体を $\overline{R}$ によって表すことにする. 特に $R$

が順序極小構造ならば $R=\overline{R}$ である. 任意の $a\in R$ に対して, デファ
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イナブル切断 $\langle(-\infty, a], (a, +\infty\rangle\rangle$ を考えることにより, $R\subset\overline{R}$ とみなす.
さらに $\langle C_{1}, D_{1}\rangle<\langle C_{2}, D_{\mathit{2}}\rangle$ を $C_{1}\subseteq C_{2}$ と定義することにより, $(R, <)$ を
$(\overline{R}, <)$ の部分構造とみなす.

$R(\overline{R})$ 上に, $R(\overline{R})$ の開区間を基本開集合として位相を入れる.

例 1.1構造 $(\mathbb{Q}, <, P)$ を考える. ここで $P:=(-\sqrt{2}, \sqrt{2})\cap \mathbb{Q}$ とする. この
とき, $\overline{\mathbb{Q}}=\mathbb{Q}\cup\{-\sqrt{2}, \sqrt{2}\}$ となる. ただし, \pm 而と $\langle$ $(-\infty.,$ $\pm\sqrt{2}),$ $(\pm$西, $+\infty)\rangle$

は同–視している.

$n$ を自然数とし, $A\subset$ 卒をデファイナブル集合とする. 写像 $f:Aarrow\overline{R}$

において, 集合 $\{\langle x, y\rangle\in A\cross R:y<f(x)\}$ (これを $\Gamma_{<}(f)$ で表す) がデ
ファイナブルになるとき, $f$ はデファイナブルであるという.

注意 1.2写像 $f$ : $Aarrow R$ がデファイナブルであることと, $\{\langle x, y\rangle\in$

$A\cross R:y=f(x)\}$ がデファイナブルであることは同値である.

例 1.3構造 $(\mathbb{Q}, +, <, P)$ を考える. ここで $P:=(-\sqrt{2}, \sqrt{2})\cap \mathbb{Q}$ とする.
写像 $f:\mathbb{Q}arrow\overline{\mathbb{Q}}$ を $f(a):=a+$ 西とする. このとき,

$\Gamma_{<}(f)=\{\langle x,y\rangle\in \mathbb{Q}\cross \mathbb{Q}:\exists z\in P(y<x+z)\}$

となり, $f$ はデファイナブルである.

構造 $R=(R, +, <, \ldots)$ を順序群 $(R, +, <)$ の弱順序極小拡張とする.
このとき [3] の定理 5.1より, $R$ は同項アーベル群になる. 切断 $\langle C, D\rangle$ が
$\inf\{y-x:x\in C, y\in D\}=0$ をみたすとき, 非付値的という 構造 $R$ の

任意のデファイナブル切断が非付値的になるとき, $R$ を非付値的という.
この非付値的という概念は次の問題を解くために考えられた.

問題 1.4 ([3, 問題 1]) 構造 $R$ が順序群 (または順序体) の弱順序極小拡
張ならば, Th$(R)$ も弱順序極小であるか.

この問題は順序群の場合, V. Verbovskiyにより反例があることがわかっ
ている. しかしながら, 非付値的の場合は正しい.

定理 1.5 ([4, 系 2.15]) 構造 $R$ が順序群の非付値的弱順序極小拡張なら
ば, Th$(R)$ も弱順序極小である.
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構造 $R=(R, +, <, \ldots)$ を順序群 $(R, +, <)$ の非付値老弱順序極小拡張
とする. 任意の部分集合 $A,$ $B\subset R$ に対し, $A\pm B:=\{x\pm y:x\in A,$ $y\in$

$B\}$ と定める. 集合万の任意の元 $\langle C_{1}, D_{1}\rangle,$ $\langle C_{2}, D_{2}\rangle$ に対し, $\langle C_{1}, D_{1}\rangle+$

$\langle C_{2}, D_{2}\rangle:=\langle C_{1}+C_{2}, D_{1}+D_{2}\rangle$ と加法を定める. すると構造 $(\overline{R}, +, <)$ は

可除アーベル群になり, 構造 $(R, +, <)$ はその部分構造となる.
また構造 $R=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序

極小拡張とする. このとき [3] の定理 53より, $R$ は実義体になる. 任
意の部分集合 $A,$ $B\subset R$ に対し, $A\cdot B:=\{x\cdot y : x\in A, y\in B\}$ ,
$-A:=\{-x:x\in A\}$ と定める. 集合万の任意の元 $\langle C_{1}, D_{1}\rangle,$ $\langle C_{2}, D_{2}\rangle$ に

対し,

$\langle C_{1}, D_{1}\rangle\cdot\langle C_{\mathit{2}}, D_{2}\rangle$

$:=$と乗法を定める. すると構造 $(\overline{R}, +, \cdot, <)$ は実閉体になり, 構造 $(R, +, \cdot, <)$

はその部分構造となる.

定義 1.6弱順序極小構造 $R=(R, <, \ldots)$ が, $R$ の任意のデファイナブル
部分集合 $I$ と任意のデファイナブル写像 $f$ : $Iarrow\overline{R}$ に対して, ある有限集
合 $X$ とデファイナブル凸開集合 $I_{0},$

$\ldots,$
$I_{k}$ が存在して, I=XIII0垣.. .垣為

かつ任意の $i\leq k$ に対して

$\bullet$ f匿は–定,

$\bullet$ $f|I_{i}$ は狭義単調増加かつ任意の $a,$ $b\in I_{i}$ と $c,$ $d\in R$ に対して $a<b$

かつ $f(a)<c<d<f(b)$ ならば, $c<f(x)<d$ をみたす $x\in(a, b)$

が存在する; 特に Dは連続,

$\bullet$ $f|I_{i}$ は狭義単調減少かつ任意の $a,$ $b\in I_{i}$ と $c,$ $d\in R$ に対して $a<b$

かつ $f(a)>c>d>f(b)$ ならば, $c>f(x)>d$ をみたす $x\in(a, b)$

が存在する; 特に Dは連続

のどれかひとつが成り立つとき, 構造 $R$ は強単調性をもつという.
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定理 L7 ([4, 補題 14]) 構造 $R=(R, +, <, \ldots)$ を順序群 $(R, +, <)$ の弱
順序極小拡張とする. このとき次は同値である:

1. $R$ は非付値的である,

2. $R$ は強単調性をもつ.

定義 1.8弱順序極小構造 $R=(R, <, \ldots)$ に対して, 強セルとその完備
化を帰納的に定義する:

1. $R$ の 1点集合は強 $\langle 0\rangle$ セルとする. $C\subset R$ が強 $\langle 0\rangle$ cell のとき,
$\overline{C}:=C$ と定める.

2. $R$ の空でないデファイナブル凸開集合は強 $\langle 1\rangle$ セルとする. $C\subset R$

が強 $\langle 1\rangle$ セルのとき, $\overline{C}:=\{X\in\overline{R}:\exists a, b\in c_{a<},\prime x<b\}$ と定める.

3. $C\subset R^{m}$ が強 $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$ セルで $f$ : $Carrow R$ がデファイナブ
ルで連続, さらに連続な拡張 $\overline{f}$ : $\overline{C}arrow\overline{R}$ をもつとき, r(のは強
$\langle i_{1}, \ldots,i_{m}, 0\rangle$ セルとし, $\overline{\Gamma(f)}:=\Gamma(\overline{f})$ と定める.

4. $C\subset R^{m}$ が強 $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$ セルで $g,$
$h:Carrow\overline{R}$ がデファイナブルで

連続, さらに連続な拡張す, $\overline{h}:\overline{C}arrow\overline{R}$ をもち, 任意の $\overline{x}\in\overline{C}$ に対し
て -g(-x) $<\overline{h}(\overline{x})$ のとき,

$(g, h)_{C}:=\{\langle\overline{a}, b\rangle\in C\cross R : g(\overline{a})<b<h(\overline{a})\}$

は強 $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}, 1\rangle$ セルとし,

$\overline{(g,h)_{C}}:=\{\langle\overline{a}, b\rangle\in\overline{C}\cross\overline{R} : \mathrm{y}(\mathrm{a})<\mathrm{b}<\overline{h}(\overline{a})\}$

と定める.

5. ある $i_{1},$
$\ldots,$

$i_{m}$ が存在して, $C\subset R^{m}$ が強 $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$ セルとなると
き, $C$ は強セルとよぶ.

$C\subset$ 羅を強セルとし, 写像 $f$ : $Carrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. この
とき, $f$ が連続な拡張 $\overline{f}:\overline{C}arrow\overline{R}$ をもっとき, $f$ は強連続であるという.

定義 1.9 $R=(R, <, \ldots)$ を弱順序極小構造, $m\in \mathrm{N},$ $X\subset R^{m}$ を空でな
いデファイナブル集合とする. 以下で, $X$ の強セル分解を $m$ に関して帰
納的に定義する.
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1. $X$ を $R$ の空でないデファイナブル部分集合で, $D=\{C_{0}, \ldots, C_{k}\}$

を強セルによる $X$ の分割とする. このとき, $D$ は $X$ の強セル分解
であるという.

2. $X$ を $R^{m+1}$ の空でないデファイナブル部分集合で, $D=\{C_{0}, \ldots , C_{k}\}$

を強セルによる $X$ の分割とし, $\pi$ : $R^{m+1}arrow$ 即を最後の座標を除
く射影とする. このとき, $\{\pi(C_{0}), \ldots, \pi(C_{k})\}$ が $\pi(X)$ の強セル分

解になるとき, $D$ は $X$ の強セル分解であるという.

定義 1.10 $R=(R, <, \ldots)$ を弱順序極小構造, $m\in \mathrm{N},$ $X,$ $\mathrm{Y}\subset R^{m}$ をデ

ファイナブル集合, $X\neq\emptyset$ とする. また $D$ を $X$ の強セル分解とする. こ

のとき, 任意の $C\in D$ に対して, $C\subset \mathrm{Y}$ または $C\cap \mathrm{Y}=\emptyset$ となるとき,
$D$ は $\mathrm{Y}$ を分割するという.

定義 1.11 $R=(R, <, \ldots)$ を弱順序極小構造とする. 任意の $m,$ $k\in \mathrm{N}$ と

デファイナブル集合 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{k}\subset R^{m}$ に対して, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{k}$ のすべてを

分割するような $R^{m}$ の強セル分解が存在するとき, $R$ は強セル分解をみ
たすという.

定理 1.12 ([4, 定理 2.14]) 構造 $R=(R, +, <, \ldots)$ を順序群 $(R, +, <)$ の

非付値的弱順序極小拡張とする. $m\in \mathrm{N}$ とする. このとき次が成り立つ.

1. $R$ は強セル分解をみたす.

2. $X\subset$ 酬を空でないデファイナブル集合, $f$ : $Xarrow\overline{R}$ をデファイナ
ブルとする. このとき $X$ のある強セル分解 $D$ で, 任意 $C\in D$ に対
して $f|C$ が強連続となるものが存在する.

定理 1.13構造 $R=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, <)$ の非付値的弱
順序極小拡張とする. また $D\subset R$ を空でないデファイナブル開集合,
$f$ : $Darrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. このとき, $f$ は $D$ 上有限個の点を
除いて微分可能である.

2 定理 1.13の証明
この章では, 定理 1.13の証明をする. 以後この章を通して, $R=(R,$ $+,$ $\cdot$ ,

$<,$ $\ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序極小拡張とする.
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$K$ を全順序集合, $I$ をその部分集合とする. $I$ が $K$ の部分切片とは, あ
る $x\in I$ が存在して, $y\leq x$ ならば $y\in I$ となることである. $I$ が $K$ の部

分切片である必要十分条件は, ある $a\in I$ が存在して ( $-\infty,$ $a|\subset I$ となる

ことである.

例 2.1 $K=(\mathbb{Q}, <)$ とし, $a,$ $b,$ $c\in \mathbb{Q}$ かつ $a<b<c$ とする. 集合 $(-\infty, a)$

と $(-\infty, a)\cup(b, c)$ は, $\mathbb{Q}$ の部分切片であるが, $(b, c)$ は $\mathbb{Q}$ の部分切片で
ない.

補題 2.2 ([4, 補題 12]) $R=(R, <, \ldots)$ を弱順序構造, $I\subset R$ を空でない

デファイナブル凸開集合とする. $f$ : $Iarrow\overline{R}$をデファイナブル関数とする.
極限値 $\lim_{xarrow\inf I+\mathit{0}}f(x)$ と $\lim_{x\cdot \mathrm{s}\sup I-0}f(x)$ が–R\cup $\{-\infty,$ $+\infty\}$ の中に存
在する.

(証明). $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)$ の存在を示せばよい. 各 $c\in R$ に対して,

$I_{1}(c):=\{x\in I : f(x)<c\}$ ,
$I_{\mathit{2}}(c):=\{x\in I : f(x)=c\}$ ,
$I_{3}(c):=\{x\in I : f(x)>c\}$

と定義する. このとき $\langle I_{1}(c), I_{\mathit{2}}(c), I_{3}(c)\rangle$ は, $I$ のデファイナブル集合への
分割である. 各 i\in {1, 2, 3} に対して, $X_{i}:=\{c\in R:I_{i}(c)$ は $I$ の部分切片

である}.
主張. $|X_{\mathit{2}}|\leq 1,$ $X_{3}<X_{\mathit{2}}<X_{1}$ かつ $\langle X_{1}, X_{2}, X_{3}\rangle$ は $R$ のデファイナブル
集合への分割である.
主張の証明. まず, $|X_{2}|$ $\leq 1$ を確かめる. $|X_{2}|\geq 2$ とする. $a,$ $b\in X_{\mathit{2}}$ か

つ $a\neq b$ をとる. このとき, $I_{2}(a)$ と $I_{2}(b)$ は $I$ の部分切片である. よって,
$x\in I_{\mathit{2}}(a)$ が存在して, $x_{1}\leq x$ ならば $x_{1}\in I_{\mathit{2}}(a)$ . また, $y\in I_{\mathit{2}}(b)$ が存在し
て, $y_{1}\leq y$ ならば $y_{1}\in I_{2}(b)$ . $z:= \min\{x, y\}$ とするとき, $z_{1}\leq z$ならば
$z_{1}\in I_{2}(a)\cap I_{\mathit{2}}(b)$ . $I_{2}$ の定義より, $a=f(z_{1})=b$ となって矛盾する.
次に $x_{s}<X_{2}<X_{1}$ を示す. $a\in X_{3}$ と $b\in X_{\mathit{2}}$ をとる. このとき, $I_{3}(a)$

と $I_{2}(b)$ は $I$ の部分切片である. よって, $x\in I_{3}(a)\cap I_{2}‘(b)$ が存在して,
$a<f(x)=b$ . だから $\mathrm{x}_{\mathrm{s}}<X_{\mathit{2}}$ . 同様に $X_{\mathit{2}}<X_{1}$ .
最後に $\langle X_{1}, X_{2}, X_{3}\rangle$ が $R$ のデファイナブル集合への分割となることを

証明する. $c\in R$ とする. $R$ は弱順序極小なので, 各 $i\in\{1,2,3\}$ に対し
て, $I_{i}(c)$ は凸集合の有限和である. $\langle I_{1}(c), I_{\mathit{2}}(c), I_{3}(c)\rangle$ は $I$ の分割なので,
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ある $i\in\{1,2,3\}$ が存在して $I_{i}(c)$ は $I$ の部分切片である. よって $c\in X_{i}$ .
$\blacksquare$

$X_{1}=\emptyset$ とすると, $X_{3}=R$ となる. 各 $c\in X_{3}$ に対して $I_{3}(c)$ は $I$ の部分
切片である. このとき, $x\in I_{3}(c)$ が存在して, $y\leq x$ ならば $f(y)>C$ . よっ
て, $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=+\infty$ .

$X_{3}=\emptyset$ とする. 同様に, $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=-\infty$ .
$X_{1}\neq\emptyset$ かつ $x_{\mathrm{s}}\neq\emptyset$ とする. 各 $a\in X_{1}$ と各 $b\in x_{s}$ に対して, $b\leq$

$\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)\leq a$ . よって, $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=\inf X_{1}=\sup Xs\sim\in\overline{R}$ .
$\blacksquare$

$I\subset R$ を空でないデファイナブル凸開集合, $f$ : $Iarrow\overline{R}$ をデファイナブ
ルとする. 任意の $x\in I$ に対して

$f_{+}’(x):= \lim_{tarrow+\mathit{0}}\frac{f(x+t)-f(x)}{t}$ ,

$f_{-}’(x):= \lim_{tarrow-0}\frac{f(x+t)-f(x)}{t}$ ,

$f’(x):= \lim_{tarrow 0}\frac{f(x+t)-f(x)}{t}$

と定める.

補題 2.3 $I\subset R$ を空でないデファイナブル凸開集合, $f:Iarrow\overline{R}$ をデファ
イナブルとする. 任意の $x\in I$ に対して, $f_{+}’(x),$ $f_{-}’(x)\text{は}\overline{R}\cup\{-\infty, +\infty\}$

上存在する.

(証明). 任意の $x\in I$ に対してある開区間 $(0,\epsilon)$ 上写像 $g$ を, $g(t):=$

$t^{-1}(f(x+t)-f(x))$ と定める すると補題 2.2より, $f_{+}’(x)= \lim_{tarrow+0}g(t)$

は –R\cup $\{-\infty,$ $+\infty\}$ 上存在する. 同様に五 $(x)$ が存在することも示せる.
$\blacksquare$

補題 2.4 $I\subset R$ を空でないデファイナブル凸開集合, $f:Iarrow\overline{R}$ をデファ
イナブルかつ強連続とする. このとき, $f_{+}’>0(f_{+}’<0)$ ならば, $f$ は狭義
単調増加 (狭義単調減少) になる. また $f_{-}’$ の場合についても同様のこと
がいえる.

(証明). 定理 17より証明される. $\blacksquare$

注意 2.5上記の補題において $f$ が強連続という仮定は必要であり, 単に
連続では成り立たない.
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補題 2.6 $I\subset R$ を空でないデファイナブル凸開集合, $f$ : $Iarrow\overline{R}$ をデファ
イナブルかつ強連続とする. また君 (I), $f_{-}’(I)\subset$ 万かつ $f_{+}’,$ $f_{-}’$ は $I$ 上

連続とする. このとき, $f$ は $I$ 上微分可能であり, $f’$ は $I$ 上連続になる.

(証明). $I$ 上の任意の点 $x$ に対して, $f_{+}’(x)=f_{-}’(x)$ を示せばよい. もし
仮に, $f_{+}’(a)>f_{-}’(a)$ となる $a\in I$ が存在したとする. $f_{+}’,$ $f_{-}’$ は $I$ 上連
続より, $f_{+}’(J)>c>f_{-}’(J)$ となる $c\in R$ と $a$ を含む $I$ の部分開区間 $J$

が存在する. さて $J$ の任意の元 $x$ に対して, $g(x):=f(x),.-cx$ と定める.
すると, $g$ は $J$ 上強連続である. また $J$ 上の $g_{+}’>0$ かつ $g_{-}’<0$ となる.

よって補題 24より, $g$ は狭義単調増加かつ狭義単調減少になる. これは
矛盾する . $\blacksquare$

補題 2.7 $I\subset R$ を空でないデファイナブル凸開集合, $f:Iarrow\overline{R}$ をデファ
イナブルかつ強連続とする. このとき君 (X), $f_{-}’(x)\in$ $\{-\infty, +\infty\}$ となる
$I$ 上の点は有限個しかない.

(証明). $f_{+}’(x)=+\infty$ となる $I$ 上の点は有限個しかないことを示す. $-\infty$

の場合も同様. 仮に $K:=\{x\in I : f_{+}’(x)=+\infty\}$ が無限集合になったと
する. このとき, $R$ の弱順序極小性より, $K$ はある空でない開区間 $J$ を

含む. $a<b$ となる $J$ の元 $a,$
$b$ をとる. $J$ の任意の元 $x$ に対して,

$g(x):=f(x)- \frac{f(b)f(a)}{ba}=(x-a)$

と定める. すると, $g$ は $J$ 上強連続かつ $g(a)=g(b)$ となる. ところで, $J$

の任意の元 $x$ に対して, $g_{+}’(x)>0$ である. よって補題 24より, $g$ は $J$

上狭義単調増加になる. これは, $g(a)=g(b)$ であることに反する. した
がって $f_{+}’(x)=+\infty$ となる $I$ 上の点は有限個しかない.

$f_{-}’(x)$ の場合も同様にいえる. $\blacksquare$

(定理 1.13の証明). 定理 1.12, 補題 23, 補題 26, 補題 27より成り立
つ . $\blacksquare$
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