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1 Introduction

アニュラス $M=\mathrm{R}\mathrm{x}S^{1}$ 上に双曲構造の 1 パラメーター族 $\{\sigma_{t}\}_{t\in(-\infty,\infty)}$ を考え、 双曲計
量 $\sigma_{t}$ 1こ依る常微分方程式瓦を考える。常微分方程式 $E_{t}$ は、 偏微分方程式 $(\Delta_{t}+2)\xi=0$

を変数分離してできる特異点をもつ常微分方程式である。 ここで、 $\Delta_{t}$ は $(M, \sigma_{t})$ の微分 1
形式 $\xi$ に作用する Laplacian である。 この偏微分方程式 $(\Delta_{t}+2)\xi=0$ の双対をとると、調
和ベクトル場の方程式を得る。

ここで考える双曲構造 $\sigma_{t}$ ま次のようなものである。 $t>0$ のときには、錐角 $t$ の錐点を
付け加えることで双曲錐多様体 $(\overline{M},\text{可})$ となる。 $t=0$ のときは、 カスプをもつ双曲曲面
$(M, \sigma_{0})$ である。 $t<0$ のときには、 長さ $-t$ の測地的境界をもつ双曲曲面 (M,司) に完備化
できる。完備距離空間の 1 パラメーター族 $\{(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})\}_{t\in(-\infty,\infty)}$ は Gromov-Hausdorff 位相の
もとで連続である。

$t>0$ のときに、現は ($\overline{M}$,竃) の錐点に対応する確定特異点 $u_{t}$ をもつ。 $t=0$ のときに、
$E_{t}$ は $(M, \sigma_{0})$ のカスプに対応する不確定特異点 $w_{0}$ をもつ。 $t<0$ のときに、 $E_{t}$ は $(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})$

の測地的境界に対応する正則点 $v_{t}$ をもつ。 $t>0$ を単調に減少させるとき、 $t=0$ のときに

瓦の確定特異点 $u_{t}$ の合流が生じて、不確定特異点 $w_{0}$ に変わることを前の論文で報告した
(「双曲構造の変形と常微分方程式の確定特異点の合流操作」, in Perspectives of Hyperbolic
Spaces, RIMS Kokyuroku 1329(2003), 102-108)。この論文では、 $t$ がさらに減少して $t<0$
となるとき、その不確定特異点 $w_{0}$ が玖の正則点 $v_{t}$ に変化していくことを報告する。
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2 Differential equations for a 2-dimensional hyperbolic cone-manifold
and a 2-dimensional hyperbolic manifold with geodesic bound-
ary

$U$ を

$U:=\{(r, \theta)\in \mathrm{R}^{2};r>0\}$

とする。実数 $t\neq 0$ に対して、 稀を次の同値類による $U$ の商空間とする。

$(r_{1}, \theta_{1})\sim(r_{\mathit{2}}, \theta_{\mathit{2}})\Leftrightarrow r_{1}=r_{2}$ and $\exists_{k}\in \mathrm{Z}$ such that $\theta_{1}-\theta_{2}=tk$ .

このとき、 $V_{t}$ はアニュラス $M=\mathrm{R}\cross S^{1}$ と同相である o

次のように稀上に Riemann 計量を入れる。

$\sigma_{t}=$
但し、 $\theta$ は modulo $t$ で定まるとする。脆で Riemann 多様体 $(M, \sigma_{t})$ を表すことにする。

$t>0$ のとき、 $V_{t}$ の完備化 $\overline{V_{t}}$ は錐角 $t$ の錐点をもつ双曲錐多様体である。 $t<0$ のとき、
$V_{t}$ の完備化 $\overline{V_{t}}$ は長さ $-t$ の測地的境界をもつ双曲曲面である。

$\Delta_{t}$ を Riemann 多様体 $V_{t}$ の Laplacian とする。微分 1形式 $\xi$ に対する微分方程式 $(\Delta_{t}+$

$2)\xi=0$ を考える。 この微分方程式の解となる微分 1形式の双対を取ることで、調和ベクト
ル場を得る。
今、 $V_{t}$ 上の 1形式 $\xi$ が

$\sigma_{t}=\{$

$\xi=f(r)\cos a\theta dr+g(r)\sin a\theta\sinh rd\theta$, if $t>0$ ,
$\xi=f(r)\cos a\theta dr+g(r)\sin a\theta\cosh rd\theta$ , if $t>0$

と表されていると仮定する。 ここで・ $a:= \frac{2\pi n}{t}(n\in \mathrm{Z}\backslash \{0\})$ とする。 このとき、

$(\Delta_{t}+2)\xi=0$ $\Leftrightarrow$

$\{$

$\{g’’(r)+\frac{\frac{\cosh r}{\cosh r\sinh r}}{\sinh r}g’(r)-(2+\frac{\frac{a^{2}+1}{a^{2}+1\sinh^{2}r}}{\sinh^{2}r}\mathrm{I}^{\mathrm{I}}f’’(r)+f’(r)-\{2+g(r)-\frac{\frac{2a\cosh r}{2a\cosh r\sinh^{2}r}}{\sinh^{2}r}f(r)=0f(\mathrm{r})-g(r)=0,’\}$ if $t>0$ ,

$(\cdot 1)$

$\{g$

”

$(r)+ \frac{\frac{\sinh r}{s\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}r\cosh r}}{\cosh r}g’(r)-\{2+\frac{\frac{a^{2}-1}{a^{2}-1\mathrm{c}\mathrm{o}s\mathrm{h}^{2}r}}{\cosh^{2}r}\}g(r)-\frac{2\frac{2a\sinh r}{as\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}r\cosh^{2}r}}{\cosh^{2}r}f(r)=0f’’(r)+f’(r)-\{2+\}f(r)-g(r)=0,’\}$ if $t<0$

となる。
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そこで今、

$F(z):=f(z)+g(z)$ , $G(z):=f(z)-g(z)$

とし、 $z= \tanh\frac{r}{2}$ と変数変換すると、 $t>0$ のときは

$\{G$
”

$(z)+_{z}^{1}=G’(z)F’’(z)+_{z}^{1}F’(z)=\{(z=1)^{2}=_{8}(z1)^{2}(Z+1)^{2}=^{z^{2}(z1}(a=-=)1)^{2}(z+1)^{+=1}(z+1)^{2}z^{2}(z1)(z+1)(z1)(z+1)8(a+1)^{2}(a-1)^{2}+=(z(a+1)^{2}1)(z+1)G(z)=0F(z)=0,$

,
(2)

$t<0$ のときは

(3)$\{G’’(z)+_{z^{2}+1}=^{+1}G’(z)F’’(z)+_{z_{2z}^{2}}F’(z)=2z\{(z^{2}=_{8}(z^{2}=1)^{2}4(a^{2}=+1)_{-}1)^{2^{+}}(z^{2}+1)^{2}(z^{2}=(z^{2}11)(z^{2}+1)^{2}84(a^{2}1)16az(z^{2}+=1)^{2}+=_{16a})(z_{Z}^{2}+1)^{2}\iota F(z)=0G(z)=0$

’

を得る。

(i) $t>0$ の場合

$z=$ 讐と変数変換すると、 (2) は

$(E_{t})\{$

$F”(u)+ \frac{1}{u-}$

a
$F’(u)$

$- \{\frac{8(a-1)^{2}}{(u-1)(u-2a+1)^{2}}-\frac{(a+1)^{2}(a-1)^{2}}{(u-a)^{2}(u-1)(u-2a+1)}+\frac{(a-1)^{2}}{(u-1)(u-2a+1)}\}F(u)=0$ ,

$G”(u)+ \frac{1}{u-}$

a
$G’(u)$

$- \dagger\frac{8(a-1)^{2}}{(u-1)(u-2a+1)^{2}}-\frac{(a-1)^{4}}{(u-a)^{2}(u-1)(u-2a+1)}+\frac{(a+1)^{2}}{(u-1)(u-2a+1)}\}G(u)=0$

となる。 これは 4点 $u=1,$ $u=a_{\text{、}}u=2a-1,$ $u=\infty$ を確定特異点とする Nchs 型の常
微分方程式である。その指数は

$2,$ $-1$ (at $u=1$) $;\pm|a+1|$ (at $u=a$) $;2,$ $-1$ (at $u=2a-1$) $;\pm|a-1|$ (at $u=\infty$)

である。
$(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})$ の錐点は確定特異点 $u=a$ に対応している。 この確定特異点 $u=a$ を晩と表す。

(ii) $t<0$ の場合
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$z=\underline{v-a}$ と変数変換すると、 (3) は$1-a$

$(E_{t})\{$

$F”(v)$

$+-\overline{(}$
$+ \frac{16a(1-a)^{3}(v-a)}{\{(v-a)^{2}-(1-a)^{2}\}\{(v-a)^{2}+(1-a)^{2}\}^{2}}\}F(v)=0$ ,

$G”(v)$

$+-\overline{(}$
$- \frac{16a(1-a)^{3}(v-a)}{\{(v-a)^{2}-(1-a)^{2}\}\{(v-a)^{2}+(1-a)^{2}\}^{2}}\}G(v)=0$

となる。

これは 4点 $v=1,$ $v=2a-1_{\text{、}}v=a+(a-1)\sqrt{-1},$ $v=a-(a-1)\sqrt{-1}$ を確定特異点
とする Rchs 型常微分方程式である。その指数は

$2,$ $-1$ (at $v=1$ ) $;2,$ $-1$ (at $v=2a-1$);
$\pm(1-a\sqrt{-1})$ (at $v=a+(a-1)\sqrt{-1}$); $\pm(1+a\sqrt{-1})$ (at $v=a-(a-1)\sqrt{-1}$)

である。
$(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})$ の測地的境界は正則点 $v=a$ と対応する。 この正則点 $v=a$ を $v_{t}$ と表す。

3 Differential equations for a cusp
$W$ を

$W:=\{(p, q);(p, q)\in \mathrm{R}^{2}\}$

とし、 $C$ を次の同値関係による $W$ の商空間とする。

$(p_{1}, q_{1})\sim(p_{2},q_{2})\Leftrightarrow p_{1}=p_{2}$ and $\exists_{k}\in \mathrm{Z}$ such that $q_{1}-q_{2}=2\pi k$ .
$C$ はアニュラス $M=\mathrm{R}\mathrm{x}S^{1}$ と同相である。

$C$ 上に次のように Riemann 計量を入れる。

$\sigma_{0}=dp^{2}+e^{2-2p}dq^{2}$

但し、 $0\leq q\leq 2\pi$ とする。 $C$ で Riemann 多様体 $(M, \tau)$ を表す。 $C$ は $r=0$ をカスプと
する双曲曲面である。

$\Delta_{0}$ を Riemann 多様体 $C$ の Laplacian とする。微分 1形式 $\eta$ に対する微分方程式 $(\Delta_{0}+$

$2)\eta=0$ を考える。
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今、 $C$ 上の微分 1形式 $\eta$ が

$\eta=f(p)\cos qdp+g(p)\sin qe^{1-p}dq$

と表されていると仮定する。 このとき、

$(\Delta_{0}+2)\eta=0$

$\Leftrightarrow$ $\{$

$f”(p)-f’(p)+\{-2-e^{2p-2}\}f(p)-2e^{p-1}g(p)=0$ ,
$g”(p)-g’(p)+\{-2-e^{2p-2}\}g(p)-2e^{p-1}f(p)=0$

(4)

となる。

変数変換 $w=2e^{\mathrm{p}-1}$ を施すと、 (4) は

(5)$\{g’’(w)=\{\frac{\frac{2}{\tau_{\#^{2}}}}{w^{2}}+\frac{\frac{1}{\not\in}}{4}\}f’’(w)\{+\}g(w)-f(w)=0f(w)-\frac{1}{\frac,w\Psi}g(w)=0$

,

となる。

さらに、

$F(w):=f(w)+g(w)$ , $G(w):=f(w)-g(w)$

とすると、

$(E_{0})$ $\{G$
”

$(w)=\{w^{2}=-F’’(w)\{_{\eta^{2^{++\frac{1}{\frac{\mathrm{i}}{4}}}}}^{21}=?\{w^{+}G(w)=0F(w)=0$

,

を得る。

これは確定特異点 $w=\infty$ と不確定特異点 $w=0$ をもつWhittaker の微分方程式である。
$C$ のカスプは不確定特異点 $w=\infty$ に対応する。 この不確定特異点 $w=\infty$ を $w_{0}$ と表す。

4 Deformation of hyperbolic structures and the confluence of reg-
ular singularities of differential equations

完備距離空間のなす 1 パラメーター族 $\{(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})\}_{t\in(-\infty,\infty)}$ は Gromov-Hausdorff 距離のも
とで $t$ について連続的である。

(i) $t>0$ の場合

$t>0$ が O に近づくとき、 , $(\pi, \sigma_{l^{-}})$ は $(M, \sigma_{0})$ に収束する。 この極限操作を「錐点からカス
プを作る変形」 と呼ぶ。
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Theorem 4.1. (2) における $n$ が $0$ でないと仮定する。 このとき、 錐点からカスプを作る
変形が常微分方程式 $E_{t}$ の確定特異点の合流を誘導する。 この合流操作でできる常微分方程
式は、 $(M, \sigma_{0})$ に対応する不確定特異点型の常微分方程式と–致する。

Proof. $t>0$ が $0$ に近づくとき、 $a$ は無限大に発散する。 そこで、 $t>0$ が $0$ に近づくと
き、 $E_{t}$ の 2つの確定特異点 $u_{t}$ と $u=\infty$ は不確定特異点となり、 $E_{t}$ は次の微分方程式に
なる。

$\{G’’(u)F’’(u)=[_{(u}(u=_{1)^{2^{+}}u-1}^{2u+1}=_{2}1)^{2}u=+_{u1}=3|G(u)=0F(u)=0,$

.

そこで、 $w=2(u-1)$ と変数変換すると、

$\{G’’(w)F’’(w)=\mathfrak{l}_{w^{2^{+\frac{1}{\frac{?}{w}}+}}4}^{u^{21}}=^{2}-+=\not\in$

を得る。 これは $E_{0}$ である。 つまり、 微分方程式 $E_{0}$ は $E_{t}$ の確定特異点の合流操作によっ
て得られる。 口

(ii) $t<0$ の場合

$t<0$ が $0$ に近づくとき、 , $(\overline{M},\overline{\sigma_{t}})$ は $(M, \sigma_{0})$ に収束する。

パラメーター $a$ が $\infty$ に発散するとき、 $E_{t}$ の 2つの確定特異点 $v=a+(a-1)\sqrt{-1}$ と

$v=a-(a-1)\sqrt{-1}$ は不確定特異点となり、瓦は

$\{G’’(v)F’’(v)=1(v=(v=_{2}^{2}1)^{2}v_{2}==^{2}+\}1)^{2}v1^{+1}-1+1G(v)=0F(v)=0$

,

となる。 そこで、 $w=-2(v-1)$ と変数変換すると、

$\{G’’(w)=\{_{ww^{+\}}}^{\mathrm{a}_{2^{-}}^{21}}F’’(w)\{=^{2}+=\+\frac{1}{\frac{\not\in}{4}}\}F(w)=0G(w)=0$

’

を得る。 これは $E_{0}$ である。つまり、 $E_{0}$ は $E_{t}$ から 2つの確定特異点 $v=a+(a-1)\sqrt{-1}$

と $v=a-(a-1)\sqrt{-1}$ の合流操作によって得られる。
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4.3. 双曲構造 $\sigma_{t}$ }こ対して, 準同型写像

$\rho_{t}$ : $\pi_{1}(M)arrow \mathrm{I}s\mathrm{o}\mathrm{m}_{+}(\mathrm{H}^{2})$

が uP to conjugation で定まる。 ここで、 $\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}_{+}(\mathrm{H}^{2})$ は双曲平面 $\mathrm{H}^{2}$ の向きを保つ等長変

換群である。 $\beta t$ を双曲構造 $\sigma_{t}$ のホロノミーと呼ぶ。 $t>0$ かつ $t\neq 2\pi$ のとき、 $\rho_{t}(\pi_{1}(M))$

は回転角 $t$ の elliptic な元で生成されるので、 $\rho_{t}(\pi_{1}(M))$ は elliptic であるという。 $t=0$ の

とき N $\rho_{0}(\pi_{1}(M))$ は parabolic な元で生成されるので N $\rho_{0}(\pi_{1}(M))$ は parabolic であるとい

う。 $t<0$ のとき、 $\rho_{t}(\pi_{1}(M))$ は translation length が $-t$ となる hyperbolic な元で生成され
るので、 $\rho_{t}(\pi_{1}(M))$ は hyperbolic であるという.

Corollary 4.2. アニュラス $M$ 上の双曲構造が 1 パラメーター族 $\{\sigma_{t}\}_{t\in(-\infty,\infty)}$ に沿って $t$ が

単調に減少する方向に連続的に変わっていくときに、常微分方程式瓦の確定特異点は $t=0$

の時に不確定特異点に変わり、 その後、 正則点に変化していく。
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