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1 序

Gauss の超幾何微分方程式 $E(\alpha, \beta, \gamma)$

$x(1-x) \frac{d^{2}f}{dx^{2}}+\{\gamma-(\alpha+\beta+1)x\}\frac{df}{dx}-\alpha\beta f=0$

は、 $(\alpha, \beta, \gamma)$ をパラメーターとする $x=0,1,$ $\infty$ に確定特異点をもつ 2階線型微分方
程式である。パラメータ $(\alpha, \beta, \gamma)$ が特別なとき、 2つの線型独立な解 $u_{1}(x),$ $u_{2}(x)$

の比から得られる写像

$s:\mathbb{C}-\{0,1\}\ni xrightarrow u_{1}(x)/u_{2}(x)\in \mathrm{P}^{1}$

が $\mathbb{C}-\{0,1\}$ と商空間 $\mathbb{H}/M$ との同型を引き起こすことがある、 ここで $\mathbb{H}$ は上
半空間で $M$ は解 $u_{1}(x),$ $u_{2}(x)$ に関するモノドロミー群とする。例えば $(\alpha, \beta, \gamma)=$

$(1/2,1/2,1)$ のとき、 \yen ノドロミー群 $M$ は $\mathbb{C}-\{0,1\}$ の基本群と同型で、 うまく
基本解を選べば $SL_{2}(\mathbb{Z})$ のレベル 2の主合同部分群 (厳密には射影化したもの) とな
る。そして写像 $s$ は $\mathbb{C}-\{0,1\}$ と $\mathbb{H}/M$ との同型を与える。写像 $s$ は射影直線の 4
点で分岐する 2重被覆で得られる楕円曲線族に関する周期写像とみなすこともでき
る。 この写像 $s$ の逆写像は $\lambda$-関数と呼ばれる $M$ の作用で不変な上半空間 $\mathbb{H}$ 上の
保型関数であり、 theta constants

$\theta_{a,b}(\tau)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}\exp[\pi i\{(n+a)^{2}\tau+2(n+a)b\}]$ , $(\tau\in \mathbb{H}, a, b\in \mathbb{Q})$

$\text{に}x_{\vee}\supset \text{て}\lambda(\tau)=\frac{\theta_{0,1/2}^{4}(\tau)}{\theta_{0}^{4}(\tau),l^{0}\mathrm{b}h^{\backslash ^{\backslash }}}\text{と表}\overline{\prime \mathrm{T}\backslash }\text{さ}l1\text{る_{}0}(-\text{の}\lambda\backslash :r_{\grave{\llcorner}\backslash }\text{の}-\mathbb{R}\iota\backslash \epsilon\iota\backslash @\Re_{J\iota \text{されている}\hslash^{\backslash ^{\backslash }}}^{R}$

, 超幾何微分方程式の多変数化、
楕円曲線族の高次元化、等によるものが主であった。 ここでは双曲構造を許す絡み
目 (the Whitehead link $L_{W}$ , the Borromean rings $L_{B}$ ) の補空間に注目して、今ま
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Figure 1: the Whitehead link and the Borromean rings

でとは少し異なる視点から上記対応の–般化を試みる。これらの絡み目 $L$ の補空間
$S^{3}-L$ に対して、実 3次元上半空間 $\mathbb{H}^{3}$ に作用する $SL_{2}(\mathbb{Z}[i])$ の離散群 $G$ と同相

写像
$\varphi:\mathbb{H}^{3}/Garrow S^{3}-L\underline{\simeq}$

が存在することが知られている。群 $G$ は $S^{3}-L$ の基本群と同型であり、状況は $\lambda-$

関数
$\lambda:\mathbb{H}/Marrow \mathbb{C}-\{0,1\}\underline{\simeq}$

と酷似している。
しかし、今までにその同相写像 $\varphi$ を具体的に表示しようという試みがなかった。

そこで the Whitehead link $L_{W}$ や the Borromean rings $L_{B}$ に対して、離散群 $G$ の

作用に関して不変となる $\mathbb{H}^{3}$ 上の実解析的関数を $I_{2,2}$ 型対称領域上のテータ関数を
用いて構成する。そして得られた保型関数を用いて同相写像 \mbox{\boldmath $\varphi$} を具体的に与える。
この–連の作業により、以下のような成果が得られる。

$\bullet$ 絡み目補空間 $S^{3}-L$ は実代数的集合の–部分 (いくつかの不等式が必要) と

して表現できる。

$\bullet$ 絡み目を構成する $S^{1}$ を cusp の blow up として代数的に把握できる。

$\bullet$ 構成した保型関数たちにより、生成元で与えられる群 $G$ の数論的な特徴づけ
が得られる。

$\bullet$ 絡み目補空間の対称性を構成した保型関数に作用する群の作用として翻訳で
きる。
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2 絡み目補空間の双曲構造

実 3次元双曲空間 $\mathbb{H}^{3}=\{(z, t)\in \mathbb{C}\mathrm{x}\mathrm{R}|t>0\}$ の等長変換群は

$GL_{\mathit{2}}^{T}(\mathbb{C})=\{\langle GL_{2}(\mathbb{C}), T\rangle|T\cdot g=\overline{g}\cdot T\}$

である、 ここで鏡映 $T$ と $g=\in GL_{2}(\mathbb{C})$ は $\mathbb{H}^{3}$ へ

$T\cdot(z, t)$ $=$ $(\overline{z}, t)$ ,

$g\cdot(z, t)$ $=$ $(_{|g_{21}|^{2}t^{2}+(g_{21}z+g_{22})^{\overline{\frac{(g_{21}z+g_{22})}{(g_{\mathit{2}1}z+g_{22})}}\frac{|\det(g)|t}{|g_{21}|^{2}t^{2}+(g_{\mathit{2}1}z+g_{22})\overline{(g_{21}z+g_{2\mathit{2}})}})}}^{g_{11}\overline{g}_{21}t^{2}+(g_{11}z+g_{1\mathit{2}})},$ ,

で作用する。
$GL_{2}(\mathbb{C})$ の部分群 $G$ に対して、 $G$ と $T$ で生成される $GL_{2}^{T}(\mathbb{C})$ の部分群を $G^{T}$

で表すことにする。
the Whitehead link $L_{W}$ や the Borromean rings $L_{B}$ に対して、 それらの補空間

には双曲構造が入ることが知られている。つまり、 同相写像

$\varphi_{W}:\mathbb{H}^{3}/G_{W}arrow S^{3}-L_{W}\underline{\simeq}$, $\varphi_{B}:\mathbb{H}^{3}/G_{B}arrow S^{3}-L_{B}\underline{\simeq}$

が存在する、 ここで $S^{3}$ は 3次元球面、 $GL_{2}(\mathbb{C})$ の離散群 $G_{W}$ と $G_{B}$ は以下のよう
な元たちとスカラー行列 $iI_{2}$ で生成される $\Gamma=GL_{\mathit{2}}(\mathbb{Z}[i])$ の部分群である。

$G_{W}$ $=$ $\langle w_{1}, w_{2}\rangle$ , $w_{1}=,$ $w_{2}=$ ,

$G_{B}=$ $\langle b_{1}, b_{2}, b_{3}\rangle$ , $b_{1}=,$ $b_{2}=,$ $b_{3}=$ .

Remark 1超幾何微分方程式 $E(\alpha,\beta,\gamma)$ のパラメーターが

$\cos(2\pi\alpha)=\frac{1+i}{2}$ , $\beta=-\alpha$ , $\gamma\in \mathbb{Z}$

をみたすもののモノドロミー群として $c_{w}$ は現れる。.
パラメーターが

$e^{2n1\alpha}=i\omega\zeta$ , $e^{\mathit{2}\pi 1\beta}=\text{五}\zeta’$ , $\gamma=\frac{2}{3}$

の超幾何微分方程式 $E(\alpha, \beta, \gamma)$ に対して、独立変数を $x=y^{3}$ とすることで得られ
る $y$ の微分方程式は $y=1,\omega,\omega^{2},$ $\infty$ に確定特異点をもつ Heun 微分方程式となる。
この微分方程式のモノドロミー群として $G_{B}$ は現れる。
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${\rm Im}(z)$

Figure 2: Fundamental domain of $G_{W}$ in $\mathbb{H}^{3}$

商空間 $\mathbb{H}^{3}/G_{W},$ $\mathbb{H}^{3}/G_{B}$ の基本領域は Figure 2, Figure 3のようにとることがで

きる。 商空間 $\mathbb{H}^{3}/c_{w}$ には 2つの cusps があり、商空間 $\mathbb{H}^{3}/G_{B}$ には 3つの cusps
がある。

3つの $\Gamma$ の合同部分群を以下のように定める。

$S\Gamma_{0}(1+i)$ $=$ $\{(g_{jk})\in\Gamma|\det(g)=\pm 1, g_{21}\in(1+i)\mathbb{Z}[i]\}$,
$\Gamma_{1}(2)$ $=$ $\{g=(g_{jk})\in\Gamma|g_{12},g_{11}-g_{22}\in 2\mathbb{Z}[i]\},\cdot$

$\Gamma(2)=\{g=(g_{jk})\in\Gamma|g_{1\mathit{2}},g_{\mathit{2}1},g_{11}-g_{22}\in 2\mathbb{Z}[i]\}$.

$\Gamma^{T}(2)$ は $\mathbb{H}^{3}$ 内の正 8面体の各面を鏡映面とする鏡映群である。そのWeyl chamber
は Figure 4のようになっている。

$\Gamma^{T}(2)$ と $Gw$ で生成される群を $\tilde{G}_{W\text{、}}\Gamma^{T}(2)$ と $G_{B}$ で生成される群を $\tilde{G}_{B}$ と

する。

Lemma 1 (1) $\tilde{G}_{W}=S\Gamma_{0}^{T}(1+i),\tilde{G}_{B}=\Gamma_{1}^{T}(2)$ .

(2) $\tilde{G}_{W}/\Gamma^{T}(2)$ は位数 8の 2面体群と同型、 $\tilde{G}_{B}/\Gamma^{T}(2)$ は $(\mathbb{Z}_{\mathit{2}})^{2}$ と同型。

(3) $S\Gamma_{0}(1+i)/G_{W}$ は $(\mathbb{Z}_{2})^{2}$ と同型、 $\tilde{G}_{B}/C_{\mathrm{r}_{B}}$ は $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ と同型。
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Figure 3: Fundamental domain of $G_{B}$ in $\mathbb{H}^{3}$

$/\tilde{G}_{W}=S\Gamma_{0}^{T}(1+i)|$
$\tilde{G}_{B}=\Gamma_{1}^{T}(2)$

$S\Gamma^{T}(1+i)*|$
$\langle G_{W},\overline{G}_{W}\rangle S\Gamma_{0}(1+i)|$ $(\mathrm{Z}_{2})^{21}$

$\mathrm{Z}_{2}\backslash$

$\Gamma_{1}(2)$

$\mathrm{r}_{\Gamma(2)}^{T}|^{(2)}|$ $G_{W}^{/\backslash }\overline{G}_{W}G_{WW}^{\backslash }\cap^{\frac{\nearrow}{G}}$

$\Gamma^{T}(2)$

$\mathrm{Z}_{2}\backslash$ $\Gamma(2)|_{(\mathrm{z}_{2})^{2}}\backslash G_{B}$

Remark 2 Lemma 1 (3) で現れた群 $(\mathbb{Z}_{2})^{\mathit{2}},$ $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ は、 絡み目 $L_{W},$ $L_{B}$ がもつ対称
性に対応している。 $L_{W},$ $L_{B}$ を Figure 5のように配置すると、左図においては座標
軸を中心とする $180^{\mathrm{o}}$ 回転たちは $L_{W}$ を保ち、群 $(\mathbb{Z}_{\mathit{2}})^{2}$ を生成し、右図においては
座標平面に関する鏡映たちは $L_{B}$ を保ち、 群 $(\mathbb{Z}_{2})^{3}$ を生成する。

3 $I_{2,2}$型対称領域 $\mathrm{D}$ 上の\tau -ータ関数

12,2型対称領域 $\mathrm{D}=$ { $\tau\in M_{2,2}(\mathbb{C})|(\tau-\tau^{*})/2i$は正定値} 上のテータ関数 $\Theta$ は、
級数

$\Theta(\tau)=\sum_{n\in \mathrm{Z}[*]^{2}}.\exp[\pi i\{(n+a)\tau(n+a)^{*}+2{\rm Re}(nb^{*})\}]$

で定義される、 ここで $\tau\in \mathrm{D}$ . $a,$ $b\in \mathbb{Q}[i]^{\mathit{2}}$ とする。 $\Theta(\tau)$ の $a,$ $b$ に $\mathbb{Z}[i]^{2}$ の元 $m,$ $n$

が加わると

$\Theta(\tau)=\exp[-2\pi i{\rm Re}(mb^{*})]\Theta(\tau)$
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Figure 4: Weyl chamber of $\Gamma^{T}(2)$

となることが、定義より容易に導ける。

Theorem 1 テータ関数 $\Theta$ は、以下の 2次関係式をみたす。

$4\ominus(\tau)^{\mathit{2}}$

$=$
$\pm_{2}\sum_{\mathrm{e},f\in^{1}\mathrm{Z}[i]^{2}/\mathrm{Z}[:]^{2}}\exp[2\pi i{\rm Re}((1+i)be^{*})]\Theta(\tau)\Theta(\tau)$ .

4 $\Gamma^{T}(2)$ に関する同型関数

実 3次元上半空間 $\mathbb{H}^{3}$ は 12,2型対称領域 $\mathrm{D}$ に

$\gamma:\mathbb{H}^{3}\ni(z, t)\mapsto\frac{i}{t}(^{t^{2}+|z|^{2}}\overline{z}$ $z1)\in \mathrm{D}$

により埋めこむことができる。 この埋めこみにより $T$ と $GL_{2}(\mathbb{C})$ は $g(\mathbb{H}^{3})(\subset \mathrm{D})$ に

$g(T\cdot(z,t))=\iota_{\gamma(z,t)}$ , $\gamma(g\cdot(z, t))=\frac{1}{|\det(g)|}gg(z, t)g^{*}$

で作用する。埋めこみ $J$ による $\Theta(\tau)$ の引き戻しを $\Theta(z, t)$ で表す。また $a,$ $b\in$

$(^{\lrcorner i\rfloor}\mathrm{z}_{\mathit{2}})^{2}$ に対して、 略記号

$\Theta(z, t)=\Theta(z, t)=\Theta$

を用いる。
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Figure 5: Symmetries of $L_{W}$ and $L_{B}$

Proposition 1 $\Theta(z, i)$ は $T$ および $g\in\Gamma$ の作用で以下のように変化する。

$\Theta(T\cdot(z,t))=\Theta(_{b}^{a}=)(z,t),$ $\Theta(g\cdot(z,t))=\Theta(_{b(g^{*})- 1}^{ag})(z,t)$ .

Theorem 24つのテータ関数

$x_{0}=\ominus$ , $x_{1}=\ominus$ , $x_{\mathit{2}}=\Theta$ , $x_{3}=\Theta$

は、 $\Gamma^{T}(2)$ の作用で不変な実数値関数である。さらに $x0$ は $\Gamma^{T}$ の作用で不変な正値
関数である。写像

$\theta$ : $\mathbb{H}^{3}\ni(z, t)->\frac{1}{x_{0}}(x_{1}, x_{\mathit{2}}, x_{3})\in \mathrm{R}^{3}$

は、 $\mathbb{H}^{3}/\Gamma^{T}(2)$ と正八面体

$\{(t_{1}, t_{2},t_{3})\in \mathbb{R}^{3}||t_{1}|+|t_{2}|+|t_{3}|\leq 1\}$

から 6つの頂点 $(\pm 1,0,0)_{f}(0, \pm 1,0),$ $(0,0, \pm 1)$ を除いた集合との同型を与える。

この同型を手がかりとして、商空間 $\mathbb{H}^{3}/c_{w,\mathbb{H}^{3}}/G_{B}$ を実現する。
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5 $\tilde{c}_{w},\tilde{G}_{B}$ に関する保型関数

群 $c_{w}$ および $G_{B}$ の生成元たちの $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ への作用は、以下のようになる。

Lemma 2

$(x_{1}, x_{2}, x_{3})\cdot w_{1}$ $=$ $(x_{1}, x_{\mathit{2}},x_{3})$ ,

$(x_{1}, x_{2}, x_{3})\cdot w_{2}$ $=$ $(x_{1},x_{2}, x_{3})$ ,

$(x_{1},x_{2}, x_{3})\cdot b_{1}$ $=$ $(x_{1}, x_{2)}x_{3})$ ,

$(x_{1}, x_{\mathit{2}}, x_{3})\cdot b_{\mathit{2}}$ $=$ $(x_{1},x_{2},x_{3})$ ,

$(x_{1}, x_{\mathit{2}}, x_{3})\cdot b_{3}$ $=$ $(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ .

上記の作用により、 $\tilde{G}_{W}$ の表現として位数 8の 2面体群が現れ、 $\tilde{G}_{B}$ の表現として
$(\mathbb{Z}_{2})^{\mathit{2}}$ が現れている。

Theorem 8 $-(\mathit{1})$ 関数 $x_{1}^{2}+x_{2}^{\mathit{2}},$ $x_{1}^{2}x_{2}^{2},$ $x_{3}^{\mathit{2}}$ , XlX2 $x_{3}$ は $\tilde{G}_{L}$ の作用で不変である。写像

$\tilde{\varphi}w$ : $\mathbb{H}^{3}\ni(z, t)rightarrow(\frac{x_{1}^{2}+x_{2}^{2}}{x_{0}^{2}}, \frac{x_{1}^{\mathit{2}}x_{\mathit{2}}^{2}}{x_{0}^{4}}, \frac{x_{3}^{2}}{x_{0}^{2}}, \frac{x_{1}x_{2}x_{3}}{x_{0}^{3}})\in \mathrm{R}^{4}$

は、 $\mathbb{H}^{3}/\tilde{c}_{w}$ を $\mathrm{R}^{4}$ 内の代数多様体 $t_{2}i_{3}=b_{4}^{2}$ 内に埋めこむ。

(2) 関数 $x_{\mathit{2}},$ $x_{1}x_{3},$ $x_{1}^{2}+x_{3}^{2}$ は $\tilde{G}_{B}$ の作用で不変である。写像

$\tilde{\varphi}_{B}$ : $\mathbb{H}^{3}\ni(z, t)-\rangle\frac{1}{x_{0}^{2}}(x_{0}x_{\mathit{2}},x_{1}x_{3}, x_{1}^{2}+x_{3}^{2})\in \mathrm{R}^{3}$

は、 $\mathbb{H}^{3}/\tilde{G}_{B}$ を $\mathrm{R}^{3}$ 内に埋めこむ。

6 $G_{W},$ $G_{B}$ に関する智略関数

実数値関数

$y_{1}=\Theta$ , $y_{2}=\ominus$ , $y_{3}=\Theta$ , $y_{4}=\Theta$ ,
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$z_{1}=\Theta$ , $z_{2}=\Theta$ , $z_{3}=$ , $z_{4}=\Theta$ ,

を用いて $G_{W}$ および $G_{B}$ の作用で不変な関数が構成できる。

Proposition 2 (1) 以下の $\omega_{jk}$ は $c_{w}$ の作用で不変な関数である。

$\omega_{01}$ $=$ $(x_{2}^{2}-x_{1}^{\mathit{2}})y_{1}y_{2}y_{3}y_{4}$ ,
$\omega_{11}$ $=x_{3}y_{1}y_{\mathit{2}}$ ,

$\omega_{12}$ $=x_{1}x_{2}y_{1}y_{\mathit{2}}$ ,
$\omega_{13}$ $=x_{3}(x_{\mathit{2}}^{2}-x_{1}^{\mathit{2}})y_{3}y_{4}$ ,
$\omega_{14}$ $=x_{1}x_{2}(x_{\mathit{2}}^{2}-x_{1}^{2})y_{3}y_{4}$ ,

$\omega_{\mathit{2}1}$ $=y_{1}y_{2}\{(x_{2}-x_{1})y_{1}y_{3}+(x_{2}+x_{1})y_{2}y_{4}\}$,
$\omega_{22}$ $=$ $(x_{\mathit{2}}^{2}-x_{1}^{2})\{(x_{2}-x_{1})y_{1}y_{4}+(x_{2}+x_{1})y_{\mathit{2}}y_{3}\}$ ,
$\omega_{31}$ $=$ $(x_{2}-x_{1})y_{1}y_{3}-(x_{\mathit{2}}+x_{1})y_{2}y_{4}$ ,
$\omega_{32}$ $=y_{3}y_{4}\{-(x_{\mathit{2}}-x_{1})y_{1}y_{4}+(x_{2}+x_{1})y_{\mathit{2}}y_{3}\}$ .

(切以下の $\beta_{1},$ $\mathcal{B}_{2},$ $\beta_{3}$ は $G_{B}$ の作用で不変な関数である。

$\beta_{1}=z_{2}z_{4}$ , $\beta_{2}=(x_{1}+x_{3})z_{1}$ , $\beta_{3}=(x_{1}-x_{3})z_{3}$ .

Theorem 1より、 $y_{1},$
$\ldots,$ $y_{4},$ $z_{1},$

$\ldots,$
$z_{4}$ の 2乗は $x_{0},$ $\ldots,$

$x_{3}$ で以下のように表示
できる。

Lemma 3

$4y_{1}^{2}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}+x_{\mathit{2}}+x_{3})(x_{0}-x_{1}-x_{2}+x_{3})$ ,
$4y_{2}^{2}$ $=$ $(x_{\mathit{0}}+x_{1}-x_{2}-x_{3})(x_{0}-x_{1}+x_{2}-x_{3})$ ,
$4y_{3}^{2}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}-x_{2}+x_{3})(x_{0}-x_{1}+x_{2}+x_{3})$ ,

4$y_{4}^{2}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}+x_{\mathit{2}}-x_{3})(x_{0}-x_{1}-x_{2}-x_{3})$ ,
$4z_{1}^{2}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}+x_{2}+x_{3})(x_{0}-x_{1}+x_{2}-x_{3})$ ,
$4z_{2}^{2}$ $=$ $(x_{\mathit{0}}+x_{1}+x_{2}-x_{3})(x_{0}-x_{1}+x_{2}+x_{3})$ ,
$4z_{3}^{\mathit{2}}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}-x_{\mathit{2}}-x_{3})(x_{0}-x_{1}-x_{2}+x_{3})$ ,
$4z_{4}^{2}$ $=$ $(x_{0}+x_{1}-x_{\mathit{2}}+x_{3})(x_{0}-x_{1}-x_{2}-x_{3})$ .
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7 商空間 $\mathbb{H}^{3}/G_{W},$ $\mathbb{H}^{3}/G_{B}$ の埋めこみ

Theorem 4写像

$\varphi w:\mathbb{H}^{3}\ni(z, t)\mapsto(\tilde{\varphi}_{W};\varpi_{01;}\varpi_{11}, \varpi_{12}, \varpi_{13}, \varpi_{14};\varpi_{21}, \varpi_{22}, \varpi_{31}, \varpi_{3\mathit{2}})\in \mathrm{R}^{13}$

は $\mathbb{H}^{3}/G_{W}$ の $\mathrm{R}^{13}$ への埋め込みを与える、 ここで $\varpi_{jk}=\omega_{jk}/x_{0}^{\deg\omega_{jk}}$ とする。 $\varphi w$ の

像を含む実 3次元代数的集合は具体的に記述されている。

Theorem 5写像

$\varphi_{B}$ : $\mathbb{H}^{S}\ni(z, t)\mapsto\frac{1}{x_{0}^{2}}(x_{0}x_{2},x_{1}x_{3},x_{1}^{2}+x_{3}^{2},\beta_{1},\beta_{2}, \beta_{3})\in \mathrm{R}^{6}$

は $\mathbb{H}^{3}/G_{B}$ の $\mathrm{R}^{6}$ への埋め込みを与える。その像は以下の関係式で定まる代数的集
合に含まれる。

$16\beta_{1}^{\mathit{2}}$ $=$ $(x_{0}^{\mathit{2}}-x_{2}^{2})^{2}-2(x_{0}^{2}+x_{2}^{2})(x_{1}^{2}+x_{3}^{2})+(x_{1}^{\mathit{2}}+x_{3}^{\mathit{2}})^{2}-4(x_{1}x_{3})^{2}-8(x_{0}x_{\mathit{2}})(x_{1}x_{3})$ ,
$4\beta_{2}^{2}$ $=$ $(x_{1}^{2}+x_{3}^{2}+2x_{1}x_{3})((x_{0}+x_{\mathit{2}})^{2}-(x_{1}^{2}+x_{3}^{2})-2x_{1}x_{3})$ ,
$4\beta_{3}^{2}$ $=$ $(x_{1}^{\mathit{2}}+x_{3}^{\mathit{2}}-2x_{1}x_{3})((x_{\mathit{0}}-x_{2})^{\mathit{2}}-(x_{1}^{2}+x_{3}^{2})+2x_{1}x_{3})$.

8 群 $c_{w},$ $G_{B}$ の数論的特徴づけ

Theorem 6 $S\Gamma_{0}(1+i)$ の元

属するための必要十分条件は、 2を法とした以下の合同式をみたすことである。

$\frac{{\rm Re}(p)+{\rm Im}(s)-(-1)^{{\rm Re}(q)+{\rm Im}(q)}({\rm Im}(p)+{\rm Re}(s))}{2}$

$\equiv$ $\frac{((-1)^{{\rm Re}(f)}+1){\rm Im}(q)+({\rm Re}(q)+{\rm Im}(q))({\rm Re}(r)+{\rm Im}(r))}{2}$
‘

${\rm Re}(p+q)+ \frac{{\rm Re}(r)-(-1)^{\mathrm{R}\epsilon(q)+{\rm Im}(q)}{\rm Im}(r)}{2}\equiv 1$ .

Theorem 7 $\Gamma_{1}(2)$ の元 $I_{2}+$ が $G_{B}$ に属するための必要+分条件は、 2
を法とした以下の合同式をみたすことである。

${\rm Re}(q)+{\rm Im}(r)$ $\equiv 0$ ,

$\frac{1+(-1)^{{\rm Re}(r)+{\rm Im}(r)}}{2}{\rm Re}(q)+\frac{1-(-1)^{{\rm Re}(\mathrm{r})+{\rm Im}(f)}}{2}{\rm Im}(q)$ $\equiv{\rm Re}(p+s)+{\rm Im}(p+s)$ .
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