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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ をその空でない凹凸集合とする. このとき, 任意
の $x\in H$ に対して

$||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $z\in C$ が–意に存在する. このことはよく知られた事実である. そ
こで, $x\in H$ に対して, このような元 $z$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, $P_{C}$ を
$H$ から $C$ の上への距離射影と呼ぶことにする. この距離射影 $P_{C}$ は, つぎの重要
な性質を持っている. すなわち, $z=P_{C^{X}}$ であることの必要十分条件は

$\langle x-z, z-y\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$ (1)

が成り立つことである. (1) の性質を用いると, $P_{C}$ は非拡大 (nonexpansive) 写像,
すなわち

$||P_{c^{x-P}cy||\leq||X-y||},$ $\forall x,y\in H$

であることがわかる. Hilbert 空間上での距離射影の概念は Banach空間の場合に
も拡張される. $E$ を回帰的で狭義凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸
集合とする. このとき, 任意の $x\in E$ に対して

$||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $z\in C$ は–意に存在するが, $x\in E$ に対して, このような $C$ の元 $z$

を対応させる写像をやはり $P_{C}$ で表し, $P_{C}$ を $E$ から $C$ の上への距離射影と呼ぶ.
距離射影の議論とは別に, 1976年に Rockafellar[27] は, Hilbert 空間におけるつ
ぎの収束定理を証明した.

定理 1.1 ([27]). $H$ を Hilbert 空間とし, A $\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする.
$x_{1}=x\in H$ とし

$x_{n+1}=\sqrt r_{n}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

とする. ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすものとする. この

とき, $A^{-1}0\neq\phi$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.
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極大単調作用素 $A$ のリゾルベント $J_{r_{n}}$ を用いて, $\mathrm{A}^{-1}0$ の元を求める Rockafellar
のこのような手法は近接点法 (proximal point algorithm) と呼ばれ, この後, 多く
の数学者, 応用数学者によってその研究が行われた. Rockafellar の収束定理にお
いて, 点図 $\{x_{n}\}$ の収束先は距離射影と大いに関わりを持つ. 例えば, 上村-高橋
[11] はつぎの定理を証明した.

定理 12([11]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする.
$x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ かつ

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\sqrt f_{n}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき, $A^{-1}0\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $Px\in A^{-1}0$ に強収束する.
ただし, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

つぎの定理は弱収束タイプの近接点法である.

定理 1.3 ([11]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする.
$\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ を

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすとする. $x_{1}=x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

で定義する. このとき, $A^{-1}0\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}\}\mathrm{h}A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する. こ

こで, $u= \lim_{narrow\infty}Px_{n}$ である. ただし, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影で
ある.

本研究においては, Rockafellar による近接点法をいろいろの角度から Banach空
間で議論する. Banach空間でのこれらの議論は, Hilbert 空間の場合と違って, 空
間のノルムの凸性や, 微分可能性の複雑さ, 相対写像の非線形性などと関連して
難解となる. 本稿では, Banach空間における近接点法の研究を極大単調作用素や
非拡大作用素などの非線形作用素, 及びを Banach 空間のノルムの溢血や微分可
能性などの Banach 空間の幾何学 (Geometry of Banach spaces) と関連した形で行
う. 第 3章では極大単調作用素のリゾルベントを考え, その収束定理をいくつか
証明する. 第 4章では Hilbert 空間での非拡大写像の拡張である疑非拡大写像を定
義し, その写像の収束定理を証明する. この定理は, Hilbert 空間での中條-高橋
[21] の定理の拡張定理である. 第 5章では, Hilbert 空間での非拡大写像の拡張で
あるもう –つ非線形写像 (準非拡大写像) を定義し、第 3章とは違った極大単調
作用素のリゾルベントの収束定理を証明する. 本稿を読むことによって, Banach
空間の面白さや奥深さ, そして難しさを知ってもらえば幸いである.
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2 準備
$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の冷雨集合とする. このとき, 前節で述べたよ
うに任意の $x\in H$ に対して

$||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $C$ の元 $z$ が–意に存在する. 任意の $x\in H$ に対して, このような
$z\in C$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, この写像を $H$ から $C$ 上への距離射影とい
う. 距離射影 Pc はつぎの性質をもつ. 任意の x\in H, y\in C に対して

$\langle x-P_{C}x, P_{C}x-y\rangle\geq 0$ ,
$||x-y||^{2}\geq||x-P_{C}x||^{2}+||y-P_{C}x||^{2}$

が成り立つ. 詳しくは [36] を参照せよ. $E$ を Banach空間とし, $E^{*}$ をその共役空

間とする. $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の値を $x^{*}(x)$ または $\langle x, x^{*}\rangle$ で表す. $E$ におけ

る点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束することを $x_{n}arrow\backslash x$ で表す. $E$ の凸性の modulus $\delta$ は,
$0\leq\epsilon\leq 2$ となる $\epsilon$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||x+y||}{2}$ : $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $||x-y||\geq\epsilon\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ が–様凸であるとは, $\epsilon>0$ に対して, $\delta(\epsilon)>0$ が

常に成り立つときをいう. E の元 x に対して, E から E* への集合値写像 J が

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

が定義されるが, この $\sqrt$ を $E$上の相対 (duality) 写像という. $U=\{x\in E$ : |国| $=$

$1\}$ としよう. このとき, $x,$ $y\in U$ に対して, 極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (2)

を考えよう. E のノルムが G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の x, y\in U に対し
て, (2) が常に存在するときをいう. このとき, Banach空間 E は滑らかであると
もいう. E のノルムが–様に G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の y\in U に対し

て, (2) が $x\in U$ に関して–様に収束するときをいう. $E$ のノルムが Fr\’echet 微
分可能であるとは, 任意の $x\in U$ に対して, (2) が $y\in U$ に関して–様に収束す
るときをいう. (2) が $x,$ $y\in U$ に対して–様に収束するとき, $E$ のノルムは–様
に Fr\’echet微分可能であるという. このとき, E は–様に滑らかであるともいう.
E が G\^ateaux微分可能なノルムをもてば, E 上の duality 写像は–価写像になる.
Banach 空間 $E$ が Opial’s condition[23] を満たすとは, $x_{n}arrow x$ かつ $x\neq y$ である

ならば

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-x||<\lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-y||$
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となるときをいう.
$E$ を Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ としよう. $A$ が増大作用素 (accretive operator)
であるとは, $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$ に対して, 常に $\langle y_{1}-y_{2}, j\rangle\geq 0$ となる $i\in$

$J(x_{1}-x_{2})$ が存在するときをいう. だだし, $J$ は $E$ の duality写像である. $A\subset E\mathrm{x}E$

を増大作用素とする. このとき, $\lambda>0$ に対して $A$ のりゾルベント (resolvent) と

呼ばれる $J_{\lambda}$ と吉田近似と呼ばれる $\mathrm{A}_{\lambda}$ がつぎのように定義される. すなわち

$J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ , $A_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}(I-J_{\lambda})$ .

増大作用素 $A$ はすべての $r>0$ に対して $R(I+rA)=E$ であるとき, m-増
大作用素といわれる. $A\subset E\cross E^{*}$ とする. $A$ が単調 (monotone) であるとは,
$(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$ に対して

$\langle x_{1}-x_{2}, y_{1}-y_{2}\rangle\geq 0$

が常に成り立つときをいう. 単調作用素 $A\subset E\mathrm{x}E^{*}$ が極大 (maximal) であると
は, $A$ を真に含む単調作用素 $B\subset E\cross E^{*}$ が存在しないときをいう. すなわち,
$B\subset E\mathrm{x}E^{*}$ が単調で, かっ $A\subset B$ であるならば $A=B$ となるときをいう. つぎ

の定理はよく知られている [36].

定理 2.1 ([36]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $\sqrt:Earrow E^{*}$ を duality 写像と
する. $A$ を単調作用素とする. このとき, $A$ が極大となるための必要十分条件は,
すべての $r>0$ に対して

$R(J+rA)=E^{*}$

となることである. ただし, R(J+rA)(は J+rA の値域を表す.

定理 2.1を用いると, Hilbert 空間でのm- 増大作用素と極大単調作用素は同値
であることがわかる. もちろん Banach空間では 2つの作用素は違ったものとなる.
$E$ を Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない集合とする このとき, $E$ から $C$ 上

への写像 $P$ がサニー (sunny) であるとは, 任意の $x\in E$ と $t\geq 0$ に対して

$P(Px+t(x-Px))=Px$

が成り立つことである. 同様に, $E$ から $C$ 上への写像 $P$ が射影 (retraction) で
あるとは, 任意の $x\in C$ に対して, $Px=x$が成り立つことである. $E$ が滑らかな

Banach空間では, $E$ から $C$ 上へのサニー非拡大射影は–意に決まる ([35] を参
照). E を滑らかな Banach空間とする. E上の相対写像 Jが弱点列的連続 (weakly
sequentially continuous) であるとは, $x_{n}$ が $x$ に弱収束するとき, $Jx_{n}$ が $Jx$ に IP

収束するときをいう.
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3 極大単調作用素と収束定理
この節では Bancah 空間において極大単調作用素とその収束定理を議論しよう.

$E$ を滑らかで, 狭義凸な回帰的 Banach空間とする. また, $\phi$ : $E\cross Earrow(-\infty, \infty)$

を
$\phi(x, y)=||x||^{2}-2\langle x, Jy\rangle+||y||^{2}$ , $\forall x,$ $y\in E$

によって定義する. ここで J は E の duality mapping である. C を E の空でない
冷血集合とし, $x\in E$ とする. このとき, -意の $x_{0}\in C$ が存在して

$\phi(x_{0}, x)=\inf\{\phi(z, x):z\in C\}$

となる. このとき, $E$ から $C$ 上への写像 $Qc$ を $Q_{C}x=x_{0}$ によって定義する. こ

のような $Qc$ を準距離射影 (generalized projection) と呼ぶ. Hilbert 空間では, こ

の $Q_{C}$ と距離射影 $P_{C}$ は–致する. $E$ を滑らかな Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空で

ない乱丁集合とする. また, $x\in E,$ $x_{0}\in C$ とする. このとき, つぎの (1) と (2)
は同値である.

(1) $\phi(x_{0},x)=\min_{y\in C}\phi(y, x)$ ;

(2) $\langle x_{0}-y, Jx-Jx_{0}\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$ .
$x\in E$ と $r>0$ に対して, つぎの方程式を考える.

$Jz+rAz\ni Jx$ . (3)

定理 2.1によって, 解 z が存在する. また, Banach 空間が狭義凸なので, この解
は–意である. その解を $x_{r}$ で表す. $x_{r}=Q_{r}x$ によって, $Q_{f}$ を定義し, $Q_{\mathrm{r}}$ を $A$ の

リゾルベント (resolvent) という また, $Q_{r}$ を $Q_{r}=(J+rA)^{-1}\sqrt$ と表すこともあ
る. 我々はもう –つのりゾルベントを定義できる. $x\in E$ と $r>0$ に対して, 方程
式を考える.

$J(z-x)+rAz\ni 0$ . (4)

やはり定理 2.1によって, 解 z が存在する. また, Banach空間が狭義凸なので, こ

の解は–意である. その解を $x_{r}$ で表す. $x_{r}=J_{r}x$ によって, みを定義し, みを
やはり $A$ のりゾルベント (resolvent) という また, みをみ $=(I+rJ^{-1}A)^{-1}$ と表
すこともある. 最近, 高阪-高橋 [14] は Banach空間上の極大単調作用素に対して,
つぎの強収束定理を得た.

定理 3.1 ([14]). $E$ を滑らかで–様凸な Banach 空間とし, $A\subset E\cross E$“ を極大単
調作用素とする. また, $r>0$ に対して $Q_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とし, 点列 {x訂をつぎ
のように定義する.

$x_{1}=x\in E$ ,
$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x)+(1-\alpha_{n})J(Q_{r_{n}}x_{n}))$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$ .
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ここで, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=$
. , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $Q_{A^{-1}0}x$ に強収束す
る. ここで, $Q_{A^{-1}0}$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への準距離射影 (generalized projection) で
ある.

Banach空間上の極大単調作用素に対して弱収束定理を得るために, つぎの強収
束定理が必要となる.

定理 3.2 ([10]). $E$ を滑らかで–様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$

となる極大単調作用素とする. また, $r>0$ に対して $Q_{r}=(J+rA)^{-1_{\sqrt}}$ とし, $Q_{A^{-1}0}$

を $E$ から $A^{-1}\mathit{0}$ 上への準距離射影 (generalized projection) とする また, $E$ の点

夕火 xn} を

$x_{1}=x\in E$ ,
$x_{n+1}=\sqrt{}^{-1}(\alpha_{n}\sqrt(x_{n})+(1-\alpha_{n})J(Q_{r_{n}}x_{n}))$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}$ (: $[0,1],$ $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ である. このとき, $\{Q_{A^{-1}0}(x_{n})\}$

は $A^{-1}0$ の点 $v$ に強収束する. さらに, この元 $v\in A^{-1}0$ は

$\lim_{narrow\infty}\phi(v, x_{n})=\underline{\min_{1y\in A0}}\lim_{narrow\infty}\phi(y, x_{n})$

を満たす.

定理 3.3 ( $[10]\rangle$ . $E$ を滑らかで–様凸な Banach空間とし, その相対写像 $\sqrt$ を弱点

列的連続 (weakly sequentially continuous) とする. $A\subset E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ とな

る極大単調作用素とする. $r>0$ に対して $Q_{r}=(\sqrt+rA)^{-1}J$ とし, $Q_{A^{-1}0}$ を $E$ か

ら $A^{-1}0$ 上への準距離射影 (generalized projection) とする また, $\{x_{n}\}$ をつぎの

ように定義する.

$x_{1}=x\in E$ ,
$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x_{n})+(1-\alpha_{n})J(Q_{r_{n}}x_{n}))$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$ .

ここで, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$
.

を満たすとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}\mathit{0}$ の元 $v$ に弱収束する. ここで, 嫁ま

$v=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}_{narrow\infty}Q_{A^{-10}}(x_{n})$ である.

定理 33の直接的な結果として, つぎの定理を得る.
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定理 3.4 ([10]). $E$ を滑らかで–様凸な Banach 空間とし, その duality mapping
$J$ を weakly sequentially continuous とする. $A\subset E\mathrm{x}E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極
大単調作用素とし, $r>0$ に対して, $Q_{r}=(\sqrt+r\mathrm{A})^{-1_{\sqrt}}$ とする. QA-10を $E$ から
$A^{-1}0$上への generalized projection とする. $x_{1}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎの
ように定義する.

$x_{n+1}=Q_{r_{n}}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$ .
ここで, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たす. このとき {x訂は $A^{-1}0$ の

元 $v$ に弱収束する. ここで $v= \lim_{narrow\infty}Q_{A^{-1}0}(x_{n})$ である.

上村-高橋の定理 (定理 1.2) とは別に, Solodov-Svaiter[29] は Hilbert 空間にお
けるつぎの強収束定理を得た.

定理 3.5 ([29]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単
調作用素とする. $x\in H$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$\{$

$x_{1}=x\in H$,

$0=v_{n}+ \frac{1}{r_{n}}(y_{n}-x_{n}),$ $v_{n}\in Ay_{n}$ ,

$H_{n}=\{z\in H : \langle z-y_{n}, v_{n}\rangle\leq 0\}$ ,
$W_{n}=\{z\in H:\langle z-x_{n}, x_{1}-x_{n}\rangle\leq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{H_{n}\cap W_{n}}x_{1},$ $n=1,2,$ $\ldots$ .

ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$

は $P_{A^{-1}0}x_{1}$ に強収束する. ここで, $P_{A0}-1$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

大沢-高橋 [22] は第 3節の (4) で定義された極大単調作用素 $A$ のりゾルベント $J_{r}$

を用いて, Solodov-Svaiter[29] の拡張定理を得た.

定理 3.6 ([22]). $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を
$A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単調作用素とする. 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$\{$

$x_{1}\in E$ ,
$y_{n}=J_{\mathrm{r}_{\hslash}}x_{n}$ ,

$H_{n}=\{z\in E : \langle y_{n}-z, J(x_{n}-y_{n})\rangle\geq 0\}$ ,
$W_{n}=\{z\in E:\langle x_{n}-z, J(x_{1}-x_{n})\rangle\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{H_{n}\cap W_{n}^{X_{1}}},$ $n=1,2,$ $\ldots$ .

ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすとする このとき, $\{x_{n}\}$ は
$P_{A^{-1}0^{X}1}$ に強収束する. ここで, $P_{A^{-1}\mathit{0}}$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

この節の最後に, 大沢-高橋 [22] とは異なる Solodov-Svaiter の拡張定理を述べ
る. 上村-高橋 [13] は第 3節の (3) で定義されたりゾルベントを用いてつぎの強収
束定理を得た.
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定理 3.7 ([13]). $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $A\subset E\mathrm{x}E^{*}$ を

$A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単調作用素とする. $r>0$ に対して, $Q_{r}=(\sqrt+rA)^{-1}\sqrt$ と

し, 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$\{$

$x_{1}\in E$ ,

$y_{n}=Q_{r_{h}}x_{n}$ ,
$H_{n}=\{z\in E:\langle z-y_{n}, Jx_{n}-Jy_{n}\rangle\leq 0\}$ ,
$W_{n}=\{z\in E:\langle z-x_{n}, Jx_{1}-Jx_{n}\rangle\leq 0\}$ ,
$x_{n+1}=Q_{H_{n}\cap W_{n}^{X_{1}}},$ $n=1,2,$ $\ldots$ .

ただし, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>$ O’を満たすとする. このとき, {x訂
は $Q_{A^{-1}0}x_{1}$ に強収束する. ここで, $Q_{A^{-1}0}$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への準距離射影

(generalized projection) である.

4 疑非拡大作用素と収束定理
2003年, 中條-高橋 [21] は Hilbert 空間における非拡大写像に対するつぎの強収
束定理を示した.

定理 4.1 ([21]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$

への $F(T)\neq\emptyset$ となる非拡大写像とし, $P_{F(T)}$ を $H$ から $F(T)$ の上への距離射影と
する. また, $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $\lim\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ を満たし, $P_{C_{n}\cap Q_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap Q_{n}$

の上への距離射影である. このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(T)}x$ に強収束する.

この定理を Banach空間でこのままの形で証明することは難しい. C が閉凸集合
になってくれないからである. そこで, 松下-高橋 [19] は Banach空間での Hilbert
空間での非拡大写像を拡張するつぎの非線形写像を考えた. $C$ を Banach 空間 $E$

の閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$への写像とする. このとき, $F(T)$ によって $T$ の

不動点集合を表す. $C$ の点 $p$ が $T$ の漸近的不動点 (asymptotic fixed point) である
とは, $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ で, {x訂が $p$ に弱収束し, かつ $\lim_{narrow\infty}(x_{n}-Tx_{n})=0$ とな

るものが存在するときをいう. $T$ の漸近的不動点集合は $\hat{F}(T)$ で表される. $C$ か
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ら $C$ への写像 $T$ が疑非拡大 (relatively nonexpansive) であるとは, $\hat{F}(T)=F(T)$

かつ

$\phi(p, Tx)\leq\phi(p, x)$ , $\forall x\in C,$ $\forall p\in F(T)$

が成り立つときをいう. 松下-高橋 [19] はこの非線形写像を用いて, 中條-高橋 [21]
の定理を Banach空間につぎの形で拡張した.

定理 4.2 ([19]). $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach空間とし, $C$ を $E$ の空で

ない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ を満たす疑非拡大写像とし,
$\{\alpha_{n}\}$ を $0\leq\alpha_{n}<1$ と $\lim\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ を満たす実数の列とする. 点列 {x訂は
つぎのようであるとする.

ただし, $\sqrt$ は $E$ の相対写像である. $Qp(T)$ を $C$ から $F(T)$ の上への準距離射影と
するとき, $\{x_{n}\}$ は $QF(T)^{X}$ に強収束する.

定理 42を用いて, 中條-高橋 [21] の定理をつぎのように証明することが出来る.
中條-高橋の定理を証明するためには, $T$ が非拡大写像であるとき, $T$ が疑非拡

大写像であることをいえばよい. $F(T)\subset\hat{F}(T)$ は明らかである. $u\in\hat{F}(T)$ なら

ば, このとき, 点出 $\{x_{n}\}\subset C$ で $x_{n}arrow u$ かつ $x_{n}-Tx_{n}arrow 0$ を満たすものがあ
る. $T$ は非拡大なので, $T$ は demiclosed である そこで, $u=Tu$ となる. これ
は $F(T)=\hat{F}(T)$ を意味する. さらに, Hilbert 空間 $H$ では, $x,$ $y\in H$ に対して

$\phi(x, y)=||x-y||^{2}$

が成り立つ. そこで, $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ と $\phi(Tx, Ty)\leq\phi(x, y)$ は同値であ
る. だから, $T$ は疑非拡大写像である. よって, 定理 42から, 中條-高橋の定理
を得る.
定理 42を用いると, Banach 空間における極大単調作用素に対するつぎのよう
な強収束定理を得ることもできる.

定理 4.3 ([19]). $E$ 一様凸で–様に滑らかな Banach空間とし, $A$ を E から $E^{*}$

への極大単調作用素とする. $Q_{r}$ を $r>\mathit{0}$ に対する $A$ のりゾルベントとし, $\{\alpha_{n}\}$

は $\mathit{0}\leq\alpha_{n}<1$ と $\lim\sup_{narrow\infty}\alpha_{n}<1$ を満たす実数の列とする. 点列 $\{x_{n}\}$ は以下

のようであるとする.

$\{$

$x_{1}=x\in E$ ,
$y_{n}=\sqrt{}^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})\sqrt Q_{\mathrm{r}}x_{n})$ ,
$H_{n}=\{z\in E : \phi(z, y_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}$ ,
$W_{n}=\{z\in E:\langle x_{n}-z, Jx-Jx_{n}\rangle\geq \mathit{0}\}$,
$x_{\dot{n}+1}=Q_{H_{n}\cap W_{n}}x,$ $n=1,2,$ $\ldots$ .

124



ただし, $\sqrt$ は $E$ の相対写像とする. もし $A^{-1}0$ が空でないとし, $Q_{A^{-1}\mathit{0}}$ を $E$ か

ら $A^{-1}0$ の上への準距離射影とするならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $Q_{A^{-1}0^{X}}$ に強収束する.

つぎに, Banach空間における極大単調作用素に対する弱収束定理を得る. この
定理は Browder-Petryshyn[4] の定理とも関係している. それを述べる前に, つぎ
の定理を述べておく.

定理 4.4 ([19]). $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $C$ を E の空で
ない閉凸集合とする. また, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ を満たす疑非拡大写像
とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0\leq\alpha_{n}\leq 1$ を満たす実数列とする. $x_{1}\in C$ とし, 点列 {x訂を
$n=1,2,$ $\ldots$ に対してつぎのように定義する.

$x_{n+1}=Q_{C}\sqrt{}^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})\sqrt Tx_{n})$ .

このとき, $\{Q_{F(T)}x_{n}\}$ は $T$の不動点に弱収束する. ただし, $Qp(T)$ は $C$ から $F(T)$

の上への準距離射影である.

これを用いて, つぎの弱収束定理を得る.

定理 4.5 ( $[19]\rangle$ . $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $C$ を E の空で
ない閉凸集合とする. また, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ を満たす疑非拡大写像
とする. $\{\alpha_{n}\}$ を実数列で

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$

を満たすものとする. $x_{1}\in C$ とし, $\{x_{n}\}$ を $n=1,2,$ $\ldots$ に対して

$x_{n+1}=Q_{C}J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JTx_{n})$

で定義する. もし $\sqrt$ が弱点列的連続ならば, $\{x_{n}\}$ は $u$ に弱収束する. ただし,

$u= \lim_{narrow\infty}Q_{F(T)}x_{n}$ であり, $Qp(T)$ は $C$ から $F(T)$ の上への準距離射影である.

定理 45を用いて, Browder-Petryshyn[4] の定理を証明することが出来る.

定理 46([4]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない興野集合とし, $T$ を $C$ から $C$ へ

の $F(T)\neq\phi$ を満たす非拡大写像とする. $\lambda$ を実数で, $0<\lambda<1$ を満たすとする.
$x_{1}\in C$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を $n=1,2,$ $\ldots$ に対して

$x_{n+1}=\lambda x_{n}+(1-\lambda)Tx_{n}$

で定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $u$ に弱収束する. ただし, $u= \lim_{narrow\infty}P_{F(\tau)^{X}n}$

であり, $P_{F(T)}$ は $C$ から $F(T)$ の上への距離射影である.
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5 準非拡大写像と収束定理
$E$ を滑らかな Banach空間とし, $D$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき,

写像 $R$ : $Darrow D$ が準非拡大 (generalized nonexpansive) であるとは, $F(R)\neq\emptyset$

であり, かっ
$\phi(Rx, y)\leq\phi(x, y)$ , $\forall x\in D,$ $\forall y\in F(R)$

がつねに成り立つことと定義する. この写像に関してつぎの定理がいえる.

定理 5.1 ([8]). $E$ を滑らかで狭義凸な Banach 空間とし, $C$ を空でない集合とす
る. また, $R_{C}$ を $E$ から $C$ の上への射影とする. このとき, $Rc$ がサニーかつ準

非拡大になる必要十分条件は

$\langle$x–Rcx, $\sqrt(R_{C}x)-J(y)\rangle$ $\geq 0$ , $\forall x\in E,$ $\forall y\in C$

となることである. ただし, J は E から Eへの相対写像である.

$E$ が滑らかで狭義凸な Banach空間とし, $C$ を空でない集合とする. このとき,
$E$ から $C$ の上へのサニー白非拡大射影は–意に決まる. 実際, $R,$ $S$ を $E$ から $C$

の上へのサニー準非拡大射影とする. このとき, 定理 51より, $x\in E$ とすると

$\langle$x–Rx, $J(Rx)-J(y)\rangle$ $\geq 0$ , $\langle$x–Sx, $\sqrt(Sx)-\sqrt(y)\rangle$ $\geq 0,$ $\forall y\in C$

が成り立つ. 翫, $Sx\in C$ であることから

$\langle$x–Rx, $J(\ )-J(Sx)\rangle$ $\geq 0$ , $\langle$x–Sx, $J(Sx)-J(Rx)\rangle$ $\geq 0$

が成り立つ. この 2つの不等式から

$\langle$Sx–Rx, $J(Rx)-J(Sx)\rangle$ $\geq 0$

が得られる. $E$ が狭義凸であることから Sx=& である. また, この計算から
分かるように, つぎの不等式を満たす $z\in E$ は–意である.

$\langle x-z, J(z)-J(y)\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$ .

そこで, 滑らかで狭義凸な Banach 空間の場合に, $E$ から $C$ の上へのサニー準非

拡大射影を $R_{C}$ で表すことにする.
E を滑らかで, 回帰的な狭義凸 Banach空間とし, B\subset E* $\cross$ E を極大単調作用
素とする. このとき

$R(J^{-1}+\lambda B)=E$ , $\forall\lambda>0$

である. よって, $x\in E$ に対して, $x^{*}\in E^{*}$ が存在して, $x\in J^{-1}x^{*}+\lambda Bx^{*}$ とな

る. E は滑らか, かつ回帰的で狭義凸なので, ある $z\in E$ が存在して, $x^{*}=J(z)$

となる. だから, $x\in E$ に対して

$x\in J^{-1}J(z)+\lambda BJ(z)=z+\lambda BJ(z)\subset R(I+\lambda BJ)$
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である. そこで, $\lambda>0$ と $x\in E$ に対して, $R_{\lambda}$ を

$R_{\lambda}x:=\{z\in E:x\in z+\lambda BJ(z)\}$

である定義しよう. すると, $D(R_{\lambda})=E$ であり, かつ任意の $x\in E$ に対して,
$R_{\lambda}x$ は–点からなる. 実際, $D(R_{\lambda})=E$ であることは、 $E\subset R(I+\lambda B\sqrt)$ よ

り $E=D(R_{\lambda})$ であることがわかる. $R_{\lambda}x$ が–点であることは, $z_{1}+\lambda w_{1}=x$ ,
$z_{2}+\lambda w_{2}=x,$ $w_{1}\in BJ(z_{1}),$ $w_{2}\in BJ(z_{2})$ とすると, $B$ が単調であることから

$\langle w_{1}-w_{2}, J(z_{1})-J(z_{2})\rangle\geq 0$

を得る. よって

$\langle\frac{x-z_{1}}{\lambda}-\frac{x-z_{2}}{\lambda},$ $\sqrt(z_{1})-\sqrt(z_{2})\rangle\geq 0$

を得る. そこで
$\langle(x-z_{1})-(x-z_{2}), J(z_{1})-J(z_{2})\rangle\geq 0$

となり
$\langle z_{2}-z_{1}, J(z_{1})-\sqrt(z_{2})\rangle\geq \mathit{0}$

を得る. $E$ は狭義凸なので, $z_{1}=z_{2}$ を得る. よって, $R_{\lambda}x$ は–点からなる. $R_{\lambda}$ の

定義域と値域は $D(R_{\lambda})=R(I+\lambda BJ)$ であり、 $R(R_{\lambda})=D(BJ)$ であることもよ
い. ただし, $I$ }2恒等作用素である. $R_{\lambda}$ は $B$ のりゾルベントと呼ばれ

$R_{\lambda}=(I+\lambda BJ)^{-1}$

で表される. つぎに $R_{\lambda}$ と $(BJ)^{-1}0$ の性質について述べておこう.

定理 5.2 ([8]). $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ回帰的な狭義凸 Banach 空間
とし, $B\subset E^{*}\cross E$ を $B^{-1}\mathit{0}\neq\emptyset$ となる極大単調作用素とする. このとき, つぎ
が成り立つ.

(1) 任意の $\lambda>0$ に対して, $D(R_{\lambda})=E$である;

(2) 任意の $\lambda>0$ に対して, $(BJ)^{-1}0=F(R_{\lambda})$ である. ただし, $F(R_{\lambda})$ は $R_{\lambda}$

の不動点集合である;

(3) $(BJ)^{-1}0$ は閉集合である;

(4) 任意の $\lambda>0$ に対して, $R_{\lambda}$ は準非拡大になる.

さらに, [8] の中でつぎの定理も証明された.

定理 5.3 ([8]). $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ–様凸 Banach 空間とし,
$B\subset E^{*}\cross E$ を $B^{-1}0\neq\emptyset$ となる極大単調作用素とする. このとき, つぎが成り
立つ.
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(1) 任意の $x\in E$ に対して, $\lim_{rarrow\infty}R_{r}x$ が存在し, その極限は $(BJ)^{-1}0$ に属

する;

(2) $x\in E$ に対して, $Rx:= \lim_{rarrow\infty}R_{r}x$ と置くならば, $R$ は $E$ から $(B\sqrt)^{-1}0$

の上へのサニー準非拡大射影である.

これらの結果を用いて, Hilbert 空間での上村-高橋の定理 (定理 12, 定理 13)
の Banach 空間への拡張であるつぎの弱収束定理, 及び強収束定理が得られる.

定理 5.4 ([9]). $E$ を–様凸で, 一様に滑らかな Banach 空間とし, その相対写像

J が弱点列的連続 (weakly sequentially continuous) であるとする . $B\subset E^{*}\cross E$

を $B^{-1}0\neq\emptyset$ となる極大単調作用素とし, $r>0$ に対して, $R_{r}=(I+rB\sqrt)^{-1}$ と

する. $x_{1}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})R_{r_{n}}x_{n}$, $n=1,2,$ $\ldots$ .

ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ {は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすとする. このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は $(B\sqrt)^{-1}0$ の点に弱収束する.

定理 5.5 ([9]). $E$ を–様凸で, 一様に滑らかな Banach 空間とし, $B\subset E^{*}\cross E$

を $B^{-1}0\neq\emptyset$ となる極大単調作用素とし, $r>0$ に対して, $R_{r}=(I+rBJ)^{-1}$ と

する. $x_{1}=x\in E$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})R_{r_{n}}x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$ .

ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき, 点苔 $\{x_{n}\}$ は $R_{(BJ)^{-1}0}(x)$ に強収束する. ここで, $R_{(BJ)^{-1}0}$

は $E$ から $(B\sqrt)^{-1}0$ の上へのサニー準非拡大射影である.
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