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1. 問題とその現状

代数体の最大不分岐拡大は, その研究の質・量・歴史の長さにも拘
らず, 未だ理解は不十分野言わざるを得ない状況で, 多くの興味深く
困難な問題が残されている. 本稿では最大不分岐拡大のガロワ群, お
よひその最大 PrO-P商に関してのそのような問題の内より次のものを考
察する :

問題 代数体 (有限次, 無限次) の最大不分岐 (P-) 拡大のガロワ群とし
て現れる群を特徴付けよ.

この問題は二つの部分に分けられる :

問題 1 代数体 (有限次, 無限次) の最大不分岐 (か) 拡大のガロワ群と
して現れるような群は–般にどのような性質を持つのかできるだけ詳
しく記述せよ.

問題 2 代数体 (有限次, 無限次) の最大不分岐 (か) 拡大のガロワ群と
して実際に現れる群 (及びその性質) をできるだけ沢山挙げよ.

言い換えれば, 問題 1は代数体 (有限次, 無限次) の最大不分岐 (P-)
拡大のガロワ群として現れるような群の同型類の集合を上から評価す
る問題であり, 問題 2はそれを下から評価する問題である.
上の問題は考える代数体が有限次の場合と無限次代数体も含める場

合とでは大きく異なるので, まず有限次代数体に関するこれらの問題
の現状について述べたいと思う. 以下では, 有限次代数体 $k$ と素数 p に
対して, $\tilde{G}_{k}$ と $\tilde{G}_{k}(p)$ でそれぞれ $k$ の最大不分岐拡大と最大不分岐か拡
大のガロワ群を表すことにする.

まず問題 1に関しては, 類数の有限性と不分岐類体論により直ちに

事実 1 $\tilde{G}_{k}$ (あるいは $\tilde{G}_{k}(p)$ ) の任意の開部分群 $H$ に対し, $H$ のアー

ベル化 $H^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ は有限.
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という事実が導かれる. これが問題 1に対する歴史上最初の結果であ
ろう. また $G=\tilde{G}_{k}(p)$ については類体論により, その generatOr rank

$d(G)=\dim_{\mathrm{F}_{p}}G^{\mathrm{a}\mathrm{b}}/p$ ( $=G$ の極小生成系に含まれる元の個数) と $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}-$

tion rank $r(G)=\dim_{\mathrm{F}_{\mathrm{P}}}H^{2}$ ( $G$ , Fp) ( $=G$ を $d(G)$ 個の生成元で表示し
たときの関係式の個数) としたとき,

事実 2 $d(\tilde{G}_{k}(p))$ と $r(\tilde{G}_{k^{\wedge}}(p))$ は共に有限で,

$0\leq r(\tilde{G}_{k}(p))-d(\tilde{G}_{k}(p))\leq r_{1}(k)+r_{2}(k)+\delta(k)$

を満たす. ここで, $r_{1}(k),$ $r_{2}(k)$ はそれぞれ $k$ の実無限素点, 虚無限素
点の個数で $\delta(k)$ は $k$ が 1の原始 $P$乗根を含むときは 1でそうでないと
きは $0$ を表す.

現在に至っても上の事実 1, 2以上の G\tilde k の持つ–般の性質は知られて
いないと言っても良い.
また類体論成立当初より, 有限次代数体の最大不分岐可解拡大 (類

体制) は常に有限次であろうか? という問題があり長らく未解決であっ
たが, 1964年に至って GOlOd と ShafareViCh [2] によって $\tilde{G}_{k}(p)$ が無限
群となるような有限次代数体 $k$ が構成された. しかし, 無限群となる
$\tilde{G}_{k}(p)$ で, その構造が完全に決定されているようなものは現在のところ
つもない.
このように問題 1に関して言えば $\tilde{G}_{k}$ が持つ–般的な性質は事実 1,

2以外には知られていないが, 次のような予想がある :

予想 (FOntaine-Mazur) 有限次代数体 $k$ , 素数 $p$ と $n\in \mathbb{Z}\geq 0$ に対し

て, 連続準同型
$\rho:\tilde{G}_{k}(p)arrow GL_{n}(\mathbb{Z}_{p})$

の像は常に有限であろう. 言い換えれば, G\tilde k(p) の r進解析商は常に有
限であろう.

この予想の反例は知られていないし, 反例が存在したとしても現時
点ではそれを構成する手段が無い : 現状で知られている無限群となる
$\tilde{G}_{k}(p)$ は, $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{d}- \mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}$ の定理

$G$ が $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}- \mathrm{p}$-群, $r(G) \leq\frac{d(G)^{2}}{4}\Rightarrow G$ は無限群

(あるいはこれの精密版) の前提条件の不等式を満たす開部分群を持つ
もののみであるが, この条件をみたす群は p進解析的ではない.
問題 2に関して言えば, 本稿では詳細を省略するが, 多くの具体的な代

数体の最大不分岐拡大, 最大不分岐 p-拡大のガロワ群が, それが有限の
場合に決定されている. この研究の歴史も古く, 例えば既に 1934年には
Scholz と Taussk [3] によって虚二次体 $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-4027})$ について $G_{k}(3)$
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の構造が決定されていた: $\tilde{G}_{k}(3)\simeq\langle X, y|(X, y)^{-1}y(x, y)=y^{-2}, X^{3}=y^{3}\rangle$

で, この群は位数 $3^{5}$ で交換子群が可換 (つまり $k$ の 3-類体塔は第 2段
で停止) となるような非可換有限群である. また, 判別式の絶対値が
比較的小さい虚二次体 $k$ については (これらの虚二次体では $\tilde{G}_{k}$ は有
限), 山村 [6], [7] によって $\tilde{G}_{k}$ の構造が決定されている.
問題 2に関連して次のような事実も知られている :

定理 (Fr\"OhliCh [1]) 任意の有限群 $G$ に対し, $\tilde{G}_{k}$ が $G$ を剰余群に持つ
ような有限次代数体 $k$ が存在する.

この定理でいつでも $\tilde{G}_{k}\simeq G$ とできるかどうかは知られていないし,
最大アーベル商に関してさえも,

類群問題 任意の有限アーベル群 $A$ に対し, $\tilde{G}_{k}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\simeq A$ となるような有
限次代数体 $k$ は存在するか ?

という問題があるが未解決である. しかし, 問題を素数 p-部分に限定
すれば, 肯定的に解決されている :

定理 (矢作 [5]) $P$ を素数とする. 任意に与えられたの有限アーベル?
群 $A$ に対し伍 $(p)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\simeq A$ となるような有限次代数体 $k$ が存在する.

方, k が無限次の代数体の場合は有限次の場合と随分状況が異な
る. そもそも $\tilde{G}_{k},\tilde{G}_{k}(p)$ は有限生成と限らないし, 例え有限生成であっ
ても有限表示とは限らない. しかし, 特別な無限次代数体 $k$ について
は良く研究がなされている. その最たるものは k が有限次代数体 F の
Zp拡大体の場合で, $\tilde{G}_{k}(p)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ については岩澤理論によりかなり深い理
解が得られている:Zp-加群として

$\tilde{G}_{k}(p)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\simeq \mathbb{Z}_{p}^{\oplus\lambda}\oplus T$, $\exists e\geq 0$ : $p^{e}T=0$ .
(上の $T$ は有限にも無限にもなり得る. また, より詳しく $\tilde{G}_{k}(p)^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ の

Gal$(k/F)$ (\simeq Zp)-加群としての構造についても分かる). さらに最近の
研究で Gk(p) 自体の構造についても実例を含めて新たな事実が発見さ
れつつある.
また, 全円分体 $k=\mathbb{Q}(\mu_{\infty})$ (\mu \infty \infty :すべての 1の幕根) については内田

[4] により $\tilde{G}_{k}$ の最大 $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}}$-SOlvable 商が $\urcorner \mathrm{p}$算無限生成の自由 $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}}$-SOlvable
群 (従って $\tilde{G}_{k}(p)$ は自由 pro-PP-群) になることが示されている この二

つの例からも分かるように, 無限次代数体については FOntaine-Mazur
の予想の主張はそのままには成立しないことに注意じよう.
このように無限次代数体の場合には上の問題について現在までのと

ころ多くは知られていないし, 具体的な予想も無かったようである (無
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限次代数体全体は–括して考察するには広範すぎると思われるので, 当
然とも言える). 以下本稿では $\tilde{G}_{k}(p)$ に対する問題 2を考察して得られ
た結果について解説してゆく.

2. 結果

まず, 有限次代数体に関しては次を示すことができる :

定理 1 $p$ を次の条件 $\mathrm{C}(p)$ を満たす素数とする :
$\overline{\mathrm{C}(p):}$ 円の $p$分体 $\mathbb{Q}(\mu_{p})$ 上のの最大不分岐 r拡大は有限次拡大
このとき, 任意の有限か群 $G$ に対して, $\tilde{G}_{k}(p)\simeq G$ を満たす有限次代
数体 $k$ が存在する.

まず, 素数に関する条件 $\mathrm{C}(p)$ について注意をしておく : この条件は望
みの代数体を Kummer拡大を用いて構成するための技術的仮定で本質
的なものではないように思われる. 従って, これは将来取り除かれる
ことが望ましい. それから, $p$ が正則ならばもちろん $\mathrm{C}(p)$ は成立する
し. $\mathbb{Q}(\mu_{p})$ のイデアル類群の銑部分が巡回群でも成立する. よって少
なくとも 157未満の素数 $p$ について $\mathrm{C}(p)$ は成立する ( $\mathbb{Q}(\mu_{157})$ のイデ
アル星群の 157-部分は $(\mathbb{Z}/157)^{\oplus 2}$ と同型). また $\mathrm{C}(p)$ を満たさない素
数 $p$ の実例は今のところ知られていない.
定理 1は素数 $p$ に条件は付いているが, 全ての有限か群が $\tilde{G}_{k}(p)$ と
して実際に現れるということで, 問題 2への部分的な回答になってい
る. また, これは前節で紹介した矢作の定理の拡張にもなっているこ
とに注意しよう.
無限次代数体も含めた場合には次のことが分かる :

定理 2 $p$ を $\mathrm{C}(p)$ が成立するような素数とする. このとき任意の可算
生成 pro-P-群 $G$ に対して, $\tilde{G}_{k}(P)\simeq G$ を満たす代数体 $k$ (有限次とは
限らない) が存在する.

代数体のガロワ拡大のガロワ群は可算生成であることに注意すれば, こ

の定理は $\tilde{G}_{k}(p)$ として原理的に現れる可能性のある pro-p群は例外なく
全て実際に現れるということを意味している. 従って, これは $\tilde{G}_{k}(p)([k$ :
$\mathbb{Q}]\leq\infty)$ に関する問題への完全な回答になっている.
定理 2によって無限次代数体上の不分岐p-拡大の研究への興味は少
しも損なわれることはないと思われる. 寧ろ, 今後の為すべき研究の
方向付けがより鮮明になったように感ぜられる : それは, 全ての無限
次代数体 $k$ を考えれば全ての原理的に可能性のある群が $\tilde{G}_{k}(p)$ として
現れるのであるが, 考察すべき無限次代数体を十分に制限して考えれ
ば, 十分に面白い現象がそこでは起きているように思われるからであ
る. 特に有限次代数体の $\mathbb{Z}_{p}- \text{拡大体について考察す^{る_{}arrow}^{}}$. とが重要である
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と考える. それはそのような代数体が $(\mathbb{Z}_{p}- \text{拡大が無限次の真の中間体}$

を持たないという意味で) “minimal な” 無限次代数体であるから, 古
典的な岩澤理論で既に実証されているように有限次代数体の性質と密
接に結びつくと考えられるからである. 実際, 有限次代数体の Zp-拡大
体 $k$ については, $\tilde{G}_{k}(p)$ はその $\mathbb{Z}_{P}- \text{拡大の岩澤}$ \mu 不変量が $0$ であれば有
限生成であるが, すべての有限生成 Pro-P-群が $\tilde{G}_{k}(p)$ として現れる訳
ではなく, かなりの制約を受けているものと思われる. それがどのよ
うな制約であるかということが, 有限次代数体の $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{u}\mathrm{r}$ 予想
などにも関連して大変興味深く, その解明が望まれる.

3. 定理の証明の方針

第 1節で紹介したように (恥\"ohlich の定理), 与えられた有限群をガ
ロワ群に持つ不分岐拡大は比較的容易に構成できる : まず, 分岐を無
視してそのようなガロワ群を持つガロワ拡大を構成して, その後基礎
体を拡大して分岐を消せば良い. 困難なのはそうして作った不分岐拡
大を最大不分岐拡大にすることであり, それができないから論士問題
も未だに解けていないのである. しかし, 問題を p-拡大に限定すれば,
矢作の定理でもそうであったように, この困難は克服できる.

定理 1の証明の概略を以下で述べる. 定理 2は定理 1の証明から直
ぐに従う. 証明は非常に技術的なので, 大雑把に方針を述べることに
する. 以下, $p$ は条件 $\mathrm{C}(p)$ が成立するような素数とする. 定理 1の有
限か群 $G$ に対して, 有限 p-群の全射からなる系列
$1=G_{0}arrow G_{1}arrow\cdotsarrow G_{n}arrow G_{n+1}arrow\cdotsarrow G_{t-1}arrow G_{r}=G$

で $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(G_{n+1}arrow G_{n})\simeq \mathbb{Z}/p(0\leq n\leq r-1)$ となるものが存在する.
従って,
命題 1 $0\leq n\leq r-1$ について, 有限次代数体 $k_{n}$ が $\tilde{G}_{k_{n}}\simeq G_{n}$ ,
$\mu_{p}\subseteq k_{n}$ ( $+$ある技術的な条件) を満たすならば, 有限次拡大 $k_{n+1}/k_{n}$

で, $\tilde{G}_{k_{n+1}}\simeq G_{n+1}$ ( $+$ある技術的な条件) となるものが存在する.

を示せば, 帰納法で $k=k_{r}$ が望みの有限次代数体となる. ここで, $k_{0}$

としては, 条件 $\mathrm{C}(p)$ より $\mathbb{Q}(\mu_{p})$ の最大不分岐 p-拡大体 (もしくはその
適当な有限次拡大体) をとることができることに注意しよう.
次の代数体の埋め込み問題からの定理が命題 1を示す鍵となる :

定理 $M/F$ を有限次代数体の不分岐ガロワ p拡大とする. このとき任
意の完全系列

$1arrow \mathbb{Z}/parrow Harrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(E/F)arrow 1$

に対して, p-次巡回拡大 $L/\mathbb{J}f$ で, $L/F$ は Gal $(L/F)\simeq H$ を満たすガ
ロワ拡大となるようなものが存在する.
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この定理を, $M/F$ を $k_{n}$ の最大不分岐 p-拡大, $H=G_{n+1}$ として適用して
得られる $L/k_{n}$ は, もちろん不分岐にはならない. そこで, うまく砺の拡
大体 $k_{n+1}$ を選んでやると, $Lk_{n+1}/k_{n+1}$ が不分岐で $\mathrm{G}\mathrm{a}1(Lk_{n+1}/k_{n+1})\simeq$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{n})\simeq G_{n+1}$ となる. 不分岐にするだけならば容易であるが, さ
らに $Lk_{n+1}/k_{n+1}$ が最大不分岐拡大になるように, $k_{n+1}$ を選ぶことがで
きる. その方法に使われる原理を大雑把に説明しよう : 類数が $p$ と素
な有限次代数体 $F$ と $F$ の素点の有限集合 $S$ について $F$ の最大 S-分岐
( $=S$ の外の素点は不分岐) 基本アーベルP-拡大 $E/F$ を考える. 中心
拡大の理論より, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(E/F)$ が $S$ に比べて “十分小さい” ならば (例え
ば巡回群), $E$ の類数も $p$ と素であることが示される. この原理を用い
て不分岐拡大が必要以上に大きくなるのを抑制することができる.
定理 2については, 定理 1で帰納的に行った拡大の構成のプロセス

を無限に繰り返せばよい : 位数が無限の可算生成 PrO->群 $G$ は, 有限
p-群 $G_{n}(n\in \mathbb{Z}>0, G_{0}=1)$ と, 核が $\mathbb{Z}/p$ と同型であるような全射準同
型 $G_{r\iota+1}\prec G_{n}$ からなる射影系の射影的極限として表される. 従って,
定理 1の証明と同様に有限次代数体の列

$k_{0}\subseteq k_{1}\subseteq k_{2}\subseteq\cdots\subseteq k_{n}\subseteq\cdots$

で $\tilde{G}_{k_{n}}\simeq G_{n}$ となるようなものが構成できるので, $k= \bigcup_{n\geq 0}k_{n}$ とおけ
ば, $\tilde{G}_{k}=$ 迦 $\tilde{G}_{k},‘\simeq$ 迦 $\tilde{G}_{n}=G$ となって, この $k$ が求める代数体と
なる.
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