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\S 1 設定 $k_{0}$ を有限次代数体とし、 k。およびその拡大体はすべて複素数体
$\mathrm{C}$ の中で考えます。

素数 $P$ を–つ固定し、 k。に 1の $P$ べき乗根をすべて添加して得られる無限

次代数体について、その最大不分岐アーベル拡大体のガロア群やイデアル類群

は、 岩沢理論において研究されています。

では、 1の $P$ べき乗根だけではなく 1のべき根をすべて添加した体につい

て、 同様のことを考えると、 どうなっているか、 という問題が自然に生じま

す。 すなわち、 k。に 1のべき根をすべて添加した体を k\infty 。とし、 k\infty 。の最大不

分岐アーベル拡大体を $L,$ $k_{\infty}$ のイデアル類群を C\infty 。とするときの、 ガロア群
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ および C\infty 。の構造を調べる問題です。

profinite abel 群としては、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ は $\hat{\mathrm{Z}}$ の可算無限個の直積と同型であ

ること $(\mathrm{U}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}[8])_{\text{、}}$ discrete abel 群としては、 C\infty 。は $\mathrm{Q}/\mathrm{Z}$ の可算無限個の

直和と同型であること (Brumer[3]) が知られています。 ( $\mathrm{Q},$
$\mathrm{Z}$ はそれぞれ有理

数、 整数の加法群、 $\hat{\mathrm{Z}}$ は加法群 $\mathrm{Z}$ の profinite completion.) (関連する研究

Horie[4], Kurihara[7] も参照下さい。)

方、 円分体のガロア群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{0})$ が $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ および C\infty 。に自然に作

用しますが、その作用も込めた構造については、 あまり調べられていないよう

です。

いま、 k。に 1の 4乗根と 1の $l$ 乗根 ( $l$ は奇素数) をすべて添加した (無

限次) 代数体を $k_{1}$
. として、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{0})$ の部分群 $G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{1})$ を考えま

す。 ( $G$ は $\hat{\mathrm{Z}}$ と同型です。)

今回の報告内容を–言で言うと、 $Gal(L/k_{\infty\infty})\underline{*}C_{\infty\infty}\text{の_{、}}$ 部分群 G の作用も込
めた構造は、 (いくつかの仮定の下で) 決定できる、 となります。 以下、 正確

に述べます。

\S 2 主結果 まずガロア群 $G\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ についてです。環 2上の $G$ の完備群

環 $\hat{\mathrm{z}}[[\mathrm{q}]$ は

$\hat{\mathrm{Z}}[[G]]=\lim_{arrow}\mathrm{Z}/(m)[G/U]$ ( $m$ は整数を動き、 $U$ は $G$ の開部分群を動く)
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によって定義される profinite $G$-加群です。 $G$ の作用により、 profinite abel 群
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ は自然に $\hat{\mathrm{Z}}[[G]]$ 上の晶群となりますが、 この構造については、 次

の結果が得られます。

定理 1 ([2]) $G\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ は $\hat{\mathrm{Z}}[[G]]$ -加群と bて Y $\hat{\mathrm{Z}}[[\mathrm{q}]$ の可算無限個の直積

$\prod_{N=1}^{\infty}\hat{\mathrm{Z}}[[G]]$ と同型となる。

次に $k_{\infty}$ のイデアル類群 C\infty 。についてです。 まず $C_{\infty}$ の定義は

$C_{\infty}= \lim_{arrow}C_{F}$ .

ここで、 $F$ は k\infty 。に含まれる有限次代数体を動き、 $C_{F}$ は $F$ のイデアル類群を

表します。 C\infty 。は (discrete)torsion abel 群ですから、 $c_{\infty}$ の $\mathrm{p}$-primary part
( 素数) を $C_{\infty}(p)$ と表すと、 C\infty 。は $C_{\infty}(p)$ の直和に分解します ;

$C_{\infty}= \bigoplus_{p}C_{\infty}(p)$
.

前述の Brumer の結果は、 $C_{\infty}(p)$ が $\mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p}$ の可算無限個の直和と同型である ;

$C_{\infty}(p) \simeq\bigoplus_{N=1}^{\infty}\mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p}$

と言っても同じことです。 ( $\mathrm{Q}_{p},$ $\mathrm{Z}_{p}$ はそれぞれ $P$ 進数、 $P$ 進整数の加法群。)

以下では、 $k_{0}$ は墾塞と仮定し、 $P$ は奇素数とします。 k\infty 。の最大実部分体

を磯とすると、複素共役 $\rho$ ( $G\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{\infty}^{+})$ の生成元) は $C_{\infty}(p)$ に作用しま

すから、

$C_{\infty}(p)^{\pm}=\{c\in C_{\infty}(p)|c^{\rho}=\pm c\}$

とおくと、

$C_{\infty}(p)=C_{\infty}(p)^{-}\oplus C_{\infty}(p)^{+}$

が成り立ちます。 (実は、 $C_{\infty}(p)^{+}=\{0\}$ であることが Kurihara[8] の結果から
従います。)

一般に $X$ を pro-p $G$-加群とし、 1の $P$ べき乗根全体の群を $W(p)(\subset \mathrm{C})$ で

表します。 このとき、 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(X, W(p))$ で、 $X$ から $W(p)$ への連続準同型全体

を表すことにすると、 これにも $G$ は
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$\sigma(f)(x)=\sigma(f(\sigma^{-1}(x)))(\sigma\in G, f\in \mathrm{H}\mathrm{o}\ln(X, W(p)), x\in X)$

により作用し、 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(X, W(p))$ は discrete $G$-加群となります。 $G$ の $P$ 進整数

環 $\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}$ 上の完備群環 $\mathrm{Z}_{P}[[\mathrm{q}]$ は

$\mathrm{Z}_{p}[[G]]=\lim_{arrow}$ Zp[G/切 ( $U$ は $G$ の開部分群を動く)

によって定義される pro-p $G$-平群です。 このとき、 次の結果が得られます。

定理 2 $P$ を奇素数とする。 このとき、 $C_{\infty}(p)^{-}$ は、 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\prod_{N=1}^{\infty}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}[[G]], W(p))$

と G-加群として同型となる。

\S 3 定理 2の言い換え イデアル類焼 $C_{\infty}(p)$ は、 あるガロア群の指標群と

自然に同型になることが知られているので $(\mathrm{I}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}[6])_{\text{、}}$ 定理 2はガロア

群の構造として言い換えることができます。 これを簡単に説明します。

k。を任意の有限次代数体とし、 $P$ も任意の素数とします。 $M_{p}$ を k\infty 。の $P$ の

外で不分岐な最大アーベル pro-P 拡大体、 $N_{p}$ を k\infty 。に k\infty 。のすべての単数の

すべての $P$ べき乗根を添加して得られる拡大体とします。 $M_{p},$ $N_{p}$ は共に k。上

のガロァ拡大体で、

$k_{\infty}\subset N_{p}\subset M_{p}$

となっています。いま、 $C_{\infty}(p)$ の元を $c$ とし、 $c$ の代表 (イデアル) をひとつと

り、 $A$ とします。ある $P$ べき $m$ に対して、 $A^{m}$ は単項ですから、 $A^{m}=(a)(a\in$

$k_{\infty})$ となります。 そこで、 $\alpha^{m}=a$ となる $\alpha$ をひとつとり、 $\chi(\sigma)=\sigma(\alpha)\alpha^{-1}$

により $G\mathrm{a}1(M_{p}/N_{p})$ の指標

$\chi:\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\mathrm{p}}/N_{p})arrow W(p)$

を定めます。 $\chi$ は $A,$ $m,$ $a,$ $\alpha$ の選び方によらず $c$ のみで定まることがわかり、

さらにこの対応 $carrow\chi$ により、 $G$ 加点としての同型

$C_{\infty}(p)\simeq \mathrm{H}\mathrm{o}\ln(G\mathrm{a}1(M_{p}/N_{p}), W(p))$ $(*)$

が成り立ちます。 ([6] では、 代数体が 1の $P$ べき乗根をすべて含む場合にこ

の対応が述べられ、 1のべき根をすべて含む場合も最後に簡単に触れられてい

ます。)
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特に、 $k_{0}$ が総実代数体で、 $P$ が奇素数の場合を考えます $\circ$

$k_{1}$ の最大実部分

体を耐とし、 M墾を $k_{\infty}^{+}$ の $P$ の外で不分岐な最大アーベル Pro-P 拡大体と

します。 ガロア群 $G\mathrm{a}1(M_{p}^{+}/k_{\infty}^{+})$ は自然に pro-p $G$-加群 $(G\simeq G\mathrm{a}1(k_{\infty}^{+}/k_{1}^{+}))$

となります。 $k_{\text{。}}$ が総実であることから、 k\infty 。の単数は $k_{\infty}^{+}$ の単数と 1のべき根

から生成され、 これより、 複素共役 $\rho$ は $G\mathrm{a}1(N_{p}/k_{\infty})$ には $-1$ 倍で作用する

ことがわかります。 このことから、 同型対応 $(*)$ より、 G-画面として、

$C_{\infty}(p)^{-}\simeq \mathrm{H}o\mathrm{m}(G\mathrm{a}1(M_{p}^{+}/k_{\infty}^{+}), W(p))$

となることが従います。それゆえ、定理 2は次の定理 2’ を示すことに帰着し

ます。

定理 2’ $P$ を奇素数とする。 このとき、 $G\mathrm{a}1(M_{p}^{+}/k_{\infty}^{+})$ は $\prod_{N=1}^{\infty}\mathrm{Z}_{p}[[G]]$ と pro-P

$G$-丁群、 すなわち $\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}[[G]]$-r#群と $\text{し}$て同型となる。

\S 4 注意 定理 12’ (2) についていくつか注意を述べます。

まず、 いずれの定理においても、ガロア群は、単に完備群環上の加群として

の構造が与えられているだけである、 ということです。今のところ、ガロア群

の、 完備群環上の加群としての標準的な生成元などは (あるかどうかも含め

て) 全くわかっていません。

定理 2’ (2) については、 $p=2$ の場合や $k_{0}$ が総実ではない場合などは、

どういう構造になるかはわかっていません。

次に、 円分体のガロア群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{0})$ 全体の作用も込めた $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$ や $C$
。

の構造についてですが、これについてもほとんどわかっていません。 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/k_{\infty})$

については、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k_{0})$ 加州として忠実である、ということはわかります。 (実

はこれが、 別の問題意識から、 著者が最初に考察したことです 2)。)

\S 5 証明について Iwasawa algebra と異なり、完備群環 $\hat{\mathrm{Z}}[[G]]$ や $\mathrm{Z}_{P}[[G]]\}^{}$.
ついては、その簡単な表示は知られていませんし、 ましてその上の加群の構造

定理のようなものもありません。 ただ、 与えられた加群がこれらの可算無限個

の直積に同型となるかどうか、 ということだけは、 embedding problem の言葉

(と位相的な条件) で特徴づけることができます。それが、 $\mathrm{I}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}$ [ $5$ , Th.4] の

「作用域付き $\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$」 です。 これは証明に必要な代数的な道具ですが、 -方、

数論的な結果として、 (基礎体が非常に大きな) 代数体の最大不分岐ガロア拡

大体のガロア群の射影性に関する $\mathrm{U}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}$[$8$ , Th.l] のある version が必要とな

ります。 詳しいことは [1] 又は [2] をご覧下さい。
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註

1) 約 1年前に東北大学で行われた研究集会で、 同じタイトルで (ほぼ) 同じ

内容の講演を行い、その報告集も出ています ([1])。同–内容の文章を掲載す

ることは、講究録の規定上できませんので、 ここでは、 主に設定と主結果を書

きます。 (最大円分体の最大不分岐アーベル拡大体のガロア群についての結果

も含めました。)

2) これについては、第 4回北陸数論研究集会 (2005年 12月 26 日 $\sim 12$ 月

27日) の講演の中で触れました。報告集が出る予定ですので、そちらをご覧

下さい。
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