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1 次数勘定定理とファインマンパラメーター積分公式

1955年 6月から京都大学物理学教室の湯川研究室において、荒木不二洋、位田
正邦、 私自身などの修士課程新入生で素粒子論の私的なセミナーが行なわれた。
セミナーのテキストは、 日本物理学会編の QED の論文選集で、 R. P. Feynman
と F. J. Dyson の基本的論文が収録されていた。
この選集の第 1論文は、量子力学の経路積分法を提起した Feynman の 1948

年の論文であった。 そのあとに続く共変的摂動論のファインマン積分に関する
論文を勉強した後、私は経路積分法が、ディラック場のフエルミ統計性の取り

扱いの問題を除いて (その当時私はグラスマン数のことは知らなかった) 、 自然

に場の量子論の場合に拡張できることに気づいた。 私はこの 「発見」 を論文に

まとめたが、すぐ山崎和夫に、同じ定式化がすでに 1年前 P. T. Mathews と A.
Salam の論文に与えられていることを指摘された。 こうして、私の最初の物理
の研究は、全く記録に残ることなく消えた。

この選集の最後の論文は、摂動論のすべての次数で QED の繰り込み可能性を
証明した、有名な Dyson の 1949年の論文であった。 この証明の基礎になって

いるのは、 次数勘定定理 11である。 これは、任意のファインマン積分の可能な全
体的紫外発散は、単純に被積分関数の分母分子の次数と 4次元運動量積分の体
積要素の次数を勘定するだけで判定できるという定理である。 この定理を証明

するために、Dyson はファインマン積分のすべてのエネルギー変数から共通因
子 $\alpha$ だけ取り出す非線形変換を行い、 この $\alpha$ についてそれを純虚数にまで解析

接続した $\circ$

*2 そして、 ファインマン積分はユークリッド的になったから、単純

な次数勘定により発散の可能性が判定できるとした。
私は、Dyson の用いた変換は数学的に正当化できないことに気づいた o3 な

ぜなら、プロパゲーターのもつ特異性のために、 どんなファインマン積分も決し
て絶対収束するはずがないからである。 さらに、 内部発散がないという Dyson
の前提条件は、積分運動量の選択法が指示されていないから、数学的によく定義

された概念とは言いがたい。 1956年 3月私は、 もしユークリッド的としてよい

なら、後者の問題は解決できることをみつけたが、 しかし前者の問題を解決しな

ければ意味がないと考えた。
本来のファインマン積分は、その特異性のために数学的に厳密な取り扱いは不

可能であることを、私はさとった。 Feynman は彼の原論文において、 ファイン

$\mathrm{c}1$ 論文 [2] を書いたとき、 $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ theorem という言葉を作った。私の鶴文と関係があるかどうかは不明
だが、 この名前は標準の用語になっている。

$*\mathrm{a}$ 後に、 この解析接続は、G. C. Widc のべーテ . サルピーター方程式に関する 1954年の論文に因んで、 $|\mathrm{r}_{\theta}$ ィツ

ク回転 j と呼ばれるようになった (.\S 9参照)。 いわゆる 「同時ウイック回転」 はコーシーの定理によって正当化で

きないので、 Dyson は、 この困難を避けるために非線形変換を導入したのである。
$*s$ 私はその具体的反例をこしらえたつもりだったが、それは誤りであった。
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マン積分を、 ファインマンの恒等式と呼ばれる公式

$\frac{1}{AB}=\int_{0}^{1}d.\alpha\frac{1}{[\alpha_{\lrcorner}4+(1-\alpha)B]^{2}}$

およびそれを $A,$ $B$ について何回か微分して得られる式を繰り返し用い、分母を

1つにまとめてから運動量積分を遂行した。 ファインマン . パラメーター積分
は、分母の虚部を有限量にしておきさえすれば、有界領域での通常の積分である
ので、 私はファインマン . パラメーター積分を単なる計算の道具としてでなく、
ファインマン積分の数学的定義とすべきであるとの認識に達した。 この立場が
合理的であるためには、 ファインマン. パラメーター積分が運動量積分遂行の仕

方に依らないことを証明しなければならない。そのためには、すべてのプロパ
ゲーターを平等な形で扱うことが本質的であった。 それで私は、分母関数がすべ

てのファインマン. パラメーター $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{N}$ について線形であるような–般

化されたファインマンの恒等式*4

$. \frac{1}{\prod_{=1}^{N}A_{i}}.=(N-1)!\int_{0}^{1}d\alpha_{1}\ldots\int_{0}^{1}d\alpha_{N^{\frac{\delta(1-\sum_{*=1}^{N}\alpha_{1})}{(\sum_{i=1}^{N}\alpha\cdot A:)^{N}}:}}$

を見つけた。

忘れもしない 1956年 5月 1日、私は、一般化されたファインマンパラメー

ター積分公式において、ファインマン図の位相的性質を直接反映させる–般的
規則を発見した。パラメーター積分の被積分関数の分母は、 関数 U の幕と、無
限小野部を伴う関数 $V$ の幕との積である o $\mathrm{r}5$ ここに、 $U$ はファインマン . パラ
メーターの正項のみの斉次多項式である。次数勘定定理は、 U のゼロ点の構造
を調べれば証明できる。 $V$ ?は、外線運動量の 2次式で、その係数はファインマン
. パラメーターの有理関数である。 $U$ と $\mathrm{t}/^{\Gamma}$ のあらわな表式は、ファインマン図の

回路 (=ループ) 構造に基づいて、直接書き下すことができる (「位相公式」)Q*6

ファインマン積分の分子がノントリヴィアルなときは、 $V$ を各プロパゲーター

に含まれる定数運動量について 1回または 2回微分することによって得られる 2
種類の関数、靱と $\mathrm{x}_{:j}$ でもって書き表すことができる。

私はファインマン . パラメーター積分の位相公式を証明したのち、私の処女
論文を素研 (19569) に提出した。そして翌年、それを正式の英文誌 $PTP$ に

$\tau$

発表した [2]。私はこの論文により、 1957年 3月に京都大学理学修士の学位を
得た。 のちに、私は、一般のファインマン積分のパラメーター積分表示は、R.

Chish$o1\mathrm{m}$ (1952年) や摂動級数の発散を論じた人々によって与えられていたこと

$\mathrm{c}4$ 最初は、 同じ運動量を持つプロバゲーターを先にまとめるという、2段階のまとめ方をしたので、 この式よりも複
雑な多重ベータ関数型の公式を使った。なお、 この公式は 19世紀から知られているものである。

$\mathrm{c}f$ 今 $\mathrm{R}_{\text{、}}$ 私の記号 $U$ と V は、 ほぼスタンダードになっている。
$*6$ 後に私は、 もしファインマン. パラメーターをオーム抵抗に置き換えるならば、 $U$ の表式は、 19世紀の*ルヒ

ホッフの回路網理論で与えられたものと同じであることを知った。
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を知ったが、幸い誰も–般化されたファインマンの恒等式を使っておらず、従っ
て誰も位相公式を発見していなかった。

3年後、 S. Weinberg の次数勘定定理に関する論文が現われた。彼の論文の主
目的は、 ファインマン積分の高エネルギーでの漸近的振る舞いを調べることで
あった。 彼の証明はユークリッド計量を仮定してのものであったにもかかわら
ず、 彼の論文は次数勘定定理のスタンダードな文献となった。ファインマン. パ

ラメーター積分公式に基づく数学的に厳密な次数勘定定理の証明は、積分領域内
での $U$ を、 $\prod_{i=1}^{N}\alpha_{i}$ の或る分数幕で下から抑えることによって完成する。私は
この証明を、 ファインマン. パラメーターの相対的な大きさによって、積分領域

を $N!$ 個のセクターに分けることによって行なった。 1963年、私はこの証明を

或る積分表示に関する論文 [30] の付録に書いたのだが、不幸にして完全に無視
されてしまった。 このセクターは、 3年後に、繰り込まれたファインマン積分の
収束性の厳密証明をあたえた K. Hepp に因んで、「ヘップ . セクター」 と呼ばれ
ている。 なお、 1969年、W. Zimmermann は、 各プロパゲーターの無限小虚部
を 3次元運動量の平方に依存するものと仮定して、ファインマン積分から直接に
次数勘定定理の証明を行なった。

1969年、T. Appelquist は、私の公式を拡張して、繰り込まれたファインマン
. パラメーター積分公式を与えることに成功した。 30年後私はたまたま彼と出会

い、 この仕事は彼の学位論文としてミネソタ大学の教授であった D. R. Yennie
から指示されたものであることを聞いた。私は、 1963年ミネソタ大学の須浦寛
の招きで、私のファインマン. パラメーター積分公式に関する仕事を、 –連の講

義で紹介したのだった。
1974年、 P. Cvitanovic と木下東–郎は、私のファインマンパラメーター積

分公式を数値計算に適した形に書き換え、電子の異常磁気能率の 6次の補正項の
計算を行なった。

ファインマン. パラメーター積分公式のレヴィユーは、 [21] [B1] [B2] [B7]。

2 赤外発散の相殺

QED において生ずる赤外発散は、遷移確率においては消失するであろうこと
が、 Bloch-Nordsieck の半古典的取り扱いにより示唆された。すなわち、 生成さ
れた軟光子 (=観測できないほどエネルギーの低い光子) の数による終状態の違

いを区別しないならば、赤外発散の相殺は摂動の各次数において成立している
ものと信じられていた。 Jauch-Rohrlich の有名な QED の教科書には、 この期

待の 「証明」 が与えられていたが、私は 2個またはそれ以上の軟光子が同時に
関与するような赤外発散は、彼らの議論では取り扱えていないことに気づいた。
さらに彼らの取り扱いでは、相殺の本質的機構が–向に明らかになっていない。
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他方、木下東–郎は 1950年の短い論文で、摂動論の最低次だけであるが、運動
量積分を遂行することなく遷移確率における赤外発散の相殺の機構を明らかに
した。 もし考えている過程のいくつかのファインマン図と共役ファインマン図

とを、 その共通する終状態の外線において接続するならば、 出来上がった遷移確
率の図のそれぞれで赤外発散の相殺を見ることができるというものである。 木
下のアイデアの拡張としては伊藤大介による仕事があったが、物理的に区別でき
る過程まで足し合わせているので、不可解であった。
このような状況のもとで、 1957年 5月 $-7$ 月、 私は木下のアイデアを拡張し

て赤外発散の問題を解決しようと考えた。私はまず木下のルールのままでは、相

殺の起こるべきファインマン図と共役ファインマン図の対のセットが、 1つの遷

移確率の図にまとまらない場合が、すでに摂動の最低次において存在することに
気づいた。 この困難を解決するために、私は、終状態のみならず、初期状態にお

いても共通する外線を接続することを考えた。こうして得られる外線の全くな
い図を、 .木下の頭文字をとって 「K 図」 と名付けた o*7
私は、光子のプロパゲーターを、デルタ関数部分とコーシーの主値部分に分け

た。 後者は赤外部の問題に関しては無視できると考えたからである。つまり軟
光子に関する限り、内線と外線を区別する必要はないということになる。赤外
発散の原因は、実の電子が軟光子を放射吸収するとき、質量殻に近い電子のプ
ロパゲーターが現われて、 それが軟光子のもつ特異性を強めてしまうことによ

る。 1つの $\mathrm{K}$ 図は、 いくつかの電子線のループのそれぞれを 2 ケ所で切断して
得られるファインマン図と共役ファインマン図の対のセットに対応する。 ただ

しこのとき得られる遷移過程が互いに物理的に区別できないもの、すなわち、軟
光子の状況以外の相異はないものになっていなければならない。遷移確率はも
ちろん K 図に関する和によって与えられる。 K 図は外線を持たないことから期
待されるように、質量殻に近い電子のプロパゲーターの寄与がないと考えられ

るから、赤外発散の相殺は各 K 図において起きている筈である。実際この命題
は、 木下の恒等式を拡張することによって得られる次の恒等式に基づいて証明
できる。「 $k$ 個の電子のプロパゲーター、実の電子に対応する 1個のデルタ関数、
$n\cdot-k-1$ 個の電子の共役プロパゲーターの積を、 $k$ について 1から $n$ まで足し

合わせたものは、赤外特異性を持たない。」私はこの n 個の電子線の全体を電子
の「本質的外線」 と呼んだ。 一般に、 1つの $\mathrm{K}’$ 図は、いくつかの電子の本質的外
線を含むが、赤外発散の相殺はそれぞれの本質的外線ごとに起きるのであって、
図全体からの現象ではないことに注意しなければならない。私はこのようにし

て、摂動論の各次数での遷移確率における赤外発散の相殺を証明することに成功
したのだった [4]。

7その後この概念は、何人かの著者により、過去の仕事に言及することなく、繰り返し提起された。 しばしば. ダブ
ルカヅト図 j と呼ばれている。
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私は、 この証明は 4次元 QED だけでなく、質量ゼロの場のある全く –般の場

の量子論で成立するものと思っていた。私の論文が出てすぐ、D. R. Yennie と

S. C. Frautschi と須血管の QED の赤外発散の相殺に関する有名な論文が現わ
れた。 不幸にして、彼らは「この証明 ( $=$私の証明) は、 微分断面積でなく、全

断面積にのみ適用される」 と誤って書いたために、それ以後私の論文はあまり注

目されなくなってしまった。 さらに 1962年、木下は、 ファインマンパラメー

ター積分公式に基づいて、赤外発散の–般論を与える大論文を書いた。 しかし相

殺に関してはパラメーター積分で論ずるのは難しいので、それについては私の論

文を引用するにとどまった。 しかし、 それ以後、木下の論文は赤外発散相殺の
般論の代表的論文となり、 1964年に現われた T. D. Lee と M. Nauenberg の論
文とともに、「赤外発散」 といえば、「木下-Lee-Nauenberg(KLN) の定理」 とし

て、 自動的に引用される習慣ができあがった。

Lee と Nauenberg の論文は、上述の赤外発散相殺の機構を全く理解せず、非
相対論的量子力学にしかあてはまらないような非常に粗雑な議論をしているだ
けのものである。 それにも拘わらず、四半世紀にもわたってこの論文を批判しよ
うとする人は誰もなく、教科書などにも広く引用され続けていた。 私はとうとう

我慢出来なくなり、 1989年 3月、KLN 定理を批判するコメントを書いて $PR$ に

提出した。 それは予想外にすんなりと掲載決定になったが、 その理由は、 Lee が

国際会議の主催者として中国にいた 6月 4日、天安門事件が起こって、足止めを
くったからであった。彼がアメリカに戻ってから情勢は–変した。 掲載予定号
の発行日 1週間前の 8月 8日、突然 $PR$ 編集部は全く非科学的理由をこじつけ
て、私の論文を没にした。私は抗議したが、評議員の 1人から書き方を改めて再
提出を奨める手紙をもらったのみである。私は、論文の再提出はしなかったが、
その校正刷りのコピーをずっと後になってから素的 (20032) に掲載した。

1979年、赤外発散の問題が復活したとき、「 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{b}\mathrm{y}$-Sterman の恒等式」 という
ものが現われたが、 これは私が本質的外線について証明した恒等式の特殊の場合
に過ぎない [131]。 1980年、赤外発散の相殺は、 QCD のような非可換ゲージ理
論では成立しないことが発見された。 これは、 2つの本質的外線をつなぐグルー
オンの内線が、 グルーオンの外線が持たないような赤外特異性を持つためであ
る。 この意味で、私の証明は全く –般的とはいえなかった。

3 不安定粒子の固有状態

不安定粒子が中間状態に現れるようなファインマン図を、安定粒子の如く考え
てファインマン規則どおりに計算すると、赤外発散に似た発散が現われてしま

う。 この困難を避けるには、不安定粒子のプロパゲーターの質量項に、その粒子

の崩壊の半値幅を虚部としてつけ加えればよい。 ところがそうすると、 $\mathrm{S}$ 行列を

用いて計算した不安定粒子の崩壊振幅は、エネルギー保存則のために正確にゼロ
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になってしまう。 このことは、 内藤邦夫 $\mathrm{s}8$ がリー模型で証明した。私は、 初期

状態の不安定粒子の質量を実数とする限り、このことは–般的にいえることを示
した [素研 (1957.11)]。明らかにこの困 は、 不安定粒子の内線と外線を不平等
に取り扱ったから生じた。すなわち、不安定粒子の初期状態にも崩壊の半値幅を
取り入れることが必要である。 ところがこれはそう -筋縄ではいかない。

1957年、荒木不二洋と宗像康雄と川口正昭と後藤鉄男は、不安定粒子の質量、

崩壊半値幅、 そして繰り込み定数 $Z$ をどのように定義すべきかを論じた。 不安

定粒子の正確なプロパゲーターは、エネルギー変数のカット平面上で解析的であ
り、 不安定粒子に対応する複素極を持たない。 そのような複素極を見いだすに

は、カットを下半面に変形して非物理的リーマン面に行くことが必要である。 こ

のような非物理的リーマン面上に複素極が存在すれば、その (静止系での) 位置

の半開と綿甲をそれぞれ不安定粒子の質量と崩壊半値幅に同定するのが自然で
ある。 内藤は、 この複素質量を用いて、 リー模型における不安定 V 粒子の状態
を定義した。その式は、V. Glaser と G. K\"all\’en が不安定粒子の「近似的状態」

として捷起したものと本質的に同じである。 しかしながら、不幸にして、 この状

態は、崩壊相互作用の結合定数をゼロに近づけても、 はだかの V 粒子の状態に
は近づかない。 実際、 $Z$ 因子は、 1ではなく $\text{、}1/2$ に近づいてしまう。 この困難

の原因はもちろん、 .不安定粒子の複素極が、物理的リーマン面ではなく、非物理

的リーマン面上にあるという情報を取り込んでいないからである。
リー模型で $\mathrm{t}^{\prime^{\vee}}$, 粒子が不安定な場合、 $N$ 粒子と $\theta$ 粒子の散乱状態は、 $\{V, N\theta\}$

セクターにおいて完全系をなしている。従って、通常のヒルベルト空間内で不安
定 V 粒子の固有状態を構成することは不可能である。それを実現するためには、
いわば「ヒルベルト空間内のベクトルの解析接続」が必要である。 この目的のた

め、 私はまず ‘\check ‘/=L ヴァルツの超関数の概念 (私は岩村聯の翻訳書をよく勉強して

いた) を解析接続することを考えた。 L. Schwartz の定義に従えば、超関数とは、
任意の C\infty 。級テスト関数と特定の特異 「関数」 との積を、実軸上で積分すること

により実現されるような線形汎関数である。 この定義を拡張して、私は次のよう
に「複素超関数」 を定義した。「複素導関数は、必要な帯状領域で正則な任意関

数と特定の有理型関数との積を、実軸上の特定の 2点を結ぶ積分路に沿って積
分することにより実現されるような線形汎関数である。」積分路は、上半面の極
の上方や下半面の極の下方を通ってもよいので、実積分には–般に帰着しない。

この複素超関数の概念を用いると、 不安定 V 粒子の固有状態を構成することが
可能である。 この状態のノルムがゼロであることは、直接の計算によって確かめ
られる。 私の論文は、 1958年に発表された [5]。 その後、後藤は別な不安定粒子
の固有状態を構成したが、そのノルムは無限大ということであった。

私の構成した不安定粒子の真の固有状態は、残念ながらそのままでは物理的意

$i\epsilon$ 後に山本と改姓。
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味を持たない。 そこで、複素超関数をできるだけ忠実に (もちろん–意的にはい

かない) 普通の超関数で 「近似」することにより、物理的不安定粒子状態を構成

すること考えた $[6][8]_{0}$ この近似的固有状態は、 Glaser と K\"all\’en による近似的

固有状態とは異なり、 $Z$ 因子は弱結合の極限で正しく 1になる。 さらに私は、特

定の模型に頼ることなしに、 この近似的固有状態が、その不安定粒子の生成過程

を $t=-\infty$ から $t=0$ まで追っていくことにより、作られるものであることを

示した。

阪大の数学の教授であった功刀金二郎は、 複素超関数に興味を示してくれた。
彼は、解析関数を用いた超関数としては、 1952年 K\"athe によるものがあるとコ

メントしたが、私のとは違うようである。 また、数理科学研究班で出会った佐藤
幹夫は、多分私と同じ頃と思うが、私のと同様な概念を導入したということだっ
た。 彼はそれを「解析的超関数」 と呼んだが、残念ながらそれは論文として公表
されることはなかったようである。 というのは、そのすぐ後、彼は後に「佐藤超

関数」 と呼ばれることになる重要な概念に到達したからである。
1972年、私は、複素ゴーストの場の量子論でのファインマン積分の計算にお

いて、複素超関数が自然に現われるを見つけた [72] (\S 11参照)。 複素ゴースト

の場の量子論では、複素極は物理的リーマン面上に上下対になって現れる。 その
ため、 ダイソンの S 行列を定義するのに必要な断熱因子は指数関数では不十分
で、 ガウシアンを用いなければならない。 そのとき、複素ゴースト対を中間状態
に持つ自己エネルギーのファインマン図には、必然的に複素超関数を使うプロパ
ゲーターがでてくるのである。

私の不安定粒子の固有状態の導入から 20年近く経ってから、幾人かの著者が、
それぞれそれ以前の仕事に気づかずに、同様な不安定粒子の固有状態を定義し
た。 著名な物性論の学者である I. Prigogine は、私の仕事に注意し、 とくにその
ゼロノルム性に注目したようである。それ以後、私の原論文はようやく広く認知
されるようになった。私はそのレヴィユーの講演を、 1998年奈良女子大、 2003
年日本大学から依頼された [C19]。

4 核子の電磁構造の計算

1958年、R. Hofstadter によるスタンフォード線形加速器の実験は、陽子の電
荷半径が予想外に大きいことを示した。 それゆえ、 この事実が湯川の擬スカラー

中間子論によって説明できるのかどうかが、重要な問題となった。 中性子の電荷

半径はほとんどゼロであることが知られていたので、アイソスピンの言葉でいう
と、 上の結果は、核子の電磁構造のアイソベクトル部分とアイソスカラー部分は
ほとんど等しく、ともに大であるということになる。 アイソベクトル部分の摂動

の最低次の計算はたいして面倒なものではなかったが、アイソスカラー部分は摂

動の最低次ですでに eg6 (g は \mbox{\boldmath $\pi$}-N結合定数) のオーダーとなり、 とても大変な
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計算になるので誰も敢えてチャレンジしょうとはしなかった。
$19\overline{\mathrm{o}}8$ 年 11月、緋田吉良は私に、私のファインマン . パラメーター積分公式

(\S 1参照) を使えば、 アイソスカラー部分の摂動計算がやれるのではないかと提

案した。 そして、 この 2人に野上幸久と植原正行の 2人を加えた、核子の電磁

構造の研究チームが発足した。 アイソスカラー $N-\pi$ 頂点部分の最低次のファイ
ンマン図は、 ヴァーチャル光子がバリオン $(N_{\backslash }.\mathit{4}1, \Sigma, ---)$ の 4角形ループを通じ

て、 3個のパイオンとなって核子と相互作用するものである。 このファインマン

図は、 6個のスピノルのプロパゲーターを含むので、パラメーター積分の被積分

関数の分子を計算するのは、ものすごく大変な仕事であった。 しかし、私はこの

計算を遂行し、結果が驚べくコンパクトな形にまとまることを見いだした (緋田

は\neq エックを行なった)。 もちろん、 この 8重パラメーター積分を遂行すること

は不可能であったが、幸いこの積分は紫外発散も赤外発散もなく、被積分関数が
定符号なので、おおよその大きさを推定することは可能だった。 非常に粗い評価
によれば、実験値を説明するくらいの大きな値が得られそうであった。 われわれ

はこれを 2論文にまとめた $[11][12]$。われわれの結果は、新聞 (全国紙) にも報

道された。

緋田と私は、核子の電磁構造の計算をさらに進めた。 バリオンの質量を無限大
にしてバリオンループを 1点に収縮させる近似 ( $\lceil$ ノ $-$ ループ近似」) をとる

と、積分は著しく簡単化される。私は、 さらに核子の方についてもスタティック

近似をすると、積分を解析的に遂行できることを見いだした。 スタティック近似
の式は、 $\mathrm{S}$ 波部分と $\mathrm{P}$ 波部分とから成る [13]。後者はパイオンのスタティック理
論からも直接計算でき、われわれの計算の少し前、 B. Bosco と V. De Alfaro に
よって計算された。私は彼らの論文のプレプリントでそれをチェックし、誤りを

見つけた。私はこのことを BoSCO に知らせたところ、指摘されたことには言及
せずに彼らの論文を訂正しただけでなく、こちらの論文の指摘も抹消するように

言ってきた (もちろんこの要求には従がわなかったが)。ずっと後、私はたまた

ま Alfaro と出合ったので、 このことを言ったら、彼は全く知らなかったようで
あった。

スタティック近似の式は、高エネルギー部分で急速に増大するため、結果は著
しくカットオフに依存してしまう。従って、 これから定量的な結論を得ることは

不可能であった。 そこでついにノー. ループ近似の 4重積分の数値計算を行なう
ことに決心した。 当時日本でコンピ $\text{ユ}$ーターによる計算はまだできなかったの

で、 アルバイトの学生を雇い、電気計算器で積分の計算をやらせた。 とは言って

も、 当時の機械の性能は悪く、 とてもまともな数値積分はできなかった。 そこで

ランダムに選んだ点での関数値を計算して、積分値を推定することにした。私

は、 当時まだあまりポピ= ラーでなかったモンテカルロ法については全く知らな

かったので、我流での計算である。 ところで、得られた結果は予想外に小さく、
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とても実験値を説明できるものではなかった [17L 結局、 陽子の荷電半径の問題

は、以前に南部陽–郎によって提起されていたアイソスカラーのベクトル中間子
\mbox{\boldmath $\omega$} が見つかって、決着した。 私は、具体的な計算のばからしさを痛感した。
われわれの計算のしばらく後、京都大学に KDC-I という名前の電子計算機が

導入された。私はこの苦い経験から、京大で開かれたコンピユータープログラ
ミングの講習会に参加した。 プログラムは自分でパンチカードに打ち込まねば

ならず、コンピューターはパンチカードのいかなる微細なエラーも許容してはく
れなかった。 これは全く精神をすり減らす仕事だったので、結局諦めた。 その後

30年間、私はいかなる電子計算機の類にも直接手を触れることがなかった。

5 素粒子の対称性

私が修士課程の学生の頃、西島-ゲルマン規則が成功し、 またパリティの非保

存が発見された。 それで、素粒子の対称性の研究は大流行していた。誰もがなま

かじりの群論を使って、 –発当ててやろうと思っていた。当時、 $\pi-e$ 崩壊の $\pi-l^{l}$

崩壊に対する相対比の上限が、 $m_{\mathrm{e}}^{2}/m_{\mu}^{2}$ の値を 1桁下回るというショッキングな
実験データが現われた。 $\backslash \backslash \backslash f$ーオンが質量以外で電子と本質的に同じ性質を持
つ限り、 このことは理論的に絶対に説明できない。 そこで私は、「この世あの世

変換」 と呼ばれる奇妙な変換を導入して、 \mbox{\boldmath $\pi$}-e 崩壊を禁止するモデルを提起した

[3]。しかしながら、不幸にして、 この馴すぐ、実験は間違いで、 $V$ –A 理論に

よって素直に説明できることがわかった。 実験屋はパリティの時も、ベータ崩壊
は $s$ と $T$ であるという結果を出して、理論屋を困らせていた。私は実験屋に対

する信頼をなくし、以後実験と直結する仕事はやらないことにした。
とはいっても、私が素粒子の対称性の問題に全く無関心だったというわけでは

ない。 1963年 7月、アメリカのブルックヘヴン研究所に居たとき、M. Gell-Mann
および Y. Ne’eman による八道模型 ( $=SU(3)$ に基づく 8重項模型) の類推で、

バリオン、擬スカラー中間子、ベクトル中間子、反バリオンから成る 8重項の模
型を提起した $\circ$

*9 しかし、 これをきちんと定式化することはできなかった。論文

にしたのは、 1964年 4月であるが $($プレプリント$\mathrm{B}\mathrm{N}\mathrm{L}-7990)_{\text{、}}PRL$ に投稿し

た直前、 H. J. Lipkin による同じアイデアの論文が $PL$ に出たため、没にされて

しまった。 のち、 1970年代になって超対称性理論が現れ、 –世を風靡する。私

のモデルは、超対称模型の先駆というにはあまりにもお粗末だが、 多分ボソンと

フェルミオンとを 1つの多重項にまとめた最初の試みであったと思われる。

$*9$ これは湯川秀樹への私信として素研 (19638) に記録されている。
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6 ファインマン積分の解析性

分散式は、数学的には、実軸上を除いて正則な関数 $f(s)$ に対するスペクトル

表示

$f(s)= \int d_{S’},\frac{\sigma(s’\rangle}{s-s}$

に他ならない (積分が収束しないときは、適当な引算項をつけ加える。)。 しかし

素粒子物理学では、分散式は、摂動論などの近似に頼ることなく実験的に観測可
能な量の間の関係式を直接与えるものとして、強い相互作用の研究で極めて重要
なものであった。

分散式の成功で、散乱振幅の解析性の研究は、 1950年代の後半非常に流行し

た。 解析性の研究の主流はもちろん公理論的場の量子論的なアプローチであっ
たが、 ほどなく核子 . 核子散乱の分散式を証明することができないことが分か
り、 この方法の限界が認識されるようになった。共変約摂動論は、状態空間の

計量の正値性を除き、すべての場の量子論の公理を満足する例を豊富に提供す
$\text{る_{。^{}*1-}}$ それゆえ、 ファインマン積分の解析性を調べ、公理論的方法でうまくい

かない場合を研究することが、重要な課題となった。 この方向の研究の口火を

切ったのは、 1958年の R. Karplus と C. Sommerfield と F. WiChmann、そして

R. $\mathrm{O}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{m}\mathrm{e}_{\text{、}}$ そしてまた南部陽–郎による 「異常しきい値」 の発見である。 しき

い値における特異性は、新しいチヤンネルが開けるところにのみ現われるものと
直観的に期待されていたが、そうではない奇妙なしきい値が存在するということ
は大きな驚きであった。そしてこれが、公理論的方法で核子・核子散乱の分散式

を証明することができない理由であった。公理論的なスペクトル条件では、核子

がヴァーチャルにより軽い粒子に分解されないという事実*11を禁止することが
できず、そのような場合から生ずる異常しきい値の可能性を排除できないからで
ある。

私は、以前にファインマン. パラメーター積分の–般公式を与えたので (\S 1参
照)

、 摂動論のすべての次数で、期待通りの核子核子散乱の分散式を証明する
ことは、容易であった $[\overline{l}]$。他方、私は、 一般のファインマン積分における異常

しきい値の出現のメカニズムを詳細に解析した [10]。一般のファインマン積分の
特異点の解析は、L. D. Landau によってもなされた $\circ$

12 1959年 9月、キエフで
開催された高エネルギー国際会議で、彼は緊急の特別講演としてこの話を行なっ
た。 湯川秀樹は、 中西も同様な仕事を行なった旨、 コメントした由である。

10後に私は、任意に与えられたファインマン積分を厳密な結果とするような不定計量の場の量子論が存在すること
を証明した ([78] の \S 1S 参照)。

$\mathrm{s}11$ もちろんこの当時、 クォークは考えられていない。
$\mathrm{c}12\mathrm{J}$ . D. Bbr化 n も同様な仕事を独立に行なったことを、彼の薯書で主張している。

12

82



Landau は、 ファインマン. パラメーター積分を導入したが、運動量積分を遂

行しない形で、特異性の研究を行な $arrow\supset$ た。 こうすることにより、いわゆる 「ルー

プ方程式」 を他の方程式と同じレベルで導出することができた。彼の方法は、

ファインマン積分を解析接続することによって得られる解析関数の、一般の複素
特異点を論ずるのに有効であった。他方、 私は、 ファインマン. パラメーター積

分公式に基づき、 しきい六型の特異点、すなわち、物理的リーマン面上の実特異

点を詳細に分析した。私はこの論文を仕上げてから、パラメーター積分公式の持

つ余剰自由度をループ方程式を設定することによって固定すれば、解析が非常
に簡単化することに気づいたが、 当時大学院博士課程の学生であった私は、秘書
にタイプの全面的打ち直しを頼むのが気が引けて、 そのまま投稿してしまった

のである。私の論文 [10] の受理の日付は、 Landau のそれより少し早い。私は、

Landau の論文を見てから、改良版を書いた [15]。 1960年、 この仕事は、私の京

都大学理学博士の学位論文となった。 また、私はこの仕事により、 1973年、仁

科記念賞を受賞した。 さらに、 日本数学会編の 「岩波 数学辞典 (第 3版)」 に

は、「ランダウー中西方程式」 に関して、 かなり詳しい記述がなされている。

少し時代を戻るが、かつて (1955年)
、
南部は 1変数の分散式を心遣的に多変

数に拡張して、頂点関数 ( $=3$ 点グリーン関数) に対して 3重スペク トル表示、4
点グリーン関数に対して多重スペクトル表示を提起したことがあった。 しかし、

もちろんこのような単純な多重分散式は、一般的に成立しな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ S. Mandelstam
は、 1958年、 これを改良して、散乱振幅 (=質量座上の 4点グリーン関数の外

線を取り除いたもの) に対して、 2重分散式を提起した。運動量空間の質量殻上

において 3つの運動量の平方 s, t, $\cdot u$. (Mandelstam の記号) が存在するが、 それ

らは–次独立ではなく、その和は質量の平方の和に等しい。 しかしそれらについ

て対等な形で定式化することが必要なので、彼の 2重分散式は、 s-t 血、 崗項、
$u$-s 項、及び単純分散式と多項式の引算項から成る。 当時、 このマンデルスタム

表示は非常に注目され、 これを摂動論のすべての次数で、少なくとも等質量の場
合に証明することが極めて重要な課題とされた。

1960年、私は頂点関数のノントリヴィアルな最低次である三角形ダイアグラ
ムを使って、どのような場合に 2重分散式や 3重分散式が成立するのかを詳しく
分析した [18]。その際、 2つの外線海外質量の平方 $s_{j}t$ の関数として、複素特異

点を持つ極めて簡単な例を発見した。 同じ頃、 ケンブリッジ学派の R. J. Eden
がマンデルスタム表示の摂動論的証明に成功したという、ホットニ $=-$スが流

れた。 しかし彼が、 2重分散式が成立するための十分条件として掲げたものは、
私の反例を排除できなかった。それゆえ、私は Eden の証明が誤りであるという
短い論文を $PTP$ に書いた $[19]_{\text{。}}$ そうしたら、彼は、 自分が議論したのは散乱振

幅であって、頂点関数ではないと怒ってきた。 この事件後、ケンブリッジ学派の

人々は精力的にファインマン積分の解析性の研究を行なったが、誰もマンデルス
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タム表示の証明には成功しなかった。
私は 1961年 9月からプリンストンの高等研究所に居たが、プリンストン大学

の S. B. Treiman がマンデルスタム表示の反例を見つけたという $==-\text{ス}$が流

れ、センセーションを巻き起こした。 しかし、すぐそれも間違いであることが分

かった。 反例を作るには、かなり高次の非平面的なダイアグラムを考えなければ
ならない。 1963年 2月、私はそのようなダイアグラムを解析し、 F. J. Dyson が
「ペリーナイス」 と言ってくれたほどまで追求したが、残念ながら、複素特異点

の存在を証明するには至らなかった。今日に至るまで、 マンデルスタム表示は、

等質量の場合において、摂動論のすべての次数で証明することも、反例を作るこ
ともなされていない。

4点関数の完全グラフのファインマン図は、外線殻外質量の平方について異常

しきい値を持つ。 それゆえ、 このダイアグラムでは、外線質量盈虚の値の平方が

その異常しきい値からでるカット上にある場合があり得る。散乱振幅は、最初か

ら外線質量棒上で定義されるので、 この場合、実軸がすべて両側からカットには

さまれてしまう、全 2重カット状況になる。不安定粒子の形式的散乱振幅にも

同様な現象が現われるが、この例は粒子の安定性条件を課しても排除できないの
で、 深刻である。 1962年 5月、私はイリノイ大学を訪問しているとき、散乱振

幅は必ずしも $s.,$ $t,$ $u$, のみの質量殻上の解析関数の境界値にはならないことを指
摘した論文を書いた $[31]_{0}$ この論文は最初 $PR$ に提出、 その後 IMP に再提出し
たが、原稿を紛失され、発表まで 1年半かかってしまった。当時は $\mathrm{S}$ 行列だけに

基づいて素粒子物理学が定式化できるとする解析的 $\mathrm{S}$ 行列理論の全盛期で、解

析関数と直接関係しないような散乱振幅が存在するなどということは許しがた
いことであった。特に M. Roissart は、 私の論文のアブストラクトにあった $\mathrm{r}\mathrm{s}$

行列理論のデッドロック」 という言葉に激怒して、 $JMP$ の編集部に抗議した。

10年ほどしてから、 J. Bros と H. Epstein と V. Glaser が、 質量殻外 4点関数

を境界値に持つ解析関数が、その物理的領域の近傍でつねに正則であることを厳
密に証明した。 それで、 1973年、私はこの問題を再び取り上げた [81]。そして
私は、 このパラドックスは考えているリーマン面の違いによるものであることを
指摘したが、誰も積極的に賛同してくれなかった。H. Stapp は、 解析的 $\mathrm{S}$ 理論

では、邪魔なカットは境界値を取る前に変形しておくのだと主張したが、これは
結局別なリーマン面を採ることに他ならない。 要するに、私の立場と彼らの立場
の本質的違いは、実変数の物理的振幅と複素変数の解析関数のどちらを第–義的
に考えるかの違いに帰着するのであろう。
散乱振幅の高エネルギー漸近的振る舞いに対する有名なフロワサー限界は、

1961年の Froissart の原論文では、マンデルスタム表示を仮定して証明された。
Lかし不幸にして、マンデルスタム表示は証明できそうにない。私は摂動論的

に、 フロワサー限界の証明に必要な解析性を導く問題を議論し、1964年 PRL に
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発表した [37]。しかしその後まもな $\text{く}$ A. Martin が、摂動論に頼ることなく要求
される解析性の証明に成功し、*13 私の論文はジャンクになってしまった。

1965年、 S. Coleman と R. E. Norton は、 ファインマン積分の物理的領域で
の特異点に対する条件は、古典的粒子の多重散乱として解釈できることを指摘し
た。 私は、 ファインマン積分の空間表示において古典極限 $\hslasharrow 0$ をとることに

より、 この物理的領域特異点に対する条件を直接導出できることを示した [50]。

ファインマン積分の解析性に関するレヴィユーは、 [21] [B1]。

7 摂動論的積分表示

F. J. Dvson が与えた局所場の 2重交換子の真空期待値に対する積分表示を用
いて、 S. Deser と W. Gilbert と E. C. G. Sudershan, そして独立に、位田正邦
は、頂点関数を 2つの外線殻外質量の平方 $s,$ $t$ の関数としての積分表示 (「 $\mathrm{D}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{I}$

積分表示」)

$f(s, t_{:})= \int_{0}^{\infty}d\alpha\int^{1}d,‘\sim_{\frac{\rho(.\alpha_{\backslash }\approx)}{\alpha-.*s-(1-\tilde{z})t}}’‘.$

.

を導いた。不幸にしてその後まもなく、Dyson の積分表示は誤りであることが
明らかとなったので、DGSI 積分表示は公理論的に証明できなくなった。 しかし
ながら、 1960年、私はこの積分表示は摂動論のすべての次数で成立することを
示した $[20][21]$。主要な仕事は、 ファインマン . パラメーター積分公式に基づい
て、 ウェイト関数 $\rho(\alpha, z)$ のサポート ( $=$ゼロでない領域の閉包) を調べること

であった。
1961年、私は摂動論のすべての次数で成立するこの種の積分表示を、散乱振

幅の場合に拡張した $[22][\underline{?}3]$。この積分表示は、 マンデルスタム表示 (\S 6参照)

のように 3つの項から成り、その各々は DGSI 積分表示のような形をしている。
ファインマンの恒等式 (,\S 1参照) と部分積分により、この積分表示はマンデルス
タム表示から導けるので、それの弱い形であるとみなせる。 同様な積分表示は、

生成振幅 ( $=$質量町上の 5点関数) にも拡張できる [26]。これらはすべて摂動論
的に導かれるので、私は「摂動論的積分表示 (PTIR) 」 と呼ぶことにした。

私は散乱振幅の PTIR の $\text{ウ}$ エイト関数のサポートの詳しい形を調べた [23]。
その際、私は、鳴る種の正定値ファインマン. パラメーター斉次多項式 (逆ファ

インマン. パラメーター表示で「2樹木積和」 と呼ばれるもの) の特別な 2種類

の積に対し、つねに不等式が成立しているらしいことを発見した。 もし各積を

ファインマン. パラメーターの単純積の和の形にばらし、各項を重複を認めた添

字の集合とみなして集合論的な包含関係を考えると、その集合論的な意味にお

tl$ 2001年 Martin は、 故 H. Lehmann への追悼文集で、 この話についての思い出を書いている。
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ける不等式が成立しているようであった。私はうまい還元法を使って調べるべ

きグラフの数を減らし、 内線の数が 9以下のすべてのファインマン図に対して

この集合論的な不等式が成立していることを確かめた。 ファインマンパラメー

ター積分公式のグラフ理論的構造に非常に興味をもっていた Y. Chow は、 生成

過程の場合にも同様な不等式が成立するのではないかと推測した。 1965年、 $\mathrm{J}$ .
B. Boyling は、行列式の性質をうまく用いて、元の不等式の –般的な代数的証明

に成功した。 ウェイト関数のサポートの形を決めるのにはこれで十分であるが、
集合論的な不等式はグラフ理論的な問題として、何人かの人のチャレンジにもか
かわらず、未解決のまま残されている。
私は、 プリンストンの高等研究所に居たとき、PTIR の数学的構造について

研究した [25][30]o 散乱振幅の PTIR は 3つの項より成るので、その表示の–意

性を証明する必要があった。 1963年、 同研究所に居た佐藤幹夫に、カルタン.

セールの定理 $\mathrm{B}$ 及びチェック コホモロジーに関するルレイのレンマのことを

教わって、 –意性の証明を行なった。 ちょうど同研究所に居た R. Stora も、 こ

のような数学的な話に興味を持ったようである。

PTIR は、 漸近的振る舞いに関して、分散式やマンデルスタム表示とは異な

る興味ある性質を持つ $[35]_{0}$ もし $z^{\lambda}$ を L. Schwartz により導入された擬関数に
よって定義するならば、PTIR は、 s の非負幕の振る舞いを、 引算項を導入する
ことなしに記述できる。 このことは、 PTIR を用いて書かれたべーテ . サルピー
ター方程式の解のレッジエ的振る舞い (\S 9参照) を議論するのに、大変便利であ

る。

PTIR のレヴィユーは [B1]。プリンストン高等研究所の講義録もある。

8 グラフ理論とファインマン積分

\S 1で述べたように、私は 1956年にファインマン. パラメーター積分公式を見

つけた。 1957年、南部陽–郎は、プロパゲーターの指数関数表示を用いて運動量
- 積分を遂行し、別な形のパラメーター積分を得た。 1958年、K. Symanzik は、南
部のパラメーター積分公式の分母関数に対する位相公式を証明なしに与えた $\circ$

*14

南部のパラメーターはファインマン. パラメーターの逆数に相当する。 そこで逆
数をとると、 $U$ に対する彼の式は私のものと –致していることが分かったが、 $V$

に対する彼の式は私のものとは異なる形をしていた。彼の位相公式は、回路では

なく、切断集合 (物理的に言えば中間状態) に基づいたものであった o*15 1961
年、 私は $PTP$ サプルメントにレヴィユー論文 [21] を書き、 ファインマン . パラ

14彼に直接その理由を聞いたところ、「証明は容易だから」 とのことだった。
$*1\mathrm{B}$ グラフ理論的には、回路と切断集合は双対関係にある。
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メーター積分公式、 ファインマン積分の解析性、分散公式の摂動論的証明などを
まとめた。 PTIR のサポートを証明する問題で、荒木不二洋のコメントが有用で
あった。 数理科学研究班の会合で、私はこのことを話したところ、 -松信がそれ

は線形計画法で知られている結果であることを指摘した。

1962年、ブルックヘヴン研究所の Y. Shimamoto は、私のファインマンパラ
メーター積分公式をグラフ理論的に再構成する仕事をした。 彼は私をブルック

へヴンに招き、私は彼の仕事を知ったが、初めは私の仕事の単なる書き換えに過
ぎないのではないかと思った。 しかしその後漸次、 ファインマンパラメーター

積分のグラフ理論的考察が、本質的に重要であることを認識するようになった。
日本に戻ってから、私はファインマン積分の数学的な本を書くことにした。私の

本は A. S. Wightman により監修されることになり、匿名であったが彼の学生で
あった E. P. Speer が私の原稿を詳しく検討した。話が順調に進んでいた矢先、
突然この本の契約を–方的に破棄するという通告が送られてきた。Wightman
の説明理由は納得がいかなかったが、そのうちに発行所の W. A. Benjamin 社
が倒産したことを知らされ、合点がいった。 私の本が出せないでいるうちに、C.
S. Lam と J. P. Lebrun が位相公式に関する論文を発表した。彼らは Symanzik
の論文と Shimamoto の論文だけを読んだものとみえ、分子関数に関する結果を
オリジナルと主張していた。彼らはさらに、時空表示のファインマン積分に対す

るパラメーター積分公式を与えた。 同じ頃、私は南政次と共同で、 ワイ トマソ関

数の摂動論的な時空変数の解析性を研究していた [52]。そして、私はまた時空表
示のファインマン積分に対する公式を与えた [60]。 1969年 9月、私は再渡米し

てブルックヘヴンに行き、新たな発行所を紹介してもらった。私は本の原稿を

全面的に改訂し、私の最初の著書 “Graph Theory and Feynman Integrals” は、
Gordon and Breach 社から 1971年目発行された [B1]。しかしながら、不幸に
して、 この Gordon and Breach 社も数年後に倒産し、私の本は絶版になってし
まった。

Shimamoto は、 平面地図の 4色問題の研究に非常に熱心であった。彼の影響
で、私はグラフの染色問題を勉強した。帰国後、私はこれを場の量子論に応用し
た [79] $\circ$ 単–のスカラー場の幕乗相互作用と多数の相異なるスカラー場の多重線
形相互作用とでは、現われるファインマン図にどのような違いが生ずるのかを、
詳しく分析した。 この問題は、 4色問題 (後に定理となる) とも関係している。

9 ベーテ・サルピーター方程式

弾性散乱のグリーン関数に対するべーテ・サルピーター $(\mathrm{B}\mathrm{S})$ 方程式は非斉次

線形積分方程式で、その積分核は弾性散乱既約部分である。系の全 4次元運動

量 $P_{\mu}$ は、 この積分方程式のパラメーターである。 $s\equiv P^{2}$ と書くとき、 もしグ

リーン関数が $s=s_{B}$ に単純極を持てば、その留数は斉次線形積分方程式を満足
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する。 これが束縛状態に対する $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式で、 その解が $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 振幅である。積分核

として 1粒子交換のダイアグラムのみを採ったものを「梯子近似」 の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式

というが、近似としての実用性よりも、束縛状態に対するノントリヴィアルで最
も簡単な相対論的方程式として理論的に興味があるので、私は「梯子模型」 と呼

ぶことにした。

1960年、私は 2つのスカラー粒子の束縛状態に対する $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式の研究を始

めた。 まず、 $P_{\mu}=0$ の梯子模型の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式を、 単純なスペク トル表示により

解いた [素研 (1960.2)]。ローレンツ不変な $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 振幅は 2つの外線質量 (殻外) の

平方を変数とする頂点関数とみなせるので、 山本邦夫*16が示したように、それ

は非物理的領域 $s<0$ において 2重スペクトル表示ができるはずである。 1962
年、私はこの性質を用いて、一般の積分核に対し、逐次近似の方法で $s<0$ に

おけるスペク トル関数に対する積分方程式のローレンツ不変な形式解を構成し
た $[28][29]$。しかし、 固有値を決める方程式が摂動展開の形で与えられるので、
$s>0$ への解析接続はどうしたらよいか分からない。

$s>0$ における–般の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 振幅は、綿球関数*17の因子を除き、 DGSI 積分表示
(\S 7参照) で表わされる (ただし、8, $t$ はそれぞれの外線質量の平方の値だけずら
したものとする)。私は、梯子模型の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式をウエイト関数 $\rho(\alpha, z)$ に対する

積分方程式に変換した [27]。そして、角運動量 $l$ を複素数値に解析接続し、その

当時流行していたレッジエ軌跡に関する考察を、 BS 方程式を用いて行なった。
交換される粒子の質量がゼロのときは、 $\text{ウ}$ エイト関数の $\alpha$ に関するサポート

は原点のみとなるので、それに対する積分方程式は $z$ のみの 1次元の積分方程
式に帰着する。 そしてさらにそれは、 2階線形常微分方程式の境界値問題に変
換できて、厳密に解ける。 この事実はすでに 10年前、 C. $\mathrm{W}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}_{\text{、}}$ そして R. E.
$\mathrm{C}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{k}_{\sim}\mathrm{v}$ によって発見されていたことである。 [それゆえ私はこの場合の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方

程式を、 ウィック・カットコスキー模型 ($\mathrm{W}\mathrm{C}$ 模型) と名付けた。 ] 彼らの解

析によれば、束縛状態に対する非相対論的な $\sqrt[\backslash ]{}\mathrm{I}$ レディンガー方程式の解が 3つ
の量子数 $n,$ $l,$ $m$ で記述されるのに対し、第 4の量子数 $\kappa’(=0,1,2, \ldots)$ を新たに

導入することが必要である。 というのは、 $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式は相対時間もしくは相対エ

ネルギーの自由度を持っているからである。 $\kappa’=0$ の解は、非相対論的近似で

シ\iota レディンガー方程式の解に帰着するので、「通常解」 と呼ばれる。 それに対

し、 \mbox{\boldmath $\kappa$}>0の解は、 非相対論的な対応物を持たないので、「異常解」 と呼ばれる。

異常解は非物理的なものなのかどうか、もしそうなら、一般的な枠組みでそれら

を通常解から区別する原理はあるのかということが、重要な問題となった。

1964年、私は質量ゼロのスカラー粒子交換の等質量スカラー粒子グリーン関
数に対する $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式を解く問題を扱った。 $P_{\mu}=0$ の場合は、 1次元の方程式

$*16$ 旧姓内藤。
$*17$ 私はのちに、 リトル群の表現として、体面関数の定義を–般の $P_{\mu}$ の場合に拡張した [40]。
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に帰着するので簡単に解ける $[36]_{0}$ しかし、 $s=0$ でも $P_{\mu}\neq 0$ の場合の PTIR
は、 3変数の 2次元の方程式になる。 [初期状態の外線を質量面上においたので、
赤外発散を避けるために、最初の 1回だけ交換される粒子にゼロでない質量をも
たせた。 ] この方程式の厳密解が非常にコンパクトな形で求まったのは、 かなり
奇跡的であった $[34][38]_{0}$ 私は、 この解の $t$ チャンネルにおける高エネルギー漸
近展開の展開係数を計算し、すべての通常解はレッジエ軌跡として現われるが、
異常解についてはそうはなっていないことを見た。

私はこの異常解の問題をさらに別の角度から追及することにした。 $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 振幅

の規格化条件は西島和彦や S. Mandelstam によって与えられていたが、私はグ
リーン関数の方程式から直接、より計算し易い形の規格化条件式を与えた。そし

てこの式を用いて、 $\mathrm{W}\mathrm{C}$ 模型の解の規格化積分を $s$ の特別な値について具体的に

計算し、 $\kappa^{-}$ が奇数のときの解は、負ノルムを持つことを発見した $[40][41]$。すな

わち、 そのような束縛状態は、 もし本当に存在するのであれば、「ゴースト」 で

なければならないという結論である。 この仕事は、梅沢博臣のレヴィユー誌 $MR$

でのコメントで高く評価された。 s のもっと –般の値の規格化積分を数値計算す
ることを考え、それをブルックヘヴン研究所のコンピューター部局に依頼する計
画をしていたちょうどその時、私は $PR$ 編集部から M. Ciafolini と P. Menotti
による論文の審査を依頼された。 この論文で彼らは、等質量の場合に限るが、交

換される粒子の質量に関係なく解の相対エネルギーの偶奇と解のノルムの正負
が–致することを、 ウィック回転*18を用いることにより簡単に示していた。理
論は正定値計量のヒルベルト空間で定式化されたはずなのに、こうした負ノルム

の状態が必然的に現われてくるというのは、 ショッキングな事態であった。

構成粒子の質量を $m_{1},$ $m_{2}$ とするとき、 $\mathrm{W}\mathrm{C}$ 模型は不等質量 $m_{1}\neq m_{2}$ の場

合でも厳密解が求まっている。後述の等質量の場合の多重極の発見の後のこと
であるが、私は、不等質量の場合は、 $s^{\mathrm{Y}}=$ $(.m_{1} - m_{2})^{2}$ に多重極が現われ、 ノ

ルムの符号は、 $(m_{1}+m_{2})^{2}>s>(m_{1}-m_{2})^{2}$ では $\kappa$ の偶奇に–致するが、

$(m_{1}-m_{2})^{2}>.s>0$ では $n-t-1$ の偶奇に–致することを見つけた [45]。後者
の場合は構成粒子の安定性条件が破れているとはいえ、通常解までゴーストにな
るわけである。 ノルム条件は、明らかに異常解を通常解から区別する条件には使
えない。
少し別な話題になるが、C. J. Goebel と崎田文二は、素朴な期待と矛盾するよ
うに見える次の命題を、非相対論的な場合に示した。「3粒子 a, b, c に対するプ
ロパーな (=外線の補正がないような) 頂点関数の $a$ チャンネルにおける極 B
$(.\neq a)$ は、 $b$ と $c$ の散乱振幅には現われない。」 1965年、私は、積分演算をオペ

レーター的に取り扱う形式を用いて、 この命題を相対論化したものを BS 方程式

,18 Wick はその 1954年の論文で、束縛状態の解析性に基づき、相対エネルギーを洞房まで解析接続することによ
り、 $\dot{\mathrm{B}}\mathrm{S}$ 方程式の特異核をユークリッド的な核に変形した。この手続きは「ウィック回転」 と呼ばれる。
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の枠組みで–般的に証明した [43]。 $b$ と $c$ の散乱グリーン関数の $a$ の 1粒子中間
状態を経由しない部分が、 $a$ と同じ量子数の極 $B$ を持つときに限り、 プロパー

頂点関数は $a$ チャンネルに極 $B$ を持つ。 そして、 これらの 2つの極は互いに逆
符号で、 ちょうどキャンセルする。 こうして、 散乱のグリーン関数は $B$ に対応

する極を持たなくなるのである。 この結果は、 BS 方程式の枠組みで束縛状態に
対応するプロパゲーターや頂点関数を定義する問題を議論するのに、非常に有用

であった [46]。
1965年、私は、 BS 方程式の枠組みにおいて、散乱グリーン関数は–般に多

重極を持つことを発見した [42]。 このことは、 それより前に t チャンネルにおけ
る漸近展開を計算したとき、 レッジェ 2重極に対応する $\log t$ 因子の出現によっ

て、 すでに暗示されていたことであった [38]。 多重極の出現は、束縛状態の BS
方程式の導出の際に用いた基本仮定を変更しなければならないことを意味する。
すなわち、斉次の積分方程式が導かれるのは、最高次の多重極の虚数の場合のみ
であって、 より低い次数の極の命数が満足するのは非斉次の積分方程式である。
結合定数の平方のようなパラメーターを $\lambda$ とするとき、一般に単純極の位置は
$s=s_{B}(\lambda)$ のような軌跡を描くが、多重極は 2つまたはそれ以上の軌跡が衙面す
る所で現われることができる。 ただし、それらの軌跡は、正ノルムのものと負ノ

ルムのものの両方があることが必要である。
通常、 多重極は $s=0$ において現われる。 これには明白な群論的根拠がある。

$s=0$ には、 $P_{\mu}=0$ の場合と、 $P_{\mu}$ が画面的な場合とがある。前者の場合に BS
方程式は 4次元対称なので、固有値は $s=0$ において縮退する。 従って、平行で
ない限り -般に、単純極の軌跡は s=O において衝突する。他方、質量ゼロの束
縛状態は後者の場合に相当する。 2つの横波成分 m=\pm l だけが物理的に観測さ
れ、 残りの 21–1成分は–般に斉次の BS 方程式を満たさないのである。

1967年、D. Z. Freedman と J.-M. Wang は、 レッジエ極理論において次のよ
うな興味ある事実を発見した。「不等質量の 2粒子の質量殻上の後方散乱振幅に
おいて、 クーリサテライト極と呼ばれる $t$ 展開での極は、振幅自身は持たない
ような運動学的な極を不可避的に持つ。 従って、それらは別のレッジエ軌跡の極

によって相殺されていなければならない。 このことから、すべてのレッジエ軌跡
$t=\alpha(s)$ は、娘軌跡 $l=\alpha_{j}(s)(j=1,2, \ldots; \alpha_{j}(0)=\alpha(0)-j)$ を伴うことが結

論される。」彼らはこの相殺機構を「コンスピラシー (共同謀議) 」 と呼んだ。 私
は直ちに、 このコンスピラシーの機構と、 BS 方程式に現われた多重極生成の機
構との本質的同等性を認識した。 レッジエ軌跡 $l=\alpha(s)$ に相当するのは、固有

値の軌跡 $\lambda=\lambda_{B}(s)$ ($s=s_{B}(\lambda)$ の逆関数) で、 $s=0$ における多重極生成は、

$s=0$ におけるコンスピラシーに他ならない。逆に、 フリードマン・ワンの相殺
機構は、 レッジェ多重極を生成しているはずである。

娘軌跡の番号月は、 $L$ を $P_{\mu}=0$ での 4次元角運動量の量子数とするとき、
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$L$. $-l$ と同–視できる。等質量 $\mathrm{W}\mathrm{C}$ 模型では、 $L-l=\kappa$ であるが、 不等質量の

場合には、 $L-l_{s}$ は $n-l-1$ という $\backslash J^{\text{、}}\iota$ レディンガー方程式にも現われる量子数

になる $[4_{\overline{l}}][\mathrm{C}1]$。これ以後、私は、衝突する単純極の軌跡が多重極を生成する機
構を、 $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式理論とレッジエ極理論との両面から、精力的に研究した [51][54]
$\ [55]_{0}$ レッジエ極理論については、私と瀬藤憲昭は任意スピンの場合に拡張し
$\text{た}[57]_{0}$ 私は、 不定計量の問題を避けるためにバーナッハ空間の理論を用いて、
多重極生成の機構を数学的に厳密な–般論として定式化した [62]。私の論文では
次の基本的命題が証明できないで残されていた。「四隅する単純極の留数が張る
空間の次元数は、コンスピラシーの点においても不変である。」M. J. Westwater
は、 レヴィユー誌 $MR$ でのコメントで、 この命題は加藤敏夫の特異摂動の理論

におけるレンマから従うことを指摘してくれた。

等質量の場合、 ウイック回転した梯子模型の $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式は、 ヒルベルト. $\backslash /_{Z}\vee\backslash$

ミット型の方程式に変形できるので、固有値はすべて実で正であることが知られ
ている。不等質量の場合にはもはやこのことは成立しない。 内藤清–と私は、不

等質量でも固有値は実であるという証明ができたと思った [59]。しかし、位田正
邦によりそれは誤りであることが指摘された。 固有値が複素数であるときは複
素ゴーストであり、そのときノルムはゼロになるのに、そのノルムでの割り算を

やってしまっていたからである。 後に精確な数値計算が行なわれ、複素固有値は
実際に存在することが示された。
私はWC 模型そのものについても、 さらなる研究を行なった。 1967年、それ

までなされていなかった $P_{\mu}$ が光錐的な場合を含む完全解を、積分表示を用いて
与えた [481。 不等質量のときは光錐的な場合でも、平行軌跡のため、多重極は生
成されない。 この計算は大変労力の要る仕事だったが、 世戸憲治は、 Cutkosky
によって導入された立体射影の方法を拡張して、非常にエレガントに完全解を与
えることに成功した。他方、 J. M. Golden は、 $s>(m_{1}-m_{2})^{2}$ の場合、解析接

続に頼らない立体射影の方法で、解の構成を行なった。両者の解は、不等質量の

場合、一見異なるように見えるので、1972年私は、下戸の援けを借りて、両者の
関係を明確にした [75]。この試みは、 さらに瀬藤憲昭により発展させられ、解の
詳しい構造が明らかになった。 固有値関数 $\lambda_{B}(s)$ の解析的な表式は知られてい

ないので、私は s=0からの摂動でそれを推測できないものかと考え、その高次
展開係数を解析的に求めるコンピ $\text{ユ}$ーター計算を田中富士男にやってもらった
$[86]_{\text{。}}$ しかし、所期の目的は果たせなかった。 固有値関数の詳しい数値計算は、
E. zur Linden により行なわれた。
以上の研究はすべてスカラー. スカラーの BS 方程式に関するものである。 物

理的に重要なのはもちろん、 スピノル. スピノルの BS 方程式である。残念なが
ら、 この方程式は積分核の収束性が悪く、 ウィック回転してもフレドホルム型に
ならず、一般に連続固有値を持つ。おまけに、 この方程式の BS 振幅は 16成分
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から成り、非常に複雑である。正確に解けるのは、等質量での P\mu =0の場合だ
けである。 この場合、 16元連立方程式は、 S-V セクター、T-A セクター、 P セ

クターの 3つのセクターに分解される。 $P$ セクターは「ゴールドシ 1タイン方程

式」 と呼ばれ、離散固有値を持たない。 1965年、私はこの方程式のレッジエ理論

的考察を行なった [39]。 $S$-V セクターについては、 1970年までに 2つの離散固

有値の解が見つかっていた。両者ともその $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 振幅は、 $p_{\mu}$ を相対運動量とすると

き、 $(m^{2}-p^{2})^{-1}$ の多項式で書くことができる。私は、 もしこのことが–般に正

しければ、多項式の最低次の次数と最高次の次数との間にディオファンタス方程
式 (すなわち、 $a_{\backslash },$

$b$ を整数とするとき、代数方程式 $x^{2}-ay^{2}=b$ の整数照準 $x,$ $y$

を求める問題) が成立することに気付いた [69]。 これを解いたが、新しい解は見
つけられなかった。 後に (1973年) 、 私は少し変形した模型での考察から、 この

仮定はきつ過ぎることに気づいた。実際、 1976年、東島清は S-V セクターを
般的に解いたが、新たな解は非多項式であった。それにもかかわらず、私は固

有値問題にディオファンタス方程式が現われたことに非常に興味を感じている。
というのは、ディオファンタス方程式の解のスペクトルは指数関数的な増大を示
し、 素粒子の質量スペク トルを暗示するからである。

1969年までになされた仕事のレヴィユーは [58]。この論文は、 $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式のスタンダードな文

献となっている。 $\mathrm{W}\mathrm{C}$ 模型に関しては [151]。 [C12] [C14] も簡単なレヴィユー Q

10 $\mathrm{B}$ 場形式と双極子ゴースト

前節で述べたように、 1965年、私は $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式の研究で、散乱のグリーン関数

は–般に $s=0$ において多重極を持つことを発見した。 帰国してから、私は同

じことが素粒子の場合でも起こっているはずだと考えた。 その最も簡単な例が、

電磁場である。

当時、電磁場の平門的量子論の標準的理論は、不定計量の場の量子論であるグ
プタ. ブロイラー形式であった。 それはファインマン (もしくはフエルミ) ゲー
ジと呼ばれる、 ゲージ. パラメーター $\alpha$ が 1の場合の定式化である。 このゲー

ジでは、光子のプロパゲーターはスカラー場のそれと同じく、単純極のものであ

る。 しかし、理論的に最も自然なのは、ローレンツ条件が量子論的にも成立して

いる $\alpha=0$ のゲージである。 このゲージは、 L. D. Landau とその協力者が初め
て用いたので、ランダウ . ゲージと呼ばれるが、彼らはファインマンゲージを、

$\mathrm{S}$ 行列はゲージに依らないからと、手でランダウ・ゲージにすり替えた。 共量的

横波射影因子 $\eta_{\mu\nu}-\frac{k_{\mu}k_{\nu}}{k^{l}}$ とスカラー粒子的プロパゲーターは、ともに質量ゼロの

極章を持つにもかかわらず、後者の分母のみがファインマンの無限小虚部 $-i\epsilon$

$(\epsilonarrow+0)$ を持つものと考えられていた。 これは、 明らかに数学的におかしなこ

とである。 2つの質量ゼロの極の積は、 2重極でなければならな V\searrow
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ランダウ . ゲージでの電磁場の量子論は、作用積分から出発して定式化されな
ければならない。 私は、 プロパゲーターが 2重極を持つためには、双極子ゴース

トの理論が必要であることに気付いた。後述するように、双極子ゴーストは、最

初 W. Heisenberg が全く別な目的のためにリー模型において導入した概念であ
る。 1965年 11月、 私は、 上のような考察に基づき、 ランダウ . ゲージでの電磁
場の共変的量子論の定式化を行なった [44](1966年)。 ここで、縦波成分と組み合
わさって双極子ゴーストを生成する相棒として、私は新たに $B$ という質量ゼロ

のスカラー場を導入し、その自由場の作用積分を仮定した。 しかし、 この理論を

一般の \alpha ゲージに拡張して正準量子化したとき、 この項は余分なものであるこ
とが分かった [49]。実際、後藤鉄男らは、 $B$ をたんにローレンツ条件のラグラン

ジ 1未定係数のような形で導入すれば、 $B$ の自由場の方程式が出てくることを

指摘した。 後になって私は、 このような未定係数場は、以前に内山龍雄、そして

J. Schwvinger によって導入されていたものであることを知った。 なお、 $\mathrm{B}$ 場形式

では、 グプタの補助条件は、 $B$ の正エネルギー部分を用いて $B^{\langle+)}(x)|\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\rangle=0$

と書ける。
1967年、 B. La,utrup は、 $\mathrm{B}$ 場の理論を精緻な形で展開した o19 しかしなが

ら、 不幸にして、彼は双極子ゴーストの重要性を全く認識していなかった。彼は
$\alpha$

. ゲージの枠内で、 $\alpha$ の値を任意に変換できるとした。 しかし私は、 この変換は

必然的に理論のローレンツ共変性を壊してしまうことに注意した [78]。この指摘
に基づき、横山寛–はゲージオン形式を提起した。彼は「ゲージオン」 と呼ぶ双

極子ゴーストのスカラー場を新たに導入し、それによって共変的にゲージ変換が

行なえるようにしたのである。 なお、 $\mathrm{B}$ 場形式は、 しばしば「中西ロートラッ

プ形式」 とも呼ばれる。後に、岩波の雑誌「科学」 の 50周年記念号において、
この $\mathrm{B}$ 場形式の研究は、 1931年から 1975年に日本においてなされた重要な科
学研究の 1つに選ばれた。

Heisenberg は 1950年代、非線形統–場理論を提起し精力的に研究していた
が、物理的 $\mathrm{S}$ 行列のユニタリー性を証明するために、双極子ゴーストを使うこと
を考えていた。彼によれば、 もしも初期状態が固有状態であれば、双極子ゴース
トは全ハミルトニアンの固有状態ではないから、終状態に現われるはずはないと
いうことであった。 そして、R. Ascoli と E. Minardi によって、 この命題の「証
明」 も与えられた。 他方、 K. L. Nagy は、 リー模型を少し変形した模型で、 こ

の「定理」に矛盾する結果を得たが、不幸にして彼はその真の理由を見出すこと
ができなかった。 1970年、私はこの結果を詳しく分析し、パラドックスを完全

に解決した [67]。私の決定的な観察は次の通りである。「双極子ゴーストの概念
は、離散的固有値の場合にのみ明確な意味を持つ。散乱状態のような連続スペク
トルの場合には、部分積分のような手段が使えるため、固有状態と双極子ゴース

$*19$ 彼によると、 この仕事の口頭発表は 1965年に行なった由である。
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ト状態が必ずしも–次独立にならない。」従って、ハイゼンベルグの統–場理論

は破棄されなければならないことになる。
1971年、私はランダウ . ゲージの電磁場の $\mathrm{B}$ 場形式を質量のある中性ベクト

ル場の場合.\拡張した [71]。 プロ匠形式と対照的に、 この形式は質量ゼロの極限

がスムーズにとれる。 9節で議論したコンスピラシーの素粒子版が実現されるの
である。 $\mathrm{B}$ 場の質量の平方は、ベクトル場のそれの $\alpha$ 倍であり、 $\alpha’=1$ の場合

を除き、 $m^{2}=0$ において軌跡の衝突が起こるのである。 ベクトル場の場合もも

ちろん補助条件の式は同じだから、 $B^{(+)}$ が定義できるためには、 $B$ は自由民で

なくてはならない。従って、このままでは荷電ベクトル場に拡張することはでき
ない。

この中性ベクトル場の $\mathrm{B}$ 場形式はジョンソンの定理の困難を解決した。 ジョ

ンソンの定理とは、「ベクトル粒子の物理的質量は、そのはだかの質量をゼロに

する極限でゼロになる」 というものであるが、 K. Johnson はこれをプロカ形式
を用いて証明したので、 J. Schwinger によって質量ゼロの極限がとれないと批
判された。 $\mathrm{B}$ 場形式により正しく証明を行なうと、「はだかの質量がゼロでない

ときに保存カレントが質量ゼロの離散スペクトルを持たない」 という条件を付

加するならば、定理が成立することが分かった。 1970年代の初めワインバーグー

サラム模型の繰り込み可能性が証明されて、ゲージ粒子に質量を与えるヒッグ

ス機構が–躍脚光を浴びた。 しかし、 ビッグス機構の証明は、 P. W. Higgs によ
るクーロン・ゲージでの直観的な証明しかなかった。この証明では、 ゴールドス

トーンの定理との矛盾を非局所性のせいにして逃げていて、共変的な理論ではど

うなるのか全く分からなかった。 私は、 $\mathrm{B}$ 場形式を用いてビッグス機構を共変的
に定式化することに成功した [76]。その結果、「南部-ゴールドストーン $(\mathrm{N}\mathrm{G})$ ボ

ソンは、 ゲージ場に食われてその縦波成分になる」 というキャッチフレーズは誤

解を招く表現で、正しくは次のように言うべきであることが分かった。「 $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ボ

ソンは存在するが非物理的であり、非物理的だった縦波成分が物理的になる。」
つまり自発的対称性の破れのある場合でも、補助条件の存在は極めて本質的であ
る。 このようにして、 ヒッグス機構とゴールドストーンの定理との整合性が明瞭
になった。 同時に、 $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ボソンという質量ゼロのスペクトルの存在により、ジョ

ンソンの定理とヒッグス機構との矛盾も解消した。

1970年、Y. Freundlich と D. Luri\’e は、 ダイナミカルなヒッグス機構の例と

して、 ゲージ化した南部-ヨナラシニオ模型の鎖近似の BS 方程式を用いて、 カ

イラルゲージ不変性の自発的破れを解析した。 彼らの結論は、 $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ポソンは存在

しないというものであった。 A. Aurilia と高橋康と梅沢博臣は彼らの結論を批判
したが、 共変的な NG モードの存在を示すことができなかった。私はゲージ化
した南部-ヨナラシニオ模型にヒッグス機構の $\mathrm{B}$ 場による定式化を適用して、 こ

のパズルを解決した [80][C2]。 NG ボソンは、共変的理論ではちゃんと存在する
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のである。

このような議論においては、漸近場が重要な役割を演ずる。双極子ゴーストが
ある場合の漸近場の理論は構成されていなかったので、私は \alpha ゲージでの電磁

場のレーマンーシマンツィックーチンマーマン (LSZ) 形式を構成した [85]。
ヒッグス模型において $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ボソンは、 ランダウ . ゲージの場合を除き、双極子

ゴーストになる。 私は論文 [76] の定式化を、共用的に非ランダウ・ゲージの場合
$\text{に拡張した}[87]$。私は横山の論文の審査をしていて彼の論文の誤りを見つけ、そ

れを訂正した論文を彼と共著の形で書いたが、そのさいゲージ化した南部-ヨナ
ラシニオ模型の鎖近似の BS 方程式においてもまた、NG ボソンは–般に双極子

ゴーストになることを明らかにした [89]。
ヒッグス模型に質量項をつけ加えたものをプレ . ヒッグス模型という。 この模

型では $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ボソンは物理的であるが、そのスムーズなゼロ質量極限であるヒッ
グス模型では、それは非物理的になっている。物理的と非物理的は、補助条件と
いう等式が成立するかしないかによるのだが、等式の極限が不等式になるという
ことはありえないので、 このことは–見極めて奇妙である。私は、大学院生の小
野上雅彦と共同でこの間題を調べた [91]。 その理由は、コンスピラシーによる場
の再調整が起こっているからであった。

1977年, 宮沢弘成は、 クォーク . 反クォーク間の「閉じ込めポテンシャル」 と

呼ばれる距離に比例するポテンシャルは、グルーオンが双極子ゴースト型のプロ
パゲーターを持てば自然に出てくることを指摘した。そこで私は、ゲージ場が双

極子ゴーストであるような場の量子論を構成した [105]。
$\mathrm{B}$ 場形式では、正準量子化において $B$ は一同変数として採用しない。量子重

力の例を使ってであるが、私は、 もし正準変数として採用しない場を $B$ 以外の

場とした場合、非常におかしな理論が得られることに気付いた [135]。しかしな
がら、 この指摘はナンセンスであった。 九後汰–郎 (大–) は、も場形式の量子

化は、 ラグランジァンが B 場の時間微分を含まないという、例外的にラッキー
な状況においてのみ正しいことを明らかにしたのである。彼は、拘束系に対する

ディラック量子化の–般論を用いてこのことを示した。

不定計量の場の量子論のレヴィユーは、 [78] [B2] と田 5] の第 2章。

11 複素ゴーストの場の量子論

1969年 9月から 1971年 8月、私は、今度は出張という形でだが、再びブルッ
クヘヴン研究所の応用数学部にいた。 1970年 5月 13日、物理学部で、T. D. Lee
は ‘Finite theory of QED’ というタイトルでの講演を行なった。これは、彼と
G. C. Wick との共著論文の紹介であるが、Wick はこの仕事に関して–切何も
言わない。 Lee の主弾するところによれば、 もし複素ゴーストを正則化に利用す
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れば、物理的 $\mathrm{S}$ 行列のユニタリー性を損なうことなく、 QED のすべての発散を
除去することが可能であるというのである。W. Heisenberg の双極子ゴースト
理論以来、W. Pauli など多くの研究者が複素ゴーストについて研究した。彼ら
の得た結論は次のようなものであった。「エネルギー保存則のため、複素ゴース

トは単独で終状態に現れることはできないが、複素ゴーストとその共役複素ゴー
ストとの対での生成は禁止できないので、 物理的ユニタリー性は破れる。」 しか

しながら、 これは非相対論的模型で行なわれた結果であった。 Lee は、 もし相対
論的に定式化すれば、複素ゴースト対は現われないと主張したのである。

Lee の主張は納得できないものだったので、私は Lee と Wick $(\mathrm{L}\mathrm{W})$ の論文

を詳細に検討した。 $\mathit{1}\mathrm{t},I$ を複素質量、 $\not\supset$ を系の空間運動量、? を相対空間運動

量とするとき、複素ゴースト対の相対論的エネルギーは、

$E=\sqrt{M^{2}+7^{2}}+\sqrt{\mathrm{A}I^{*2}+(7-?)^{2}}$

で与えられる。ずが 3次元空間全体を動くとき、$E$ は実軸上の区間 $E\geqq M+M^{*}$

のみならず、 それを含む写る 2次元の領域 $D$ を掃く。 それゆえ、非相対論的な

場合に存在した中間状態のエネルギーに対応する実軸上のカットは存在しない
ことになる。 つまり、 Lee の主張通り、ユニタリー性は破れていない。 しかし、

私は、 LW 理論は深刻な別の欠陥を持っていることに気付いた。領域 D の境界
が実軸と交わるのはただ 1点であるが、その点の座標は

$b=\Re\sqrt{4M^{2}+7^{2}}$

で与えられる。 そして、 $l^{2}$) $-$ ? はローレンツ不変量ではない。すなわち、複素

ゴースト対を中間状態に持つ自己エネルギーのファインマン振幅は、 ローレン

ツ変換によってその特異点の位置が変わるので、 ローレンツ不変ではありえな

い。 従って、 $\mathrm{L}\mathrm{W}$ 理論は、ユニタリー性を損なうことなく発散の除去に成功した

が、 ローレンツ不変性を犠牲にしていたということになる o*20 私はこの仕事を
$PR$ に投稿した [65]。 C. N. Yang は Lee と不仲であったが、私の論文のプレプ
リントを見ると、直ちに私に彼の居るストーニーブルックの $==$.ーヨーク州立大
学での講演を依頼してきた。またブルックヘヴンの物理学部からの講演依頼も

あった。

私の論文のレフエリーは、匿名ではあったが、明らかに Lee 自身であった。
彼は何とかして私の論文を没にしょうとしたが、 さいわい $PR$ の編集員の

Pasternack は公平な立場を貫いてくれた。彼は、私の論文を載せるが、 $PR$ の同

じ号に Lee の反論のコメントも載せるということにした。 Lee は、 そのコメント
において、 ローレンツ不変性の破れの事実には同意したが、そのことは、M を

.20後に、B. C. G. Sudarshan らは、 この自己エネルギーの積分を遂行し、ローレンツ不変でない項の具体的表式を
与えた。
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複素数にしたのに $arrow \mathit{1}$) を実数に保ったままにしたのだから当然であり、$\mathrm{r}21$ それゆ

え ? も複素数にすべきだと主張した。 そして、驚くべきことに、彼は $\mathrm{L}\cdot \mathrm{t}4^{\overline{/}}$ 理論

の定式化を捨て、 R. E. Cutkosky らによって提起されていた $\mathrm{S}$ 行列理論的な複

素ゴースト理論を採用するのだという。彼らの理論では、 ファインマン積分の 4

次元運動量の積分路は複素領域に自由に変形できるものとしている。 しかしな

がら、 $-7\mathit{1}$ が実数であることは、 フォック空間を不定計量のヒルベルト空間とし
て構成するための基本的に重要な要件である。 もし 7が実数であるという前提
を放棄すれば、理論はもはや通常の場の量子論ではなくなり、全 $\mathrm{S}$ 行列の擬ユ

ニタリー性は保証されなくなる。私のこの反論は 4 ケ月後に掲載されたが $[68]_{\text{、}}$

Lee の答えは次のようなものであった。「 $\mathrm{C}\mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{y}$ らによる理論が場の量子論

から決して導かれないという証明がないから、この複素ゴーストの定式化が場の

理論的でないとはいえない。」明らかに、立証責任がどちらにあるのかを取り違
えている。

$\mathrm{L}\mathrm{W}^{r}$ 理論はローレンツ不変性を破っているが、ユニタリー性を壊していないこ

とは極めて注目すべき結果である。 もし超高エネルギーにおいてローレンツ不
変性が破れているようなことがあるものとすれば, $*22$ このような自発的な不変

性の破れば、手でローレンツ不変性を破るような定式化よりも好ましいものと考
えられる。 私は、あらわに複素質量を導入することなしに、明白にローレンツ正

常であるような複素ゴーストの場の量子論を構成し、それが $\mathrm{L}\mathrm{W}$ 理論と同等で

あることを示した [72]。複素質量の粒子がある場合、ダイソンの $\mathrm{S}$ 行列は通常の

指数関数的な断熱因子を用いたのでは定義できない。 すなわち、断熱因子として
ガウシアンのようなものを使うことが必要である。 このようにして $\mathrm{S}$ 行列を定

義すると、複素ゴースト対を中間状態に持つ自己エネルギーのファインマン積分
の計算で、私が 1958年不安定粒子の固有状態を構成するために導入した「複素
奇関数」 (\S 3参照) の概念が、 自然に現われることが分かった。 この事実から、

ローレンツ不変性の自発的破れの機構が明白になった。私はこの理論形式は Lee
を満足させるかもと期待したが、彼はローレンツ不変性にかたくなに固執した。
後に、私は、 クォークの閉じ込め機構の可能な模型として、この複素ゴースト理

論を使えるかもしれないことを指摘した [88]。

12 ヴェネチアーノ振幅の樹木グラフ分解

双対共鳴模型は、 1968年、 G. Veneziano によって提起された。 ヴェネチアー
ノ振幅は、 作用積分も運動方程式も書くことなしに、樹木グラフ解析性、 レッ

ジエ軌跡の線形性、 双対性、 交差対称性に基づいて、直接構成された。

r21この推論は正しくない。実際、複素質量の代わりに実数値の非対角質量行列を導入しても、複素ゴーストの明白に
ローレンツ不変な作用積分を書き下すことができる (後述)。

22実際その当時、実験的にそのような可能性が示唆されていた。
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1970年、私はブルックヘヴンに居たが、何か面白いトピックスはないかなと

探していたとき、松田哲の論文が目についた。彼は、分散式にいくつかの仮定

をつけ加えることにより、 4点ヴエネチアーノ的振幅が導かれることを示してい

た。 私のヴェネチアーノ振幅に関する仕事は、彼の解析をより弱い条件のもと

で、 5点関数の場合に拡張することから始まった [61]。 話を 6点関数へと進めて
いるうちに、問題の本質は分散式を使うことではなしに、 ヴェネチアーノ振幅を
交差対称性を保つようにしながら、樹木グラフのファインマン的振幅の和に分解
することであるという認識に達した [63]。
外線の円順列 $i$. $=1,2,$ $\ldots,$

$n$ に対する $n$ 点ヴエネチアーノ振幅 $V$ は、標準表

示で、

$V= \int_{0}^{1}dv_{1}\ldots\int_{0}^{1}dv_{n-3}h\prod_{P}u_{P^{-\alpha_{P}-1}}$

と書かれる。 ここに P はチャンネル (=n 本の外線の集合を、その円順列的継

続性を保持したまま、 2つの空でない部分集合 $P_{+}$ と Pしにわけること)
、 $\alpha_{P}$ は

チャンネル $P$ の線形なレッジェ軌跡、 $h$ と $u_{P}$ は積分変数 $v_{i}$ の関数で、 $h$ は或

る $\text{ウ}$ エイト、 $u_{P}$ は連立非線形代数方程式

$u_{P}=1- \prod_{\overline{P}}u_{\overline{P}}$

の解である。 ここに、 $\overline{P}$ は $P$ とクロスする (すなわち、 $\overline{P}_{+}$ と $\overline{P}_{-}$ のどちらもが

$P_{+}$ と $P_{-}$ のどちらとも空でない共通部分を持つ) ようなチャンネルを表わす。

この連立方程式のあらわな解は、次のように与えられる。 $\mathrm{r}_{n-3}$ 本の内線が直線

状に並び、 n–2本の円順列的に継続した外線がその直線の–方側に描けるよう
な、 $\phi^{3}$ 理論の $n$ 点関数に現われる樹木グラフを、マルチペリフェラル. グラフ

と呼ぶ。 1つのマルチペリフェラル. グラフを考え、それの内線 $i$ を切断すると、

自然にチャンネル君が定義される。 $v_{i}=\tau\iota_{P_{l}}$ とおく。 そうすると、他のすべて

の $u_{p}$ は、 $1- \prod v_{1}$ (ただし $i$ は $\{1, 2, \ldots, n\}$ の円順列的に継続した或る部分集合
にわたる) のような形の 4つの因子で書ける分数式、 んは或る $u_{P}$ の積である。」

私の仕事は、 $V$ の「交差対称分解」

$V= \sum F_{T}$

$\tau$

を構成することである。 ここに、 $T$ は $\phi^{3}$ 理論の $n$ 点関数に現われる樹木グラフ

で、 FT はその特異点構造が T に対するファインマン振幅の持つ極と完全に同じ
であるようなファインマン的振幅である。 各内線垣ま、その 2つの端点で 2本の

内線または外線と隣り合う。 これら隣接の 4本の線の円順列的順序を保ったま
ま、 i の端点における接続の仕方を変更するのは–意的であって、 この操作を i
に関する 「双対変換」 と呼び、 $\sigma_{i}$ と書くことにする。任意の樹木 $T$ に対し、 $\sigma_{i}T$
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は別な樹木であり、 $\sigma_{i}$ と $\sigma_{j}$ は、 $i$ と $j$ が隣り合わないとき、そのときに限り可換
である。 $F_{i\Gamma}$ の双対変換 $\sigma:(F_{\tau})$ を、 それが瓦,T に–致するように定義する。 そ

の変換は、積分変数の双有理変換で与えられ、 $1’\vee$ を不変に保つことが証明できる

[64]。この定理の系として、任意の樹木 $T$ に対応する $V$ の表式が存在すること

が分かる。 この表式では、却はすべて積分変数賜の有理関数で、積分領域は、
マルチペリフェラル. グラフ以外では $n-3$ 次元単位超立方体ではなく、いくつ

かの n–4次元超平面によって囲まれた、超立方体を内部に含む領域になる。

もしたんに双対変換不変な V の分解の可能性を示すだけならば、標準表示で
なく、 V の木庭-=–ルセン表示を用いる方がずっと見通しがよい。 この表示で

は、 円上に並ぶ $n$. 個の複素変数銑を用い、 $u_{P}$ をすべてそれらの複比として表

わす。 私は、木庭- $=$ –ルセン表示に基づく $V$ の交差対称分解も証明した [66]。
1972年、米谷民明は、 この結果をオペレーター形式を用いてループグラフの
場合に拡張した。

1971年 J. Scherk は、双対共鳴模型 (樹木グラフのレベルで) は、 レツジエ軌

跡のゼロスロープ極限 $\alpha^{t}arrow 0$ において $\phi^{3}$ 理論に–致すると主張した。 しかし

ながら、彼は双対変換の非可換性に起因する問題を看過していて、 1つのヴェネ

チアーノ振幅 $V$ に対応する樹木グラフのファインマン振幅の数を $2^{n-\}$ としてい

た。 これは明らかに誤りである $[74]_{0}$ その正しい数は、

$. \frac{(2n-4)!}{(r\iota-1)!(n-2)!}$

であって、凸 n 角形の三角形分割の仕方の数に等しい。 Scherk の命題の正しい
証明は、私の交差対称分解定理から直ちに従がう。 Scherk はこの指摘に同意し
た。 ゼロスロープ極限の話は、米谷によって拡張された。 この話は、超弦理論の

弦長ゼロ極限が超重力であるというところまで進展する。
後に、米谷の仕事は非常に注目されるようになったが、私の仕事の方はどうや
ら忘れられたようである。 しかし、私は、 $V$ の被積分関数に対する双対変換の
双有理性は、非常に興味ある結果だと信じている。 私がこの研究をやっていた当

時、 あまり計算がきれいにいくので、すっかり夢中になっていたのを記億する。
しかしながら、 $PR$ に投稿した論文 [64] は、 巧の漸近的振る舞いがレッジエ的
でなく指数関数的だというつまらない理由で、論文 [63] にまで遡って没にされ
てしまった。 これらは、私の帰国後、 $PTP$ に掲載された。

13 複素次元不変特異関数

1970年、 ファインマン積分に関する本 [Bl] (f\S 8参照) を書いていたとき、私

は、 ファインマン. パラメーター積分公式においては時空の次元数を容易に複索
数値に解析接続できることに気付いていた。 しかしその当時、そうしてもとく
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有益であるとは思えなかったので、その事を指摘しないまま本を発行してしまっ

た。 [E. P. Speer の正則化法 (複素幕のプロパゲーター) は取り入れた。 ]
1972年、 G. ’

$\mathrm{t}$ Hooft と M. Veltman は、 複素次元による正則化の方法を提起
した。 この方法はゲージ不変性を保つ正則化として有効であるとされたが、元の
ファインマン積分の複素次元化は、 数学的に明らかなものとはいえなかった。

1975年、私は $n$ 次元不変特異関数 $\Delta_{n}(x;m^{2})$ と $\Delta_{n}^{\langle 1)}/(x;m^{2})$ 及びその虚数質

量の場合の複素次元への拡張を、複素 $n$ 次元フーリエ変換を定義することによっ

て定義し、その積分をあらわに計算した [90]。 $n$ の複素数値への拡張は、力ー

ルソンの–意性定理の条件が満たされないので、 自動的にはいかない o*23 これ

らの式を用いて次元正則化を行い、それらの積 $[\Delta(x;m^{2})]^{2}$ と $[\Delta^{(1)}(x;m^{2})]^{2}$ と

$\Delta(x;m^{2})\Delta^{(1)}(x;’ m^{2})$ の 4次元不変特異関数としての表式を与えた。 この計算

は、ベッセル関数と変形ベッセル関数に関するいろいろな公式を縦横に使いこな
した、 すごく面倒な演習問題であった。

引き続き私は、一般の複素次元ローレンツ不変積分の定義とそのローレンツ共
変な場合への拡張を論ずる論文を書いた [プレプリント $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}-196$ ] $[\mathrm{C}4]$。抽象的

な背景時空は、真の無限次元空間というよりは、不定次元空間という形で理解さ
れるべきものである。 この論文は前論文に続いて $CMP$ に投稿したが、混んで

いるからとかで、編集語の荒木不二洋により没にされた。彼はローレンツ不変性
のより簡単な証明を示した。

14 ナル平面量子化

「ナル平面」 とは、 光錐に接する 3次元平面のことである。「ナル平面量子化」

とは、 ナル平面に垂直な方向を 「時間」 とするような量子化のことである。従っ

て、「時間」 は時間的ではなく光錐的である。 1975年頃から、ナル平面量子化は

多くの人を惹きつけたが、その理由は、相互作用があってもハイゼンベルグ描像
において創生消滅演算子が存在すると信じられていたからである。その根拠は

次の通りである。「ナル平面エネルギー $P^{-}=(P^{0}-P^{3})/\sqrt{2}$ とナル平面運動量
$P^{+}=(P^{0}+P^{3})/\sqrt{2}$ は、 スペクトル条件 $P^{\mu}P_{\mu}\geqq 0$ と $P^{0}\geqq 0$ により、 ともに

非負である。従って、運動量保存則により真空偏平は禁止され、真の真空ははだ
かの真空と –致する。」
矢吹治–は、この命題はハーグの定理と矛盾するのではないかという疑問を、

私のところへもってきた。ハーグの定理はもちろん通常の量子化の枠組みで定

式化されているから、その証明をナル平面量子化の場合に拡張してみた。 そうす

ると、 2次元の場合を除き、やはり上の命題はハーグの定理と矛盾していること

$n28$ レヴィユー誌 $MR$ に書かれたコメントでは、Gel’fand-Shdov の本に与えられているという指摘がなされている
が、 それは $n$ が正の整数の場合である。
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が分かった。 そこで、 彼と私はこの問題を共同研究することになった [97]。
創生消滅演算子を用いて書かれる、等ナル平面時刻 $x^{+}=y^{+}$ における 2点ワ

イトマソ関数の表式は、理論の詳細に–切無関係な極めて簡単な式である。 これ
がナル平面量子化の簡単さの源であると同時に、その理論的困難の原因でもあっ
た。 この式は、質量 $m$ にさえ依存していないので、ハーグの定理との矛盾の原
因を探るには、 自由場の 2点ワイトマソ関数 $\Delta^{(+)}(x-y_{r}\backslash rn^{2})$ の $x^{+}=y^{+}$ 近傍

における振る舞いを調べれば十分である。われわれは、それを 3次元運動量積分
の形に書いたとき、被積分関数が $p^{+}=0$ の近傍で無限に振動し、そのため $P^{+}$

について積分することと、 $x^{+}=y^{+}$ と置くこととが非可換であることを見つけ
た。 すなわち、 2点関数の等ナル平面時刻極限は、きちんと定義できないわけで
ある。 もし敢えてそれをしたければ、 $x^{+}-y^{+}$ を $x^{+}-y^{+}-i\epsilon(\epsilon>0)$ に置き
換えればよい。

1976年の終わり、私はナル平面量子化に関して、今度は山脇幸– と共同研究
を行なった $[98]_{\text{。}}$ 彼はこの仕事に先立って、益川敏英との共同研究で、 $x^{-}$ 方向

が有限の長さに限られている場合のナル平面量子化を定式化していた。 この場
合は $P^{+}$ 方向が離散化され、 $P^{+}=0$ モードが完全に分離できるので、 コンシス

テントにナル平面量子化がやれるのである。 $x^{-}$ 方向が無限に長い場合は、 トラ

ブルは $P^{+}=0$ の近傍から来るので、ゼロモードの 1点だけを分離しても無意
味である。 一般に、 ローレンツ不変性を破ることなしに、 ナル平面量子化をコ

ンシステントに遂行することは不可能であることを証明した。 そこでわれわれ

は、 コンシステントな理論を構成するために、新たなパラメーター $\nu$ を導入し、
$P^{+}=0$ の近傍を正則化した。 こうして定式化された理論を $\mathrm{r}_{\nu}$ 理論」 と呼んだ。

ローレンツ不変性は $\nuarrow 0$ の極限で回復される。
このような困難のため、ナル平面量子化はすたれた。 しかし、1990年代になっ

てからまた「ライトフロント量子化」 という名前で復活したようである。

15 2次元時空での場の量子論

私が 2次元時空での場の量子論の研究を始める動機となったのは、伊東恵
の仕事である。 1975年、彼は、私が展開したビッグス機構の $\mathrm{B}$ 場形式による定

式化 (\S 10参照) を 2次元の質量ゼロの QED である ‘\check ‘/=. ウィンガー模型に適用

し、 いわゆる $\mathrm{r}_{-/=}^{\backslash }\text{、}$ ウィンガー機構」はダイナミカルなヒッグス機構の特殊の場

合に過ぎないことを明らかにした。それで私は、 $\backslash \nearrow\backslash I$ ウィンガー模型でも非ラン
ダウ . ゲージにおいて双極子ゴーストが現われることを示した [87]。数理解析研
究所での 1976年度の大学院の講義に、B. Klaiber の 2次元場の量子論のブール
ダー講義録を使ったが、 この講義録はその後の私の研究に大変役立った。

2次元の質量ゼロのスカラー場 $\phi(x)$ に対して、その 2点ワイトマソ関数は、

赤外発散のために通常の定義が使えない。 そこで、Klaiber は、 赤外発散をカッ
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トオフした 2次元の $D^{\{+\rangle}$ 関数を次のように定義した。

$D^{(+)}(.x)=(.2 \pi)^{-1}\int_{-\infty}^{+\infty}dp^{1}(2p^{0})^{-1}[e^{-ipx}-\theta(\kappa-p^{0})]$ , $(p^{0}=|p^{1}|)$

ここに $\kappa(>0)$ は、 カットオフパラメーターである。 しかし、 この関数は正忌
( $=$ フーリエ変換が正定値) ではないから、状態ベクトル空間の計量の正値性と
は矛盾する。計量の正値性にかたくななまでこだわった Klaiber は、 オペレー
ターレベルではこの式を用いず、理論の並進不変性を犠牲にした。 これに対し

A. S. Wightman は、 赤外発散を除去するのに、テスト関数を $p^{0}=0$ でゼロに

なるものに制限した $\circ$

*24 しかしこの制限条件は、 フーリエ変換すると非局所的
な条件式となり、超関数の基本的性質である局所化可能性を壊してしまう。私
は、赤外発散の問題は、不定計量の場の量子論の枠組みで扱うのが最も合理的で
あると考えた。 BS 方程式でも、 ゲージ理論でも、不定計量の導入はほとんど不
可避だからである。
私の仕事の出発点は、 $\phi(x)$ の正エネルギー部分を

$, \emptyset^{(+)}(x)=-i\int_{-\infty}^{\infty}d^{\sim^{1}}" D^{(+)}(x-z)\partial_{0^{z}}\phi(z)rightarrow$

によって定義することであった。 ここに、 $A^{rightarrow}\partial B\equiv(\partial A)B-A\partial B$。運動量空

間を導入しないのが、私の考え方のキーポイントである。 $\phi^{(+)}(x)$ のゼロモー

ドは負ノルムを持つので、 QED の場合と同じく、物理的部分空間を補助条件
$\Phi^{(+)}|\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\rangle=0$ によって定義した。 ここに、

$\Phi^{(+)}=\int_{-\infty}^{\infty}dx^{1}\partial_{0}\phi^{(+)}(x)$

は、保存量である。 このようにして、私は 2次元の自由な質量ゼロのスカラー場
の量子論を定式化することに成功した $[92][96]$。

2次元理論では、 $\emptyset(.x)$ の「共役場」 $\overline{\phi}(x)$ を導入することが重要である。 それ
は連立偏微分方程式

$\partial_{\mu}\phi+\epsilon_{\mu\nu}\partial^{\nu}\tilde{\phi}=0$

を満足するものとして定義される。 この方程式系は $\emptyset(X)$ と $\tilde{\emptyset}(X)$ について対称

なので、多くの著者が両者を同じレベルの基本な場とみなした。 しかし、作用積
分やハミルトニアンの存在を諦めるのでない限り、基礎場は $\emptyset(x)$ のみであり、
$\varphi^{\overline{\prime}}(x)$ は $\emptyset(.x)$ によって、定数の演算子を除いて決定される非局所場でなければな
らない。 しかもそれは、混合 2点関数 $\langle\phi\tilde{\phi}\rangle$ を計算すれば分かるように、 ローレ

ンツスカラーではありえない。

$2\mathrm{S}$ 彼が Klaiber の式がローレンツ不変でないと鋲解していたことを、彼との直接の議諭で知った。
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1975年、 S. $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}_{\text{、}}$ そして S. Mandelstam は、質量のあるチリング模型に
おいて、「

$|$ ボソン化」’ と呼ばれる、 スカラー場とディラック場との間の場の量子
論的同等性を確立した。 2次元の質量ゼロのディラック場 $’\psi$) $(x)$ は、 赤外発散を

持たないので、不定計量なしに量子化できる。 カレント $\overline{\psi_{J}}\gamma_{\mu}\psi$ が $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\partial,\emptyset$ と同

定できるという事実は、すでに Klaiber によって証明されていた。Mandelstam
は、 質量がある場合についてであるが、逆に $\iota^{l^{;}}$ が $\phi$ と $\tilde{\phi}$ の指数関数によって与

えられることを示した。 $\phi$ は 1成分の場であるのに対し、 $\psi$ は 2成分の場である
から、場の自由度に関してミスマッチが生じている。 それにもかかわらず、両者

の演算子としての性質は–致してるのである。
「漸近的完全性」 は、漸近状態がハイゼンベルグ場の既約表現を与える状態空
間の完全系をなしているという要請である。 この要請なしには、ゲージ理論の S
行列の擬ユニタリー性を証明することはできない。 従って、私は当時、漸近的完
全性の要請は場の演算子の表現を–意的に決定するための基本原理として、非
常に重要であることを強調していた。 J. H. Lowenstein と J. A. Swieca は、 ラ

ンダウゲージでの (質量ゼロの\rangle $\text{、}\vee’\text{、ユ}$ ウィンガー模型の演算子解 ($\mathrm{L}\mathrm{S}$ 解) を、

手で導入した自由ディラック場 $\eta_{0}’.$’ を用いて構成した。 しかしながら、 $\psi_{0}^{l}$ は系

の離散スペクトルに対応していないので、漸近場ではありえない。漸近場でない

自由場を用いて構成された解は、 もちろん漸近的完全性の要請を満たさない。 そ

こで私は、Mandelstam のボソン化の式を質量ゼロの場合に適用し、 $\psi_{0}$ を $\phi$ と
$\dot{\emptyset},\sim$ とで表わした。 こうする事によって、漸近的完全性の要請が満たされるように
なっただけでなく、 $\mathrm{L}\mathrm{S}$ 解がランダウ . ゲージでしか存在しないのに対し、25一般
の $\alpha$ ゲージの場合にも正しい解の表式を得た。私はこのようにして、私の質量
ゼロのスカラー場の理論を基礎に、漸近的完全性の要請を満たすチリング模型の
解とシュウィンガー模型の解とを構成することに成功したのである $[93][94]$。し

かし、 自由度のミスマッチの問題は、非常に基本的な問題であることが次第に明
らかとなってくる。

$\psi_{0}$ を用いなかったので、私の解はもはやディラック場の相変換に対して不変
ではなくなった。従って、 $\psi$ の数と $\overline{\iota i,}$ の数が異なるようなワイトマソ関数もゼ
ロにはならず、相変換の不変性は自発的に破れていることになる。 この結果は
「 $2$ 次元時空では、連続的対称性は自発的に破れない」 というコールマンの定理
と矛盾しているようにみえる。 しかしこの定理は、計量の正定値性を仮定してい
るので、不定計量の理論には適用できない。他方、 $\psi’$ の真空期待値がゼロでない
という事実は、 $\psi$ とローレンツ生成子との交換関係が通常のものではありえな
いことを意味する。 このことは、柏太郎によって指摘された。正しい交換関係

は、表現の既約性を使うことによって計算できた。私は、交換関係のスピン項が
$\Phi^{\{\pm)}$ を含むことを見つけた [99]。

$\mathrm{c}2\mathrm{S}$ Cbleman【は私との文通で、 $\mathrm{L}\mathrm{S}$ 解が非ランダウ. ゲージでも使えると旗解していたことを認めた。
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スカラー場 $\phi$ がディラック場 $\tau_{L’}^{\mathrm{F}_{1}}$ とベクトル結合する理論は、何次元でも正確

に解けるのは周知である。特に 2次元では、紫外発散がないので厳密に取り扱え
る。 B. Schroer は、 $\phi$ の質量ゼロが場合を考え、ディラック場 (質量はゼロでな

い) $\mathrm{f}^{\ell^{\mathrm{t}}}‘$. の 2点関数が、 QED の電子と同じく、離散スペクトルを持たないことを
証明した。彼はそのような粒子を–般に「インフラ粒子」 と呼んだ。 しかし、彼

の証明は計量の正定値性に本質的に依っている。 もし私がやったように不定計
量を用いるならば、ディラック場に対応する極の不存在は証明できない。私は、

不定計量の状態空間は、 はだかのディラック場に対応する離散スペクトルを含

む、 十分に大きな空間であることを見つけた。 このことは、 QED の場合、横山
のゲージオン形式 (\S 10参照) に拡張することによって q数ゲージ変換が可能と
なり、 インフラ現象のないイエンニゲージに移行できることと対応していると

考えられる。
シ $\supset$. ウィンガー模型のゲージ場に質量項をつけ加えた模型を、 プレ. $\backslash /_{\mathrm{I}}\vee\text{、}$ ウィ

ンガー模型という。私は、 この模型の漸近場による解を構成し、以前に与えら

れていた解の不満足な点を解決した [100]。私は、 シュウィンガー模型の LS 解
を漸近場による解から再構築するには、表現の既約性を破る余分な定数演算子
の導入が必要であることを指摘し、 この自由度が生み出している彼らの 「\theta 真

空」 を批判した [101]。私はまた、質量のある $\backslash \sqrt[\backslash ]{}\mathrm{I}$ ウィンガー模型すなわち 2次

元 QED を、 漸近的完全性の立場から議論した [103]。この模型では、ゲージ不
変性は自発的に破れているのに、 ヒッグス機構は生じていない。 S. Coleman と

R. Jackiw と L. Susskind は、 この模型を $\mathrm{L}\mathrm{S}$ 解にディラック場の質量項をっけ
加える方法で考察した。 そのため、彼らのハミルトニアンは、 \theta 真空に相当する

「スプーリオン」 と呼ばれる場の演算子では表わせない定数演算子を含むことと

なった。 つまり特定の可約表現を採った後でまた演算子レベルに戻ったために
でてきた自由度である。私は Coleman に対して、彼らのハミルトニアンが $\theta$ 依

存になったのは、たんに彼らが LS 解を用いたからであって、 $\backslash \nearrow\backslash$ =L ウィンガー模

型の必然的結果ではないことを主張したが、 QCD で \theta 真空があって欲しいとい

う願望があるからか、彼の同意は得られなかった。私はまた九後汰–郎と、ゲー

ジ場の強さ $F_{01}$ が質量ゼロのスペクトルを持つかどうかに関して議論したが、合
意には至らなかった。

2次元の質量ゼロのスカラー場 \emptyset の、 空間的な漸近的振る舞いは非常にたち

が悪い。 共役場 \mbox{\boldmath $\phi$} は、 そのような \mbox{\boldmath $\phi$} を含む無限区間での積分で表わされるので、
それの正エネルギー部分 $\tilde{\phi}^{(+)}$ の取り扱いは、極めて微妙な問題になる。 1979
年、 L. Hadjiivanov と D. T. Stoyanov の批判、 そして九後と小嶋泉の批判に応
えて、私は質量ゼロのスカラー場の不定計量理論を、より厳密な形で再定式化し
た [116]。 不定計量理論においてはボルヒャースの定理が成り立たないことを具
体的な反例によって示し、場の演算子の意味での既約性が状態ベク トルの意味で

34

104



の既約性 ( $=_{\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}^{)}}$ と –致しないことを明らかにした。

その後、 中脇雄治、 H. $\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{n}_{\text{、}}$ 鈴木恒雄など多くの著者が 2次元の場の量子
論に関するそれぞれの理論を提起する。 中之は長期にわたって 2次元理論の研究
を行い、私はそのほとんどの論文の審査を行なった。Aratyn の理論は、 \emptyset のゼ

ロモードを避けて不定計量を使わないもので、 $\psi$ はユニタリー非同値なヒルベル

ト空間をつなぐ写像とみなしていた。私は、 1980年 6月からほぼ 3年間にわた

り彼と手紙による議論をした。鈴木と溜池の理論は、空間を有限の長さ $L$ にし

ておいて量子化し、理論を構成してから $Larrow\infty$ をとるというものであった $\circ$

*26

私は、 1980年 7月から約半年、鈴木と文通した。Aratyn と鈴木は、私の 2次元

理論に対して非常に多くの批判をしたが、あまり有益なものはなかった。 という

のは、計算間違いに加えて、私の基本的な考え方を誤解していたからである。 と

くに、 (,$\tilde{b}\text{が非局所量であり_{、}}$ そのような非局所量に対しては質量がゼロでない理
論でも起きる問題を、彼らは不満足な事態とみなしていたからである。Aratyn
など多くの著者は、数学的なコンシステンシーを無視して $\acute{\varphi}$ と $\varphi^{\tilde{\prime}}$ を同レベルの

基礎場とみなし、保存量 $\overline{\Phi}$ を $\Phi$ と対等な権利をもつ存在とした。 1982年、私は

彼らの主張を批判する論文を書いた $[127]_{\text{。^{}*27}}$

2次元の場の量子論のレヴィユーは、 [B5] の第 2章 5節とプレプリント $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{M}\mathrm{S}-252$

。

3次元の場の量子論 1988年、 私は、漸近的完全性の立場から、 チャーンーサ

イモンズ項を持つ 3次元ゲージ理論を研究した [154]o*28 2次元理論の場合と同

様に、 3次元の意味での共役場の存在が重要になる。ゲージ場が質量を獲得する
機構は、 ヒッグス機構とみなせるが、 自発的に破れたゲージ対称性の生成子は、
ハイゼンベルグ演算子で書くとトポロジカルなもの ( $=$表面積分のみで書けるも
の) なので、私は「トポロジカル. ヒッグス機構」 と呼んだ。

16 非可換ゲージ理論

\S 10で述べたように、 1970年代、私は、 $\mathrm{B}$ 場形式に基づきベクトル場とヒッグ
ス機構に関する詳し解析を行なったが、すべて可換ゲージ場に関するものであっ
た。 これを非可換ゲージ場、すなわち、 ヤンーミルズ場の場合に拡張することは、

非常に重要であった。私はこの問題を議論したが、 $\mathrm{B}$ 場が自由場でない場合、補

.26この種の構成に対しては、 益川敏英の次のような批判がある。「この沼隈過程が最終段階以外でも用いられるなら
ば、結果はどの段階で極限操作がなされたかに依存する。」

$*27$ 2003年、A. Ivanov との $+$ メール交信で、私は、G. Mor出。と D. $\mathrm{P}\mathrm{i}\epsilon \mathrm{r}\text{。}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}$ と F.Stroc出が、 $\phi$ と $\phi$ とを対

等な立場で取り扱う厳密な理論を、 1991年に構成したことを知った。 1自由度を外からつけ加える不定計量ワイ
トマソ形式に基づくもので、 もちろん作用積分やハミルトニアンは存在しない。

$*\mathrm{a}\epsilon$ この理論に関する M. Flato らの仕事では負ノルムはないとされているが、 それは彼らが双極子ゴーストの自由
度を見落としていたからである。
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助条件をコンシステントに設定することはできなかった [71]。 私は数理解析研究
所の大学院セミナーでこのことの重要性を強調したが、到底すぐには解決できる
とは思っていなかった。 ところが、 1977年 8月、私のセミナーに参加していた

院生の九後汰–郎と小嶋泉によってこの問題がみごとに解決されたことを聞い
て、 大いに驚かされた。解決へのキーは、ベッキールーエーストラ (BRS) 対称性
であった。 非可換ゲージ理論に対する補助条件は、BRS 対称性の生成子 $Q_{B}$ を

使って、簡単に書けるのである。 1975年頃に C. Becchi と A. Rouet と R. Stora
によって提起されていた BRS 対称性について、全く気づかなかったのはうかっ
であった。 九後と小嶋は、可換ゲージ理論の場合に確立していた諸結果を、非可

換ゲージ理論の $\mathrm{B}$ 場形式の場合に拡張していった。 しかし、 九後小嶋 $(\mathrm{K}\mathrm{O})$ の

補助条件 $Q_{B}|\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\rangle$ $=0$ が、$*29$ 非可換は可換より複雑なはずなのに、可換の場

合のグプタの補助条件 $B^{(+)}(x)|\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{s}\rangle=0$ よりずっと簡単な式なのは、不思議で

あった。 私は、可換ゲージ理論の場合にはあってもないのと同じであるファデエ
フーポポフ $(\mathrm{F}\mathrm{P})$ ゴーストが、実際に不存在であるという条件を $\mathrm{K}\mathrm{O}$ 条件につけ

加えれば、 グプタの条件が導かれることに気付いて合点がいった。
物理的 $\mathrm{S}$ 行列のユニタリー性の九後小嶋のハイゼンベルグ描像での証明にお

いて、「 $\mathrm{B}\mathrm{R}\mathrm{S}$ シングレット対」 に起因する厄介な問題があった。 $Q_{B}^{2}=0$ である

から、 すべての状態は $Q_{B}$ のダブレットかシングレットかに属する。すべての

BRS ダブレットはつねに対で現われるが、 それらは、 ゲージ自由度に相当する
ゼロノルムの BRS 完全な状態 ( $=$ある状態に $Q_{B}$ を作用させて得られるような
状態) を除き、「 $\mathrm{K}\mathrm{O}$ カルテット機構」 により物理的部分空間から排除される。

BRS シングレットのうち FP ゴースト数ゼロの状態は、通常観測にかかる状態
と考えられ、物理的に意味があると期待される理論では正ノルムの状態だけに
なっているはずである。 FP ゴースト数がゼロでない BRS シングレットは、 存
在すれば必ず対で現われる。Qc の固有値はすべて純虚数なので、その固有状態
はゼロノルムであるが、対の状態では負ノルムの状態が構成できるので、 トラブ

ルが生ずるのである。 1979年、私は非可換ゲージ理論における BRS シングレッ
ト対の不存在の証明を与えた [115]。この証明のキーは、負の FP ゴースト数の
担い手である $\mathrm{F}\mathrm{P}$ 反ゴーストの BRS 変換が、 $\mathrm{B}$ 場という簡単な式になることで

ある。 私はこの事実を用いて、負の $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト数を持ついかなる場の量の $\mathrm{T}$積

も、 BRS 不変なら BRS 完全であることを示した $\circ$

*30 私の証明の最後のステッ

プで極限操作が必要になるが、九後は、BRS シングレット対が BRS ダブレット
対列の極限として現われるかも知れないと指摘した。 1982年、私は、 BRS 完全
な状態列の極限として BRS 完全でない状態が現われることはないという証明を

29彼らが提起したときは、 さらに余分の条件 $Qc\{\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{y}\epsilon\rangle$ $=0$ を課していた。ただし $Q_{G}$ は $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト託生成子。
r$o BRS 完全でない BRS 不変量をすべて見つける問題は、BRS コホモロジーにおいて■要である。私の仕事の後、
九後と上原正三、そして M. Benneaux によって詳しく調べられた。
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行い、 九後の指摘する可能性を排除した。$*31$ ただし、 2つの BRS ダブレット列
の混合の極限から現われる可能性までは否定できないが、それは強い位相を満足

な形で導入できない不定計量の場の量子論では、 禁止的に難しい問題である。

ゲージ固定プラス FP ゴーストのラグランジァン密度 $\mathcal{L}_{\mathrm{G}\mathrm{F}+\mathrm{P}\mathrm{P}}$ は、 BRS 不変
ならばっねに BRS 完全である。 この命題はしばしば九後と上原の 1982年の論
文で発見されたように言われるが、私は彼らよりずっと前からこのことは知って
いた。 1978年 3月、藤川和男は、 $\mathrm{K}\mathrm{O}$ 定理の証明に使われる射影演算子のゴー
スト部分が BRS 完全であることを指摘した。 この事実に示唆されて、 $\mathcal{L}_{\mathrm{G}\mathrm{F}+\mathrm{F}\mathrm{P}}$

もつねに BRS 完全になっていることに気づいたという記録が、 1978年 9月 26

日の日記にある。 そして実際、 1979年 3月に投稿した量子重力の四脚場形式の
論文 [112] での局所ローレンツ部分において、 この事実を当然のこととして書い
た o*32

BRS 定式化されたドドンデア・ゲージの量子アインシ $\text{ユ}$ タイン重力において、

私は 16次元ボアンカレ的超対称性を発見した (\S 17参照)。 1980年、 そこで用い

たテクニックを応用して、 ランダウ・ゲージの非可換ゲージ理論における超対称
性を調べる仕事を、小嶋と共同で行なった [121]。リー代数の次元数を $n$ とする

とき、 われわれの見つけた超代数の次元数は 4$r\iota+5$ である。 そのうちの 5個の

生成子は、 BRS 生成子、反 BRS 生成子、 FP ゴースト四生成子、 そして新たに
発見した 2つの生成子 ( $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト数を $\pm 2$ 変える) である。 この 5個から成

る部分代数は、西島和彦によって [BRSNO 代数」 と呼ばれ、その表現が詳しく

調べられた。
1984年、私はまた小嶋と共同で、QCD のカラー閉じ込め問題を、オーソドッ
クスではない方法で論じた $[134][136]_{0}$ 基本的アイデアは、 $\mathrm{K}\mathrm{O}$ 条件に加えて、

カラー電荷の不存在をも補助条件という形で実現しようというわけである。 こ

うすれば、すべての物理的状態が全体として無色の状態であることは自明にな
る。 ここでの真の問題は、カラーが局所的にも現れないかどうかということであ
る。 無色の状態は、 リー代数の非可換性により、一般に 1粒子漸近状態の単純積
ではなく、それらの 1次結合として表わされる状態である。 つまりそれは、離

れた場所に局所化したカラーのある状態の単純積には分解しない。従って、 カ

ラーのある状態は局所的にも観測できないと、われわれは結論した。われわれ

は、 M. Flato などいろいろな人とこの考え方の正当性について議論した。青木
健–と畑浩之は、われわれの理論の物理的部分空間がフォック的ではないことを
指摘した。 1個のクォークと 1個の反クォークがマクロな距離を隔てて終状態に
現れても、それを観測することは不可能である Q*33 従って多重発生の過程にお

881証明は未発表だが、主要な点は論文 [182] の脚注に述べた。
$*S2$ 非可換ゲージ場では、小嶋の 1980年の鏑文にも述べられている。
r88このような単体のクォークや反クォークが、ダークマターなのかも知れない。
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いて、エクスクルーシーヴな反応断面積の総和が、インクルーシーヴな反応断面

積の総和よりも小さくなるという事態が起りうることになる。 この予言は原理
的に実験的 $\neq$エックが可能である。

よく知られているように、古典ゲージ理論の局所ゲージ変換は、量子ゲージ理
論では全域的な変換である BRS 変換に置き換えられ、局所的な変換はもはや存
在しない。 しかし、 可換ゲージ理論では、局所ゲージ変換は交換関係の形でその

名残をとどめている。任意の局所量 $\Phi(x)$ に対し、 交換関係

$[\Phi(.x), B(x)]=-i\mathcal{L}(\Phi)^{x}D(x-y)$

が成立する。 ここに、 $\mathcal{L}(\Phi)$ は、任意の無限小関数 $\epsilon(x)$ によって定義される局所

ゲージ変換のもとで、 $\Phi(x)$ の古典的対応物が

$\Phi(x)arrow\Phi(.x)+\mathcal{L}(\Phi)\epsilon(\prime x)$

のように変換されるような、場に依存する微分演算子である。 私は、 この交換関

係を「局所ゲージ交換関係」 と名付けた。 私は、 $\mathrm{q}$ 数の $\mathrm{D}$ 関数を導入することに

より、 局所ゲージ交換関係を量子重力の場合に拡張したが (\S 17参照)、 1984年、

そのアイデアをランダウ . ゲージの非可換ゲージ理論に適用し、院生の菅野浩明
と共著として発表した [140]。私はさらにそれを、一般のゲージの場合に拡張し
た [139]。これらにおいて、 $\mathrm{B}$ 場はつねに「局所ゲージ変換の生成子」の役割を

演ずる。

17 量子アインシュタイン重力

私が非可換ゲージ理論の $\mathrm{K}\mathrm{O}$ 形式について初めて聞いたのは、 1977年 8月 26

日のことである。 そして 9月 20日には、小嶋泉はそれを量子重力に拡張する可

能性を示唆した。 それ以後約 1 ケ月、 私は、ハイゼンベルグ描像における量子

アインシュタイン重力をいかに BRS 定式化したらよいかを精力的に研究した。
その当時は、反可換性を持つ BRS 変換そのものがまだ何かうさんくさいもの
のように感じられていたから、 BRS 定式化が–般座標変換という内部対称性で
ない対称性を持つ重力場の場合に拡張できるものなのかどうか、極めて疑問で

あった。 とくに私は最初から、 スカラー場が BRS 不変になるような形で BRS
変換を定義しようと思っていたので、 ゲージ場の場合とは質的な違いが存在し
た。 実際、 このような BRS 変換 (後に「本質的 BRS 変換」 と名付けた) は、必

然的に微分演算子と非可換になる。 私はあらゆる角度からコンシステンシーの
チ $\mathrm{S}\mathrm{L}$ ックを行なった。 こうして、 1977年 10月 3日、 とうとう私は正しい本質

的 BRS 変換の式と、 ドドンデア・ゲージにおける BRS 不変な重力場の作用積
分、そしてそれに基づく不定計量の場の量子論を組織的に構成することに成功し
た。 BRS 化されたアインシ nタイン方程式 (後に 「量子アインシ\iota タイン方程
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式」 と呼ぶ) の共変微分をとると $\mathrm{B}$ 場 $b_{\mu}$ に対する方程式が得られるが、 10月

20日、私はそれが (スカラー場的) 共変ダランベール方程式という極めて美し
い方程式になることを発見した。 FP ゴースト $c^{\mu}$ や $\mathrm{F}\mathrm{P}$ 反ゴースト $\overline{C}_{\mu}$ も同じ型

の方程式を満足するだけでなく、 ドドンデア . ゲージ条件そのものが、 $x^{\mu}$ がこ

の型の方程式を満足することに他ならないのである。 この驚くべく美しい結果
に、 私はこの理論が重力場の量子論として 「本物」 であると確信した。私は漸

近場を計算し、KO 補助条件によって定義される物理的部分空間が非負計量を
もつことを確かめてから、重力場の量子論の構成の論文を書いた [104]。これは
‘Indefinite-metric quantum field theory of general relativity” というタイトルの
非常に長いシリーズの第 1論文となった o34 後に、私はこの理論を “Manifestly
covariant canonical formalism of quantum gravity” と呼んだ。
私は、 BRS 対称性は局所対称性に限られたものではなく、 どんな連続的対称

性に対しても定義できることに気付いた $[107]_{0}*3512$ 月 14日、その時 $\backslash \backslash ^{\mathrm{n}}\sim$ ンヘ

ンに居た九後汰–郎が、R. Delbourgo と M. R. Medrano やその他の人たちの定
義した重力場に対する BRS 変換を使って、 ハイゼンベルグ描像での量子重力の
定式化がコンシステントにやれるということを知らせてきた。 そうして九後と

小嶋の論文が現われたが、独立に西島和彦と大川正典も同様な量子重力理論を提
起した。彼らの用いた BRS 変換は、 もちろん微分演算子とは可換なものである
から、彼らの理論と私のとでは理論の構成が大分異なっていた。 重力場のコン

システントな BRS 量子化が 2つもあるのは奇妙なので、 私は両方の BRS 変換
を比較し、両者のラグランジァン密度の違いは、全微分項を除き、 B 場の定義の
違いに帰せられることを見いだした [106]。従って、両理論は完全に同等である。
しかし、本質的 BRS 変換に基づいて構成した理論構成の方が、ずっと見通しの
よい形をしている。内山龍雄の 1956年の有名な論文以来、重力場は非可換ゲー
ジ場に似ているというドグマが広く信じられており、私以外のすべての人はその
線に沿って重力場の量子論を構成しようとしてきた。 しかしながら、私は重力

場はむしろ可換ゲージ場に似ていることを発見したのである。 一般座標変換は、
ローレンツ変換の拡張ではなく、並進の局所版である。 そして、並進は可換群を

なす。 並進の可換性は、本質的 BRS 変換を用いることによってのみ、 明白な形
で量子重力に取り込める

$\circ$

*3\epsilon こうして–般相対論の美しさが重力場の量子論に
継承されることになるのである。

1978年 4月から 6月、私はドドンデア . ゲージ量子アインシ Iタイン重力の

正準量子化を行ない、場の演算子間のすべての同時刻 (反) 交換関係を計算した

$* 4$ 1985年まで、 20編の論文をすべて $PTP$ に発表した。 $PTP$ に掲載したことにより、私は自分の見解をレフェ
リーの意見に煩わされることなく述べられたが、外国の研究者からはあまり注目されないという結果になったよ
うである。

$*\mathrm{a}\iota$ このことは、数学ではりー代数のコホモロジーとしてよく知られていることだったようだ。
os6 FP ゴーストの本質的 BRS 変換は並進の可換性を反映してゼロになるが、通常の BRS 変換ではゼロにはならな

い。
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$[108]_{0}$ この計算は非常に膨大なものであったが、すべての結果は閉じた形で求

まった o*37 最終結果はつねに非常に美しい形をしていたので、他の人にチェッ
クをしてもらわなくても結果が信頼できたのは、 大変ありがたいことであった。

6月から 8月、上の結果を用いてボアンカレ生成子間の交換関係をあらわに計算
し、 正しいものが得られることを確かめた [109]。 1978年 8月、私は東京で開催

された高エネルギー国際会議のプレナリー. トークとして、ハイゼンベルグ恥辱

でのゲージ場と重力場の量子論を紹介した [C5]。私は 9月 5日から 3 ケ月間、
ミ $\mathrm{n}$ ンヘンのマックス. プランク研究所を訪れたが、そこでは曲がった時空内で

の量子重力理論の研究を行なった [110]。
私は論文 [109] で、 ドドンデア・ゲージのゲージ固定項は–般線形変換不変で
あることに注意した。 このようなゲージ固定は、 $\mathrm{B}$ 場形式を用いなくては出来な

い。 一般線形変換不変な $\mathrm{c}$, 数テンソルは存在しないので、 $GL(4)$ は表現レベル

で自発的に破れなければならない。 $GL(4)$ の非ローレンツ部分に対応する NG
ボソンは、重力子に他ならない。 このことによって、重力子の質量が正確にゼロ

であることが保証される。 この仕事は、小嶋との共著論文として、 PRL に掲載
された [111]。 作用積分における–般線形変換不変性の存在は、光円錐のような
古典論的時空構造が重力場の量子化に論理的に先行して現われないことを意味
する。 私は後年、 このことが究極理論における時空構造として極めて重要である
ことを認識した。

私が西ドイツで講演したとき、聴衆の–人が、私の理論形式を四脚場の場合に
拡張すべきだというコメントをした。私は本質的 BRS 変換を考えるときなど四
脚場を使つたことはあったが、そのときはまだ四脚場の詳しい理論は知らなかっ

た。 1978年 12月に帰国してから、私は四脚場の正準量子化の問題に取り組ん

だ。 局所ローレンツ変換のゲージ固定は、四脚場の反対称部分をゼロとおくこと
によってなされるのが普通であった。 しかし、一見簡単に見えるこのゲージ固定

は、 一般座標変換不変性を破っているため、 $g_{\mu\nu}$ について求めた美しい交換関係

をすべてっぷしてしまい、 とんでもなく大変になることが分かった。局所ローレ

ンツ変換のゲージ固定は、一般座標変換不変にとらなければならない。最も簡単
な選択として、私は最初 238

$\frac{1}{2}e(e^{\lambda \mathrm{u}}\partial_{\lambda}e^{\mu b}-e^{\lambda b}\partial_{\lambda}e^{\mu a})\partial_{\mu}s_{ab}$

を採った。 ここに、 $s_{ab}$ は局所ローレンツの $\mathrm{B}$ 場である。 それから 2 ケ月にわ

たって私は精力的に計算をしたが、 このゲージ固定は固定が不完全であること

が分かり、計算は全部無駄になった。正しいゲージ固定は、スピン接続を用いて

蝿 7
$\mathrm{B}$ 場は正準変数ではないので、 $\mathrm{B}$ 場を含む同時刻交換関係の計算は他のものよりずっと大変になる。私は最初

BRS 変換とのコンシステンシーからそれらを求め、後になってから場の方程式に基づく正当な計算で確認した
[$11\eta$。

*SO 私はこのとき、四脚場に対する慣用の記号 $\epsilon$ を用いたが、やり直しのとき内山の記号 $h$ に変更した。
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ゲージ場の場合と同じような式にすべきであることが分かった。 私はすべてを

再計算し、 BRS 定式化した四脚場形式のすべての同時刻 (反) 交換関係を閉じ

た形で求めた $[11?]arrow[113]$
。

$GL(4)$ 対称性と全域的内部ローレンツ対称性はともに自発的に破れるが、 前

者の生成子の反対称部分と後者の生成子との或る–次結合 (係数は四脚場の真空

期待値で書ける) によって定義される対称性は、 自発的に破れずに残る。 この破

れていないローレンツ対称性こそ素粒子物理学におけるローレンツ対称性に他
ならない。 このことによって「ディラック場は、一般共変な理論では時空のスカ

ラー場なのに、素粒子物理学ではなぜ時空のスピノルになるのか ? 」 という半世

紀來の未解決問題を解決した。量子重力が基礎理論である限り、素粒子物理学

のボアンカレ対称性は基礎的な対称性ではありえない。 上の考察によって明ら
かとなったように、 それは、電弱理論の電磁 $U(1)$ 対称性と同様に、 より大きな

対称性の自発的破れの結果残った 2次的な対称性なのである。 このことは、超

対称性 (SUSY) は重力まで考えたとき、基礎的な対称性ではありえない、 つま

り超重力は正しい基礎理論ではありえないことを意味する。 この極めて重要な
結論は、残念ながら、基礎理論の専門家からは無視された。私の発見はまず素研
(1979年 12月) に報告した。雑誌「数理科学」の編集者は、すぐこの事実の重要
性を認識して、私に同じ内容の記事を同誌に書くことを依頼してきた。 1980年

2月、正式の論文を $PRL$ に投稿したが、「$PTP$ に発表した論文の広告だ」 とし

て没にされた。 のち (1981年 11月)、他の結果とともに $PTP$ に発表した [125]。
「2点関数の高エネルギー漸近的振る舞いは、 自由場のそれより弱くなること
はない」 というレーマンの定理は、状態空間の計量の正値性のもとでのみ成立す
る。 量子ゲージ理論は KO 補助条件により物理的 S 行列のユニタリー性を保証
されているが、不定計量を用いているのでレーマンの定理の呪縛から逃れる可能
性がある。 しかし BRS 不変量については正定値計量に帰着してしまうので有効
ではない。 ところが量子重力では、 古典的対応物を持ついかなる局所量も B郎

不変量ではないので、完全にレーマンの定理の呪縛から逃れられる。 このように

してはじめて、「量子重力を考慮すると、プランク質量が通常の場の量子論にお
ける紫外発散の自然なカットオフを与えるのではないか」 という期待に対する論

理的なサポートが与えられたことになる。 また、 1955年発見された QED の電

流の同時刻交換関係に関する後藤-今村の矛盾も、量子重力では電流が BRS 不変
でなくなることを使えば、シュウィンガー譜などという病的なものを導入せずと
も、 解決できることが分かった [118]。

BRS 定式化されたドドンデア・ゲージの量子アインシュタイン重力は、 イン
プットしたもの以外に、非常に多くの対称性をもっていることが分かってきた
[114]。 $x^{\mu}\backslash ,$ $b_{\nu},$ $c^{\lambda}:\overline{c}_{\rho}$ が同じ共感ダランベール方程式を満たすことから、 1979年

12月から 1980年 3月にかけての研究で、私は 144個の生成子を持つ 16次元ポ
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アンカレ的超代数 IOSP$(8,8)(=(8+8)$ 次元非斉次オルソシンプレクテイック
超代数) を発見した [119][120]。 この美しい超代数は、並進、 一般線形変換、 テ
ンソル的に拡大された BRS 変換、 その他多くの対称性を含んでいる。 この発見
を報告した論文 [119] は、 私の量子重力の論文シリーズの第 9番目に当たってい
たので、ベートーヴエンの第 9交響曲にあやかって「コラール対称性」 と呼ぶ

ことにした。 コラール対称性の極めて著しいところは、時空対称性と内部対称性
を自然に統合しているだけでなく、いかなる人為的手段を講ずることなく、 $\mathrm{c}$ 数

である $X^{\mu}$ と量子場である $b_{\mu}$ などとの間のデモクラシーを実現したことである。

前者は、物理的 $\mathrm{S}$ 行列のユニタリー性と矛盾することなくボアンカレ代数をノ
ントリヴィアルに拡張する可能性は、SUSY のみではないという反例を与えてい
る。 また後者は、手による細工を–切することなく、 4次元時空を 16次元とい

う高次元空間に自然に埋め込んだ例を提供している。 コラール対称性を発見し

た方法は、 [作用積分を不変にする変換]\Rightarrow [ネーターの定理により保存カレント
を構成]\Rightarrow [生成子 1という通常のルートではなく、 [場の方程式から保存カレン
トを構成]\Rightarrow [生成子]\Rightarrow [交換関係から対称性の変換を計算] という逆のコース

であった。 私は小嶋と共同で、 この方法をランダウ・ゲージの非可換ゲージ理論

と量子重力の四脚場形式に適用した [121]。コラール対称性のネーター. カレン
トの計算は非常に大変で、 1981年になってから行なった [125]。
コラール対称性のほとんどの生成子は、必然的に自発的に破れる。ゴールドス

トーン交換子に超代数の変換を適用することで、グリーン関数に関してどのよう

な情報が得られるかを小嶋と共同で調べた [122][123]。 さらに、 1980年 10月か

ら 12月、東北大学から長期研究員として来ていた山岸賢吾と、 自発的に破れて
いない対称性に対するウォードー高橋恒等式の成立を、摂動論の 1 ループ近似の

ものすごく面倒な計算を遂行することによって確かめた [124]。
$\mathrm{B}$ 場 $b_{\mu}$ またはその時間微分とリッチ・テンソルなどとの間の同時刻交換子
を計算していて、私はそれらがテンソル的な様相を呈していることに気付いた
$[11\overline{l}]$

。 1982年から 1984年にかけて、 この不思議な性質の意味を、 4次元交換子

を用いて組織的に分析した $[128][129][130][137]$。キーとなったアイデアは、パウ

リーヨルダンの不変 $\mathrm{D}$ 関数の $\mathrm{q}$ 数への拡張である $D(x, y)$ の導入である。 これに

よって、 $\mathrm{B}$ 場 $b_{\mu}$ は「一般座標変換の生成子」のように振る舞うことが分かった。

これは、可換ゲージ理論の $\mathrm{B}$ 場 $B$ が 「局所ゲージ変換の生成子」 の如く振る舞

うことの自然な拡張であった (\S 16参照) 。 しかしながら、量子重力の場合は、

FP ゴーストの方程式の係数に重力場があって、 その非可換性に起因する余分な
項がつく。 その項の形は、定性的にしか与えることは出来ない。私は、古典的対

応物を持つ任意の局所量と $\mathrm{B}$ 場との間の 4次元交換関係を、一般相対論の幾何

学的解釈を反映するものとして、「幾何学的交換関係」 と名付けた。 その後、私

のところの院生であった菅野浩明が、私の D(x, y) の定義で仮定したそれの x, y
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に関する反対称性は不要であるばかりでなく、正しくないことを指摘した。 そこ

で彼と共同で、$D(x, y)$ をいかに構成すべきかを詳しく調べた [138]。この解析に
よって、量子アインシ $\iota$ タイン重力における 4次元交換関係の研究が非常に見通
しよくなったのみならず、それを非可換ゲージ理論へ拡張することを可能にした
(\S 16参照)。 さらに後になって、 これはドドンデア. ゲージの 2次元量子重力の
厳密解を構成する第–歩となった (\S 21参照)。
可換ゲージ理論が重力と結合している場合、 16次元ボアンカレ的超対称性は

19次元に拡大される [123]。非可換ゲージ理論の場合は、極大可換ゲージ固定を
するならば、その分については同様な拡大が可能である [141]。この仕事は 1985
年にしたものであるが、 これは当時私のところの院生であった阿部光雄との最
初の共同研究であったと同時に、私の量子重力の論文シリーズの最後のものと
なった。

1989年から 1990年、私は、超座標 $(x^{\mu}, b_{\nu,}.c^{\lambda},\overline{c}_{\rho})$ を基礎とする 16次元超対

称性が 4次元時空よりも基本的であるとする立場を採ったらどうなるかという、
かなりファンタスティックな可能性を考察した $[159][160]$。 $8+8$ 次元超空間に

おいては、通常の場の量子論はボソン的な 4次元を $\mathrm{c}$ 数の独立変数として採用し
た特別な理論ということになる。 もしフエルミオン的な 4次元をグラスマン数
の独立変数として採用したらどうなるのかを調べた。

ゲージ理論とは対照的に、 \S 16で論じた BRS シングレット対は 2次元量子重

力では実際に出現する [182]。私は、量子アインシ $f$タイン重力において、 この

BRS シングレット対出現の可能性の心配を回避する方法を見つけた。テンソル
的に拡大した BRS 生成子を用いた補助条件を導入することにより、BRS シング
レット対の存在に無関係に物理的 $\mathrm{S}$行列のユニタリー性が保証されるのである。
この仕事は、阿部と小嶋との共著として発表した [185]。

量子アインシ $\mathrm{z}$タイン重力の詳しい総合報告は [133] ($n$ 次元で) と [B5] の第 5章。簡単なレ

ヴィユーは [C7] [C17]、素研 (19931)。 日本語でのレヴィユーは [B4]、岩波「科学」(19808&9)。

18 非共変ゲージの困難

量子ゲージ理論は、凶変ゲージを採用すれば満足に定式化できるが、それに

もかかわらず、非面変ゲージに固執する人が少なくない。 とくに 1962年以来、
軸性ゲージ A3=0が頻繁に使われる。その理由は、非可換ゲージ理論において
FP ゴーストが形式的に残りの部分から分離してしまうからで、「ゴーストフ
リー」 として注目された。 しかし、 その見かけ上の簡単さとは対照的に、軸性
ゲージはとんでもなく病的なものなのである。 1982年、 山本邦夫らの論文を検
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討していて、私は軸性ゲージの困難の元凶を発見した [126]o*39
軸性ゲージの最も深刻な問題は、次のような機構によって起される。「ダイナ

ミカルな自由度でない $A_{0}$ は正解変数によって書き表されるが、そのとき非局所

演算子 $\partial_{3^{-2}}$ がどうしても必要になる。 もし $\partial_{3^{-1}}$ を

$\partial_{3}^{-1}f(x^{8})=\frac{1}{2}\int_{-\infty}^{\infty}dy^{3}\epsilon(X^{3}-y^{3})f(y^{3})$

によって定義するならば、その 2乗は発散する。 $\partial_{3^{-2}}$ は改めて定義しなければ

ならない。 これは、運動量空間でいえば、 $\mathrm{P}\frac{1}{k}$. の 2乗が発散するので、改めて有

限部分 Pf喬を導入しなければならないこと相当する-$\circ$
後者の量は、その見か

けにかかわらず、正定値ではない。」 これがいろいろな困難を引き起こすのであ

る。 私は軸性ゲージの自由場の量子論において不定計量の導入が不可避である
ことを証明した。 さらに軸性ゲージでは、横波光子の分極ベクトルはコンシステ
ントに定義できないことを示した。 そこで、 $\mathrm{B}$ 場形式に基づく軸性ゲージの新し

い定式化を提起したが、共変ゲージの定式化より複雑になってしまった。
1983年、軸性型ゲージ $n\mu A\mu=0$ ( $n^{\mu}$ は定数ベク トル) において、不定計量

の出現が–般的に不可避であることを、「非負の超関数は測度である」 という定
理を用いて厳密に証明した [132]。 この論文は PL に掲載されたが、非共変ゲー
ジをやっている人たちにかなり衝撃を与えたようである。

1984年、 山本らによる $A_{0}=0$ ゲージに関する $PR$ の論文へのコメントが 4

つも現われた。私はそれらを批判するコメントを書いたが、 コメントの連鎖は好

ましくないとの理由で没にされた。 (その内容は [B5] の 223参照)

19 ドドンデア条件のもとでの古典重力

量子アインシュタイン重力の定式化が、 ドドンデア・ゲージのときに限りあま

りにも美しいので、 ドドンデア座標条件は古典アインシ\iota タイン重力でも特別な

物理的意味があるのではないかと、私は考えた。 ドドンデア条件を満たす座標系

が特権的な座標系なのではないかとする意見は、 V. Fock その他の人たちにより

繰り返し主張されてきた。 1985年 3月、 中国科学アカデミー長官の P. Y. Chou
(周培源) が來日し、基礎物理学研究所で講演したが、彼はドドンデア座標系が

唯–の物理的に意味のある系だと強く主張した。

A. Einstein によって定義された重力場のエネルギー運動量擬テンソル $t_{\nu}^{\mu}$ は、

一般線形変換のもとではテンソルである。 古典重力の–般座標変換は量子重力
では–般線形変換と B郎変換とにとって代わられたので、それが物理的意味の

ある量だと考えるのは、必ずしも不合理なこととはいえないであろう。 重力場の

$,S9$ 私の指摘に応じて、山本らは修正論文を書い鬼 しかし、彼は物褒的状態は規格化可能な状態として定義されるの
だとして、絶対に譲らなかった。
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エネルギーは、量子論的に見れば、重力子のエネルギーの総和のはずだから、少

なくとも古典論で go$0>0$ となっている領域では、 $t_{0}^{0}>0$ であると推測するの
は自然であろう。私はこの推測を、 ドドンデア座標系でのシュヴァルツシルト

解や、 Chou によって与えられたいくつかのスタティックな解について $f$エック

し、 肯定的な結果を得た $[142]_{0}$

1987年、阿部光雄とーノ瀬祥–と私は、この推測をドドンデア座標系でのカー
解についてチエックしてみることにした [148]。力ー解の $t_{0}^{0}$ の表式を計算する

ことは非常に大変な労力のいる仕事なので、 $-$ノ瀬はコンピ $:\lambda$ーターによる数式

計算ソフトを使うことにした。 ところが、数理解析研究所のコンピ $\mathrm{n}$ーターは容

量が足りなくて、いくつかの特別な場合しか遂行できなかった。そこで私はこれ

らの式を内挿して $t_{0}^{0}$ の解析的な表式を推定し、それをーノ瀬は再びコンピ $=-$

ター計算で確認した。 このようにしてやっと得られた結果であったが、不幸にし
て、角運動量の大きい場合のカー解については $t_{0}^{0}>0$ は満足されていなかった。

20 局所ローレンツ不変性の超対称化

一般に SUSY の局所版は超重力であると信じられているが、超重力において
超対称化されたのは、内部対称性としてのボアンカレ不変性である。 そこで必要
となる内部並進は、一般座標変換を四脚場によって書き直したものに他ならな
い。 四脚場は局所量だから、この書き直しは全域的な変換の生成子に対しては使
えない。 それゆえ、 SUSY における基本的反交換子 $\{Q, \overline{Q}\}$ は内部並進の生成

子にならざるをえず、時空の並進生成子である P\mu (のガンマ行列倍) と同定する

ことはできない Q*40 この事実を反映して、超重力の SUSY 不変なゲージ固定は
不可能なのである。
もともと、 アインシ fタイン重力の四脚場形式において、局所ローレンツ変

換は–般座標変換とは全く無関係な変換である。 それゆえ私は、局所ローレン

ツ不変性のみを超対称化する方がより自然なのではないかと考えた。 このこと

を思いついたのは 1981年 11月のことであったが、 その時は $\{Q, \overline{Q}\}$ をローレ

ンツ生成子 $M_{\mu\nu}$ と結びつけようとして失敗した。 5年後の 1986年 3月から 5
月、 私は再びこのアイデアを取り上げた。今度はスピノル解析に従って正しく、
$\{Q, Q\}$ と $\{\overline{Q}, \overline{Q}\}$ とを $NI_{\mu v}$ に同定した。 四脚場の超対称パートナーとしてス
ピノル場 $\xi$ を導入したが、私は四脚場の正しい超対称変換を見つけることが出
来ず、失敗した。 だが 1986年 12月、 とうとう私は、 $\xi$ 場を特別なスピノル場

として用いることにより、超対称性変換を非線形な形で実現することに成功し
た。 私の到達した超代数は $OSp(N, 2;C)$ ($N$ は導入したスピノルの多重度) と

$*40$ 私のこの指摘に対し、 1983年、九後汰–郎らはもし両辺で真空期待億をとるならば困難を避けられると主張した。
しかし交換関係というものは、両辺で場の量との交換子をとれてこそ意味のあるものと思う。
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して知られているものであるが、そのボソン的部分はローレンツ代数 SL(2, C)
と $SO(N, C)$ とから成る [145]。私のところの院生であった神長保仁は、 $\mathrm{A}’\mathrm{V}$ の値

を除きこの超対称拡大が–意的であることを証明したが、残念ながら余分な仮定
が必要だった $\circ$

*41

阿部光雄はこの仕事に大変興味を示した。 1987年から 1989年にかけて、阿部
と私は四脚場形式の局所超対称化理論の建設に適進した。まず、超対称物質場の

随伴表現と超対称ディラック . ラグランジァン密度を構成した [147]。この研究
でわれわれは、ボソン的対称性 $SO(N, C)$ は、 $\xi$ 場を除き、 自動的に $GL(N, C)$

に拡大されてしまうことを見つけた。後に菅野はグラスマン超多様体のフレー

ム行列表示の概念を用いて、 この結果の数学的根拠を明らかにした。

論文 [147] において導入した超対称ゲージ固定は、 自由度が不十分であった。
この超対称性の随伴表現は互いに直交する 3つの独立なものがあることが分か
り、 それを用いて完全なゲージ固定を構成した $[$ 1.4$9]_{\text{。}}$ これを BRS 不変にする
ためには、 もちろん $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト項をつけ加えなければならない。 しかし、表現

の非線形性のために、 これはなかなか大変な仕事であった [150]。この構成にお
いて明らかになった重要な知見は、次の事実である。「新しい超対称性における

反可換性は、BRS 対称性におけるそれとは全く独立である。従って、両方につ
いて -ノエルミ的な量は、 ボソン的にはならない。」 われわれは完全な作用積分を

構成することに成功したが、その正則量子化は阿部が単独で、 $N=1$ の場合に

ついてのみ具体的に遂行した。 このようにして、 ドドンデア・ゲージの量子アイ

ンシユタイン重力の超対称理論は、美しい形で定式化できた。 この理論における
新しい自由度は、すべて補助条件により非物理的となっている。 それゆえ物理的
$\mathrm{S}$ 行列のユニタリー性は壊れないが、他方、観測される新しい粒子の存在を全く

予言しないので、実験的にチェックしにくいものとなった。唯–の物理的な結果

は、 カイラルゲージ対称性は $SO(N)\mathrm{x}SO(N)$ でなければならないということ

である。 これは大統–理論のうちでは、 $SO(10)$ モデルを支持することになる。

この新しい超対称性理論はほぼ完成したので、全体を洗練した形で再構築した
$[155]_{\text{。^{}*42}}$ われわれはこの超対称性の表現を研究し、超接続と超曲率を構成した

[152]。さらに、 3次元の場合を考察し、チャーン・サイモンズ項の超対称化を行
なった [153]。
論文 [155] において、 $\xi$ 場を用いた表現は、超代数の場合非常に自然な非線形
実現を与えることに認識した。「\xi 場表現」 の数学的構造は、菅野の仕事によっ

$*41$ 後に阿部は、 $SL\langle 2,$ $C$ ) を含むすべての可能な超代数を調べた。
$\mathrm{s}42$ それまで $PTP$ にばかり投稿していたので、この飴文は、私が常任レフエリーを委嘱された新発刊の雑誌 $Cla\cdot\ell iai$

and Quantum Gm’\hslash 吻に投稿した。 ところがレフェリーは、Haag らのダメ定理 (SUSY の–意性) は無条件

に成立するものと信じていて、論文をろくに読みもしないで没にしてきた。編集員は私の抗議を全然受け付けな
いので、 このような雑誌には付き合えないと常任レフェリーを辞退した。 われわれの論文は、酉党人がやっていな
い話題には冷たい $NP$ にも没にされて後、 IJMP にやっと掲載された。
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て明らかにされた。 1989年、 われわれは \xi 場表現の–般論を論じ、その BRS 代
数への応用を考察した [158] $\circ$ この研究において、高崎金久から教わった旗多様

体の概念が有用であった。

四脚場の局所超対称理論のレヴィユーは、阿部の 1990年の論文 (IIMP)。簡単な紹介は、

[156]。

21 ハイゼンベルグ描像における場の量子論の解法

ドドンデア. ゲージでのアインシ $\not\subset$ タイン重力の正書量子論は、 3次元以上の

場合に定式化されたものである [133]。時空が 2次元の場合の正準量子論につい
てはじめてアタックしたのは、佐藤喜–郎であった (1987年のプレプリント)。

2次元ではアインシュタイン-ヒルベルトの作用積分はトリヴィアルになるが、理
論はワイル (もしくは共形) 不変になる。彼はそのゲージ固定項として、$b\sqrt{-g}R$

を導入した。 ここに b はワイル B 場である。 そして彼は正潤量子化を行なった
が、 不幸にして、 ボソンゴーストの自由度 $(3+1)$ とフェルミオンゴーストの

自由度 $(2\cross 2+2)$ とのミスマッチのため、 $\mathrm{K}\mathrm{O}$ カルテット機構が正常に機能せ

ず、 論文を発表するに到らなかった。
1990年、阿部光雄は、上記のゴースト勘定のミスマッチの問題を解決するうま

い方法を見つけた。 ワイル $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴーストを導入しないで、座標変換の $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴース

ト $c^{\mu}$ と反ゴースト $\overline{c}_{\mu}$ にワイル自由度の方の役割も演じさせるのである。 この取

り扱いでは、 ワイル BRS 変換はベクトル的になり、 作用積分のゴースト部分が
BRS 完全でなくなってしまうが、ユニタリー性に関する困難は解消した $\circ$

*43 私

は同時刻 (反) 交換関係を計算していて、 $g_{\mu\nu}(x)$ の任意の高次時間微分は $g_{\lambda\rho}(y)$

と同時刻で可換であることを見つけた。 このことは、重力場同志は 2次元的に可
換であることを意味する。 このとき私はすばらしいことに気付いた。 1982年か

ら 1984年に、私は量子アインシ $\supset$.タイン重力において幾何学的交換関係を発見
したが (\S 17参照) 、 その場合には「非幾何学的項」 という具体的な表式が分から
ない項が存在した。 しかし、 2次元時空の場合、上述の可換性から非幾何学的項
の不存在が従がうのである。 ということは、 $b_{\mu}$ , ♂, $\overline{c}_{\mu}$ のいずれかを含むすべて

の 2次元交換関係は、その正確な式が閉じた形で与えられるということである。
阿部と私は、このようにしてすべての 2次元交換関係をあらわに求めることに成
功した。 すなわち、われわれは、 自由場の演算子を–切利用することなく、 ドド

ンデア・ゲージの BRS 定式化された 2次元量子重力のオペレーター解を構成し
たのであった [164]。 この仕事は、これ以後約 10年にわたって阿部と共同研究を
行なうこととなった、ハイゼンベルグ描像における場の量子論の解法の確立への

$*481995$ 年、 池田憲明、 また田部井哲夫は、 ワイル自由度は BRS 不変にしなくてもよいことを指摘した。
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第–歩となった。
私は、上述の方法が量子アインシ $=\mathrm{L}$ タイン重力を解くのにも利用できることに

注意した。場の方程式と同時刻交換関係をアインシ $z_{\wedge}$ タインの重力定数 $\kappa$ につ

いて幕展開するとき Y*44 その第 0次近似は、次元数のことを除き \tau *45 まさしく
2次元量子重力で得られた式と –致する。そこでわれわれは第 1次近似に進んだ
が、 このときは場そのものの第 1次近似を求めようとして失敗した [162]。だが
この仕事は、いかなる古典物理的背景時空も先験的に仮定せずに、 量子アイン
シ $\text{ユ}$ タイン重力を解こうとしたはじめての試みであった $\circ$

*46 後に私は、量子重

力場の第 $0$ 次近似が $\mathrm{c}$ 数ではなく $\mathrm{q}$ 数であることから、 量子重力に摂動論を適

用するための基本仮定「量子重力場は古典時空計量と $\sqrt$\mbox{\boldmath $\kappa$} のオーダーの量子補正

との和で書ける」 $\text{は間違いであることを発見した}[179]_{0^{*47}}$

阿部と私は、 2次元量子重力のオペレーター解の構成を、二脚場の場合に拡張
した [163]。 時空座標と内部座標とを結ぶ q数変換関数は、馬脚場で具体的に書
き衰わすことが出来た。 この式を用いると種々の q 数の D 関数を具体的に与え
られる。 また 2次元場の量子論 (\S 15参照) のボソン化公式などの種々の公式
を、 量子重力の場合に拡張することも行なった。

1991年 2月、われわれは、 2次元量子重力のオペレーター解の表現を構成す
る問題をとり上げた。最初は、 二脚場形式で構成した $\mathrm{q}$ 数正エネルギー $\mathrm{D}$ 関数

$D^{(+)}(\prime x, y)$ を用いて状態ベクトル空間を構成しようとしたが、 この関数は $\mathrm{B}$ 場
$b_{\mu}$ と非可換であるため、 うまくいかなかった。 しかしまもなく、表現はワイト
マソ関数の完全系で与えればよいといううまいアイデアが浮かんだ。 この考え
に基づき、 9 ケ月かけて、ハイゼンベルグ描像での厳密解を構成するという画期
的な仕事を完成することができた [165] $[166][167]$。すべての 2次元交換関係が
わかっているから、すべての独立な多重交換子をあらわに計算することが可能で
ある。 それらの真空期待値は、 トランケイテッド (=真空を中間状態とする寄与

を除いた) ワイトマソ関数の 1次式で表わされる。 これらの関係式を逆に連立 1

次方程式と見て、 トランケイテッドワイトマソ関数を決めるのである。 この考
察において、最初、 2点ワイトマソ関数 $\langle b_{\mu}(X)b_{\nu}(y)\rangle$ をゼロとおいてしまった。
それは、 交換関係

$[b_{\mu}(x), b_{\nu}(y)]=i[\partial_{\nu}b_{\mu}(x)+\partial_{\mu}b_{\nu}(y)]\cdot D(x, y)$

の右辺が $\mathrm{B}$ 場について線形であるからである。 ところが、 $\mathrm{B}$ 場と $\mathrm{q}$ 数 $\mathrm{D}$ 関数と
は非可換なので、そう単純にはいかないことが分かった。同時空胞を含む演算子

る摂動諭で $\sqrt{\kappa}$ の幕展開になっているのは、重力理論に無理に相互作用描像を導入したからである。
$*\iota \mathrm{s}$ 明白に–般線形変換不変な形式なので、次元は自明に変えられる。
’46私はこの考察を 1力に関するエッセ $.\mathrm{t}\mathrm{J}$ として Gravity Research $\mathrm{F}\text{。}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ に応募したところ、 1991年度
の ‘Honorable Mention’ となった。

$\wedge 4\mathrm{f}$ この指摘も 「重力に関するエッセイ」 として、 1994年度の $‘ \mathrm{H}\text{。}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{c}$ Mention’ となった。
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の積の真空期待値は、より多点のワイトマソ関数から決めなくてはならないので
ある。 この理論では. b, c,-c の 3点関数から正しく決定することができた。
すべてのワイトマソ関数を求め、 BRS 不変性とコンシステントであることを

確かめた。 また、交換関係の計算のため間接的に利用はしたが、表現の決定に直

接には使っていない場の方程式とのコンシステンシーチェックを行なった。そ

して、 g\mu \nu のオイラー方程式として得られる場の方程式のみ、少しだけ*48破れ

ていることを発見した。 これは不可避な破れであるので、新しいタイプのアノー
マリーとして、 われわれは後に 「場の方程式アノーマリー」 と名付けた。

われわれの得た解が正しいものかどうか確かめるために、 2次元量子重力の摂

動論の結果と比較した [169]o このモデルは 1 ループまでで正確に解けるが、摂

動計算は相当大変なので、 2点及び 3点のグリーン関数のみを計算した。その結
果は、われわれの解をグリーン関数に直したものと完全に–致した。 しかし、 こ

の比較において、 2次元時空でしか成立しない特別な恒等式 (すなわち明白に霊

魂的ではない恒等式) を用いることが必要であった。 多分これが多点グリーン関

数の摂動計算が著しく面倒になる理由であろう。
考えているモデルで、重力場に対し $\mathrm{q}$ 数のワイル変換を行なうと、 A. M.

Polvakov の非局所的 2次元重力モデルの局所鰐口変化版が得られる。 このモデ
ルは、摂動論的に考えると無限に多くのループ . ダイアグラムが現われ、通常の
意味では繰り込み不可能である。 他方、われわれの厳密解は全く紫外発散を含ま
ない。 このように、 このモデルは、量子重力の繰り込み不可能性が摂動論の使用
によってもたらされたものであろうという主張を支持する具体例を与える [180]。
オペレーター解構成の–般論として、場の量そのものを求めようという考え方

はうまく機能しない。その理由は、場の方程式は 1時空点に対する式であるが、
同時刻交換関係の方は 2時空点に依存しているからである。 後者を初期条件と
見るためには、場の方程式の方も 2時空点に対する式に書き改めることが必要
である。 そこでまず、場の方程式と場の量との n 次元交換関係を考え、それを 2

つの場の量の $n$ 次元交換子に対する偏微分方程式に書き改める。 こうして、 $n$ 次

元交換子に対する $\mathrm{q}$ 数のコーシー問題が設定されることになる。ハイゼンベル

ク描像における場の量子論の–般的解法は、 このコーシー問題を解くことから始

まるわけである。

われわれはこの解法をまず QED に適用した [170]。共変微分は結合定数 $g$ を

含まない形で定義されなければならないので、 作用積分において g は F2項の係

数としてのみ、そして $g^{2}$ という形でのみ現れる $\circ$

*49 それゆえ、結合定数によ

る展開は $g^{2}$ の幕展開となり、その次数は $\frac{1}{2}(N+k)$ で与えられる。 ここに、 $N$

$*\iota\epsilon$ [少しだけ」 というのは、方程式の場の自由度を滅らすことなく、単に微分するだけで破れを消去できるという意
味である。

$\backslash 49$ このことに気付いたのは、 1991年 7月 5日、 ドブナで D. V. ShirkOV 講演を聞いたときであった。
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は摂動の次数、 k は外線光子 (ゲージ粒子) の個数である。可換ゲージ理論では

F2項は自由場のものなので、 ハイゼンベルグ描像での解法の計算も、共変的摂

動論的計算とあまり本質的な差異はない。 ワイトマソ関数がオペレーター順序

に依存するための煩雑さがあるが、重要なメリットは、展開の各次数でゲージ不
変性が自明に保たれることである。

次にわれわれは、 ドドンデア・ゲージの 2次元量子重力に宇宙項をつけ加えた
モデルを考察した [171]。さらに、共変ゲージでの非可換ゲージ理論にわれわれ
の解法を適用しようとしたが、不幸にして本物はあまりにも複雑な計算になるの
で諦め、 ランダウ・ゲージでの 2次元 $\mathrm{B}\mathrm{F}$ 理論を考察した $[172]_{0}$ われわれの近

似法では、 BF 理論は非可換ゲージ理論の第 0次近似と –致する。

周知のように、品変的摂動論はファインマン図を用いると、非常に明瞭かつ効
果的に計算が遂行できる。 もしわれわれの解法でもそのようなダイアグラム的
方法が使えれば、非常に有効であろうと考えた。そこで 1993年から 1994年、ハ

イゼンベルグ描像におけるダイアグラム的方法を開発するための研究を行なっ
た [174][176][177]。 ファインマン図のときは、 1つの頂点に入射する線は相互作
用ラグランジァン密度によって決定されるが、ハイゼンベルグ描像では相互作用

項は定義されていないので、 このような手段は使えない。 そこで私は、「構成ブ

ロック」 という新しい概念を導入することにした。 構成ブロックとは、 1本の線
(または 1点) に、 その端点での他の線との連結に関する情報を付け加えたもの

である。 このアイデアは、 ドドンデア・ゲージでの 2次元量子重力の場合には、

非常に有効に機能した。 $\mathrm{B}$ 場のみから成る–般のワイトマソ関数の具体的な表
式は、以前には求められなかったが、このダイアグラム法ではじめて与えること

ができた。 この–般式を書き下すのに、グラフ理論で使われる 「根つき樹木」の

概念が有用であった。 われわれは、 このモデルに関する限り、 ダイアグラム法に

よる結果がすべて正しいことを示すことができたが、不幸にして、他のモデルで
はこのような満足な結果は得られなかった。構成ブロックは、部分グラフに拡張

する必要があった。 そしてどのような構成ブロックの集合を採ればよいかは
般規則がなく、試行錯誤によってモデルごとに発見しなければならなかった。

ハイゼンベルグ描像における場の量子論の解法のレヴィユーは [195]。 なお、初期のレヴィ

ユーとして、数理研講究録 No.869。

22 非可換量を可換量として扱う方法

\S 21で述べたように、 阿部光雄と私は、ハイゼンベルグ描像における場の量子
論の–般的な解法を開発した。量子アインシ n タイン重力の第 0次近似はあら

わに計算できたが、第 $0$ 次近似の $g_{\lambda\rho}^{(0)}(y)$ は、 $g_{\mu\nu}^{(0)}$ $(x)$ とは可換であるが、 $g_{\mu\nu}^{\langle N)}(x)$
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$(’\wedge" \mathrm{V}\geqq 1)$ とは可換ではない。 $g_{\mu\nu}^{(N)}(x)$ を含む交換子に対するコーシー問題を設
定するには、場の方程式を交換子に対する偏微分方程式に書き改めることが必
要である。 しかし、 上述の非可換性のために、この書き換えは必ずしも容易では

ない。 この書き換えに現われる数学的問題は、次のように抽象できる。「 $A$ と $\Phi$

を、 $[_{\wedge}4, \Phi]$ が $\wedge 4$ と非可換なようなオペレーターとする。そのとき $[f(A^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}), \Phi]$ を

[A. $\Phi$] と $A$ とで書き表わせ。」 1992年の終わり頃、私はこの問題は次のように

すればきれいに解けることに気付いた。 「 $A$ がもし $[A, \Phi]$ の左にあればそれを
$-4_{L}\text{、}$ もし $[A, \Phi]$ の右にあればそれを $A_{R}$ と書く。 そして $A_{L}$ と $A_{R}$ と $[A, \Phi]$ を

すべて可換量として取り扱う。」*50 このアイデアに基き、阿部と私は、 ある簡単

な非線形モデルの N 次のオペレーター解を計算した [173]。 このテクニックの数
学的有効性を示威するために、定数係数線形常微分方程式に対するへヴィサイド
演算子法を、係数が未知関数と非可換な場合に拡張する方法を定式化した [175]。
ここで、へヴィサイド演算子法の数学的裏づけを行なった Mikusinski の理論が
有効であった $\circ$ *51この論文は日本応用数理学会論文誌に発表した。
数年後 (1996年)

、 鈴木増訂の 「量子解析」 と題する–連の論文が現われた。
彼は、 オペレーター $A$ の関数 $f(A)$ の微分を

$\frac{df(A)}{dA}=\frac{f(\wedge 4)-f(A-\delta_{A})}{\delta_{A}}$

によって定義した。 ここに $\delta_{A}$ は $A$ と可換な無限小オペレーターである。彼は高

階微分をも考察した。 $A$ についての微分も、 $A$ との交換子をとることも、 とも

にデリヴエーション ( $=$ライプニッツ規則を満たす線形作用) であるから、両者

は完全に対応すべきであると私は考えた。 $A$ を Aしと同–視すると、鈴木の $\delta_{A}$

は $44_{L}-_{4}4_{R}$ に対応する。 $N$ 階微分のときは、 $A_{L}$ と $A_{R}$ の代わりに $A_{1},$ $A_{2},$
$\ldots$

, $A_{N+1}$ を導入することが必要である。 われわれの結果は、 $N+1$ 次の置換対称

性が明白なので、彼の結果よりも見通しのよい形に書けた。 この仕事は阿部と共

同で行なった。池田憲明はわれわれの結果を多変数の場合に拡張することを考
えたが、 うまくいかなかった。 そこで私は、解析関数に関するコーシーの積分表
示に–般化されたファインマンの恒等式 (\S \S 1参照) を適用し、 1変数の問題に

還元してこの問題を解決した。 この仕事は、 3人の共著として IMP に発表した
[186]。

23 ストリング理論批判と 2次元量子重力

D 個の質量ゼロのスカラー場と結合した 2次元量子重力は、もしスカラー場を
$D$ 次元ストリング座標と同定するならば、境界条件を除き、ボソン的ストリング

qo このようなテクニックは、数学的に新しいものではないかもしれない。
$\epsilon\iota \mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{u}\epsilon \mathrm{i}\acute{\mathrm{n}}\epsilon \mathrm{h}$の理論については、私は松浦重武の講演を聞き、彼の訳書を勉強していた。
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理論と見なすことができる。 ボソン的ストリングは量子化にさいし、 $D=26$ 以

外では共形アノーマリーが現われるものと信じられ、この次元数 26は 「臨界次

元」 と呼ばれている。 臨界次元のオペレーター形式に基く導出は、共形ゲージの

ような非共変ゲージで行なわれていた。
1987年、 D. W. D\"usedau は、 初めて共紙ゲージでの臨界次元の導出を、摂動

論で行なった。 BRS 定式化されたドドンデア・ゲージでの 2次元量子重力にお
いて、彼は $\mathrm{c}$ 数背景重力場 $\hat{g}_{\mu\nu}$ を導入し、通常の如く、それに関するオイラー微

分をとることにより対称エネルギー運動量テンソル $T_{\mu\nu}$ (FP ゴースト部分を含
む) を定義した。平坦極限 $\hat{g}_{\mu\nu}arrow\eta_{\mu\nu}$ をとって、 2点関数 $\langle \mathrm{T}^{*}T_{\mu\nu}(x)T_{\lambda\rho}(y)\rangle$ の

「非局所項」 を 1 ループ近似で計算した。 それは

$\Phi_{\mu\nu\lambda\rho}(x-y)=\frac{i}{12\pi}\int‘\frac{d^{2}p}{(2\pi)^{2}}\frac{p_{\mu}p_{\nu}p_{\lambda}p_{\rho}}{p^{2}+i0}e^{-ip(ae-y)}$

の整数倍で与えられる。彼によって得られた係数の値は D–26 (スカラー場よ
り $D_{\text{、}}$ ゲージ固定項より $+26_{\text{、}}\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト項より $-52$) であった。 これから、

共電ゲージでも臨界次元 $D=26$ が導かれたとされた。

D\"usedau によって用いられた $\mathrm{B}$ 場は、 多くの人が用いている $\mathrm{B}$ 場 ( $b_{*\mu}$ と記

す) であり、本質的 BRS 変換に対応した $\mathrm{B}$ 場 ( $b_{\mu}$ と記す) とは異なる。論文

[106] で明らかにしたように、両者は 6$c^{\nu}\partial_{\nu}\overline{c}_{\mu}$ だけの差がある (\S 17参照)。 佐藤

喜–郎は、 $b_{\mu}$ によるゲージ固定を用い、正準エネルギー運動量テンソルの 2点
関数を摂動論で計算した (1991年のプレプリント)。彼は非局所項の係数として

D–26が得られたと主張したが、正しい計算結果はそうはならない。対称エネ

ルギー運動量テンソルでやり直してみても、 $b_{\mu}$ を使う限りは、やはり D–26は

得られない o52
1991年 10月から、私は阿部光雄の協力のもとに、 この不思議な現象を解明す

るための研究を始めた。対称エネルギー運動量テンソル $T_{\mu\nu}$ は、 $b_{*\mu}$ と $b_{\mu}$ のど

ちらを $\mathrm{B}$ 場として使うかによって異なる。 このことは奇妙なようだが、量子重

力では対称エネルギー運動量テンソルが BRS 不変量ではなく、従って観測可能
量ではないので差し支えない。 実際、 両者の差は、観測可能量であるボアンカレ

生成子の表式には寄与しないのである。 また B 場の選択による違いは、 ラグラ
ンジァン密度では全微分項になるので、作用積分にも寄与しない。それにもか

かわらず、それは非局所項にははっきりとした寄与を与えるのである。従って、

D\"usedau による共形アノーマリーの計算は、次のような意味で必然的に暖昧で
ある。「この差に任意定数を乗じたものをラグランジァン密度につけ加えること
により、 作用積分を変えることなく、非局所項の係数を変えられる。」 [168]。
ストリングの臨界次元 $D=26$ が、必ずしも 2次元量子重力から導かれないと

いう結論は、論争の的となった。 A. P. Demichev という人は、積極的にわれわ

*r2私はこのとき $D+26-4$ を得たが、 $\mathrm{p}\mathrm{p}$ ゴースト部分は $-4$ ではなく赤外発散していた。
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れの結論に賛意を表する手紙をくれた。私は、W. $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、^{}*53}}$ J. Gomis (バ

ルセロナで)
、 そして R. Stora (アヌシーで) と共形アノーマリーの不定性の問

題を議論したが、その合理的な説明を得ることはできなかった。 Kummer の学
生の W. M\"odritsch は、 われわれの推論を誤解して批判論文を書いた。 $T_{\mu\nu}$ を導

くとき、 ラグランジァン密度を古典的に–般共変化することが必要であるが、 も

しそれが 2階微分を含んでいると、共変微分の非可換性のために–般共変化は
意的ではなくなる。彼はわれわれの発見した不定性を、このよく知られた事実の

せいにしたのである。不定性の源となる項は、一見 2階微分を含むように書く
けれども、実際には 2階微分を含まないのだということを、私は彼に手紙で知ら
せた。 そうしたら、彼の発表された論文では、 同じ批判が少し表現を変えて述べ
られ、 しかも私がついでに書いた些細なコメントに対する感謝だけがなされてい
た。 これでは、彼の論文の読者に、私が彼の批判を承認した如くに受け取られか
ねない。 それで、私はバルセロナ滞在中、彼の批判の誤りを指摘する短い論文を

書いた $[1\overline{/}8]$
。

不定性の問題が暗礁に乗り上げたので、阿部と私は 2次元量子重力の他の問
題へとテーマを変えた。 1995年、ハイゼンベルグ写像での解法 (\S 21参照) を、

早撃ゲージでの 2次元量子重力の BRS 定式化しない理論に適用した $[181][183]$。

このモデルは、A. M. Polyakov が「誘導量子重力」 として非局所的に取り扱っ
た理論の局所版であるので、彼の得た結果とわれわれのとを比較することができ
る。 このモデルは容易に解け、場の方程式アノーマリー (\S 21参照) があること

が分かった。 われわれはまた、超巨大な対称性があることを発見した。Polyakov
によって見いだされた $SL(2, R)$ は、 そのごくちっぽけな部分代数に過ぎない。
さらに、対称性がアノーマリーを持つかどうかは、 その生成子に場の方程式ア

ノーマリーの寄与を含ませるか否かに依存することだということが分かった。
われわれはまた、 このモデルをさらに簡単化したモデル (形式的には非線形変換

で自由場に帰着できるようなもの) を考察し、やはり場の方程式アノーマリーが
現われることを見た [189]。

1995年 12月、九後汰–郎の学生の高橋智彦が書いた論文は、不定性の問題の
ブレークスルーとなった。彼は BRS 定式化された 2次元量子重力の蟻形アノー
マリーを、背景重力場を導入することなく、直接 2点関数 { $\mathrm{T}^{*}b_{\mathrm{s}\mu}b_{\mathrm{r}\nu}\rangle$ を計算す

ることによって論じた。 この場合はもちろん、 $\mathrm{B}$ 場の選択による曖昧さは生じ

ない。 彼によれば、 $D\neq 26$ のとき、 それは BRS 不変性に反してゼロにならな
い。 そこで、彼は同形自由度を導入し、 この BRS アノーマリーを共形アノーマ
リーに転換した。 2次元量子重力では摂動計算は問題ないので、 BRS 不変性の

*$8彼はその 30年ほど前、スピノル. スビノル $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 方程式の T-A セクターでの解を与えたが ( $\int 9$ 参照), そのとき

私は彼の計算のエラーを指摘したことがある。 そのことを覚えていて、彼は 1993年 9月、数理解析研究所に私を
訪ねてきた。
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破れば明らかにハイゼンベルグ描像で求めた厳密解の結果と矛盾している (\S 21

参照)。 パラドックスの原因を解明するために、 われわれは問題のファインマン

積分の計算法を徹底的に分析した [184]。 グリーン関数の発散を避けるために次
元正則化法を用いたが、 われわれの場合には、すべての計算を複素 n 次元で行
なってから $narrow 2$ としていることになっているのに対し、 高橋の計算では内線

の部分に対してのみ複素次元を用い、外線については最初から $n=2$ と置いて

しまっていることが分かった。外線は積分に関係がないので、通常の場合、最初

から $n=2$ と置いてしまっても何ら問題を生じない。 ところが今の場合、 これ

が正しくなかったのである。外線のプロパゲーターについて $n-2$ に比例する

非局所な差異を生じているわけだが、 これにループ積分から出てくる $(n-2)^{-1}$

に比例する局所因子がかかって、有限な非局所項を生み出してしまうのである。

つまり、彼が見つけた $D\neq 26$ のときの BRS 不変性の破れば、次元正則化法の
彼の適用の仕方がよくなかったことに起因していた Q*54

BRS 不変性に関するパラドックスは解決されたが、高橋が $T_{\mu\nu}$ を使わずに、

D–26を導出できたことは不思議であった。 1997年の春から、私は共形アノー

マリーに関する文献の総点検を始めた。 D\"usedau の論文、 Baulieu と Bilal の論
文、Kraemmer と Rebhan の論文は、一見同じ立場でやっているように見えるが、
詳しく検討してみると彼らの計算法は皆異なっていた。 とくに、 Baulieu-Bila,1

は、 量子重力場 $g_{\mu\nu}$ に関するオイラー微分 $\tau_{\nu}$ を、 それは場の方程式によりゼロ

であるにもかかわらず、対称エネルギー運動量テンソルと同定していた。 そし

て $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\iota \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}$-Rebhan は、 何の注意もせずに、それを彼らの使った $T_{\mu\nu}$ と同じ

ものと見なした。 混乱の原因は、たまたま両方の表式がよく似ていたことであっ

た。 相異は本質的に、 Baulieu-Bilal が不当にも無視したゲージ固定項からの寄
与 $\partial_{\mu}b_{*\nu}+\partial_{\nu}b_{*\mu}$ であった。 しかしながら、私はこのお陰で高橋がなぜ D–26
を得たのかの理由を解明できた。なぜなら、 この観察により、 $\mathrm{B}$ 場の 2点関数

と対称エネルギー運動量テンソルの 2点関数との関係が明らかになったからで
ある。 高橋により導かれた B$ アノーマリーは、 $\mathcal{T}_{\mu\nu}=0$ の場の方程式アノー

マリーから再生できるものであった。私はこの仕事を阿部との共著として IJMP
に発表した [187]。

Kraemmer と Rebhan は、 下形アノーマリーのゲージ不変性の 「一般的証明」
を与えたと主張していた。 しかし、私は彼らの証明なるものは、一般的過ぎて証

明になっていないことに気付いた。彼らは、背景重力場 $\hat{g}_{\mu\nu}$ に関してオイラー

微分をとることと、BRS 変換をすることとの非可換性を看過していた。私は、
「 $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}$-Rebhan の定義での共形アノーマリー」のゲージ不変性を、共通な
プロパゲーターを与える作用積分間に限って具体的に証明した。この証明を書

$*52$ 論文 [184] のレフェリーは、匿名だが、高橋であった。彼は彼の立場を取り下げようとはしなかったが、 パラドッ
クスの上述のような明快な解決が得られたのは、彼との議論に負うところが大きい [$18\eta$。
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いた阿部との共著論文を、彼らの反対意見を聞くためにわざと $NP$ に投稿した

[188]。予想通り彼らの–人 (匿名だが) がレフエリーとなり、われわれの論文を

没にし、 IJMP に投稿した論文まで取り下げうと言ってきた。彼らは、論文で指
摘した非可換性は認めたが、彼らの証明はオイラー微分を使わなくても成立する
のだと言い張った。 私は論文を $PTP$ に再投稿するさい、彼らの主張に対する次

のような批判をつけ加えた。「彼らのいう共形アノーマリーは、BRS 変換と非可
換な $\acute{g}_{\mu\nu}$ に関するオイラー微分によって作られているので、それを使わずにはそ
の存在がいえていない。」
共電ゲージにおける D–26の問題が解決したので、私は阿部と、 BRS 定式
化された台形ゲージでの 2次元量子重力における曲形アノーマリーの問題を検
討することにした [190]。 このモデルについては、 1983年に現われた加藤光裕と
小)||格による有名な論文があった。彼らによれば、ネーター BRS 生成子 QB の
平方は D\neq 26のときゼロにならない。 このモデルの厳密解は、われわれの方法
で簡単に求められる。 その結果、解は D の値の如何にかかわらず、 つねに BRS
不変であることが分かった。そして実際、 どんな D に対しても、表現レベルで
早寒になっている BRS 生成子 $\hat{Q}_{B}$ が存在している。 両生成子の差 $Q_{B}-\hat{Q}_{B}$ は、

場の方程式アノーマリーを含んでいるのである。 このモデルでは、共変ゲージ

の場合と異なり、場の方程式アノーマリーそのものが D–26に比例しているた

め、 臨界次元の値についての不定性は生じない。 またこの結論は、ストリングの

境界条件を考慮しても変わらないことを確かめた [191]。以上の考察から、 スト

リング理論の臨界次元は、 2次元量子重力の自然な結果ではなく、何らかの余分
の仮定を意図的に外から持ち込んではじめて導けることが分かった。

2001年、阿部と私は、 BRS 定式化された即断ゲージでの 2次元 BF 理論と非
可換ゲージ理論が BRS 定式化された環形ゲージでの 2次元量子重力と非常によ
く似ており、 しかもより簡単に解けることを見いだした。

24 T*積の怪

T*積は、ハミルトニアン形式における $\mathrm{T}$ 積をラグランジァン形式に書き改め
たときに、必然的に現われる概念である。共変的摂動論やファインマンの経路積
分に現われる通常のグリーン関数は、すべて T*積で書かれたものである。T 積
と異なり、時間微分も空間微分と同じように扱うので、T*積はつねにローレンツ
共変性とコンシステントである。 しかし T*積は、時間微分を真空期待値をとっ
た後からやるため、場の方程式と、そしてそれを使うネーターの定理と、一般に
コンシステントになっていない。私はアノーマリーに関する文献を調べていて、
多くの人が T*積の取り扱いに関して非常に不注意であることを発見した。T*積

の使用による保存則の見かけ上の破れが, しばしばアノーマリーと誤認されてい

るのである。
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藤川和男の 1982年の論文は、 BRS 定式化された共形ゲージでの 2次元量子
重力をストリング理論と見なして、そのアノーマリーを研究した最初のものであ
る。 彼は経路積分形式により、次の結論を得た。「BRS 不変性の要請をすると、

$D\neq 26$ のとき共形アノーマリーが現われる。 また、 ゲージ理論におけるカイラ

ルアノーマリーと同様に $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト数カレントにもアノーマリーが現われる。」

その後、 D. Friedan と E. Martinec. と S. Shenker が共倒場理論に関する論文に
おいて藤川の仕事を引用し、 FP ゴースト数カレントのアノーマリーの存在は
般に認知されるところとなった。 しかし、藤川の推論は私にはどうしても納得で
きないものであった。また Ftiedan らの仕事は、両理論の構成が全く異なって
いるので、彼の結果を支持していることにはなっていないと思った。 1998年 2

月から 5月にかけて、私は菅野浩明と $\mathrm{E}$ メールで徹底的に議論した。彼は本質

的な点で私の見解に同意した。
$\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト数カレントのアノーマリーの摂動論弓取り扱いに関しては、最初、

D\"usedau がドドンデア ゲージでは存在しないと結論した。他方、U.Kraemmer
と A. Rebhan は、 彼らによって構成された–般のゲージでは存在するという
「証明」 を与えた。彼らは両方のカレントの表式の相違を強調したが、平坦極限
(それしか計算しない) での両者の差は、 D\"usedau が黙って無視した全微分項以

外の何者でもなかった [188]。また高橋智彦は、 D\"usedau の結果はドドンデア

ゲージにおける $\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴーストと $\mathrm{F}\mathrm{P}$ 反ゴーストとの間の交換対称性の結果である

と主張したが、アノーマリーが存在すると彼らが考えている共形ゲージでも、 同

様な対称性が存在していることが示せる。
1999年、 阿部と私は、 BRS 定式化された共形ゲージでの 2次元量子重力にお

いて、摂動論による解とハイゼンベルグ描像で求めた厳密解とを比較した [192]。
私は、一般にもし作用積分に正門共役を持たないような場があれば、共変的摂動
論やファインマン経路積分はオペレーター形式の結果を必ずしも忠実に再生し
ないことに気付いた。すなわち、前者では、私が「T*積の怪」 と名付けた、次の

ような異常事態が起るのである。「例えば、ラグランジァン密度が $\varphi\overline{\varphi}+f(\varphi, \partial\varphi)$

によって与えられているとしよう。そのとき、場の方程式として $\varphi=0$ が得ら

れるが、 $\langle \mathrm{T}^{*}\varphi\tilde{\varphi}\rangle$ はゼロに等しくなく、 $\delta$ 関数に比例するのである。」ストリング

理論では、左向きモードと右向きモードとが完全に分離しているのは当然のこと
と理解されているが、もし摂動論で正直に計算すると、T*積の怪のために実はそ

うはなっていないのである。 さらに樹木ダイアグラムだけが現われるはずの共

形ゲージで、 $\mathrm{B}$ 場のみから成るグリーン関数は、ゼロではなく、T*積の怪のため
に 1 ループ. ダイアグラムからの寄与がある。そしてこれから、高橋の 「 $\mathrm{B}\mathrm{R}\mathrm{S}$ ア

ノーマリー」に相当するものが出てくる。すなわち、これらの思いがけないルー

プの存在は、場の方程式アノーマリーの摂動論的対応物に他ならないのである。
$\mathrm{F}\mathrm{P}$ ゴースト数カレントのアノーマリーは、 もちろん厳密解においては存在し
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ない。 摂動論における見かけのアノーマリーは、T*積の怪の仕業である。多く
の人が FP ゴースト数のアノーマリーがあると信じた理由は、 リーマンーロッホ

の定理とのコンシステンシーに基く。 しかしこのようなトポロジカルな議論は、

ユークリッド的計量での結果がローレンツ的計量の場合には全く通用しないこ
とを無視している。 さらに摂動論の計算はいつでも平坦時空で行なわれるのだ
から、 はじめからトポロジーの効果はないはずである。

T*積の怪の議論は、私に 40年来のミステリーの解決をもたらした。 1961年

11月 28日、私はプリンストンの高等研究所に居たのだが、T. D. Lee が ‘Charged
vector meson’ というタイトルで、弱い相互作用を仲介するボソン $W$ に関する

講演を行なった。 $V-A$相互作用を説明するために、仲介ボソン $W$ はベクトル

でなければならないが、荷電ベクトル場理論は繰り込み可能でない。彼の話は

発散の問題をどう処理するかというような話だったと思う。 私は、 日本に居た

とき湯川研究室でのセミナーで菅野礼司が、「荷電パイオンがベクトル中間子 $W$

を通して $\backslash \backslash \sim$ ユーオンと =nートリノに崩壊するのは、角運動量保存則に矛盾す

る」 と言っていたのを思い出して、彼にその事を質問したら、彼は単に ‘You are
wrong.’ とだけしか答えなかった。実際、正直にその崩壊振幅を計算すれば、ゼ

ロでない結果を得るのである。
2001年、私はこのパラドックスを解決した [193]。角運動量はつねに保存しな
ければならない。仲介ベクトルボソン理論で、崩壊振幅がゼロでないのは、 プロ

力形式のベクトル場理論に現われる T*積の怪のせいだったのである。従って、
仲介ベクトルボソン理論でパイオンが崩壊するというのは、実は誤りなのであっ
た。 正しい崩壊振幅は、電弱理論で計算されなければならない。 $\mathrm{B}$ 場形式を用い

ると、 T*積の怪が現れず、角運動量は明白に保存する。パイオンは、 $W$ を通し

てではなく、 スカラー粒子である $\mathrm{N}\mathrm{G}$ ボソンを通して崩壊するのである。崩壊

確率の計算がプロカ形式を使っても正しい結果が得られたのは、ゲージ理論にお

ける物理的 S 行列のゲージ独立性のお陰であった。ゲージ理論でもなく、スカ
ラー粒子も含まない仲介ベクトルボソン理論では、繰り込みの困難以前に、パイ
オンの崩壊を説明できなかったのである o*55

1984年の L. Alvarez-Gaum\’e と E. Witten の「重力アノーマリー」 に関する
論文は、超弦理論のアノーマリー. フリー条件の根拠ともなっている有名な論文
である。 1999年、私は彼らが T*積と $\mathrm{T}$ 積を全く混同していることを発見した。
私はそのとき T*積の怪の話の–例として素研 (1999.12) にそのことをコメント
したが、完全に無視されたようであった。 2005年春、私は再びこの問題を取り上
げ、彼らが 2次元時空の場合に「重力アノーマリー」 と呼んだ異常な項は、T*積

が T 積とは異なることを正しく考慮すれば、エネルギー運動量保存則を破るも
のではないことを、具体的な計算できちんと示した。私はこの論文を阿部との共

$*\epsilon\iota$ 1961年においては、電弱理論も $\mathrm{K}\mathrm{O}$ 形式も存在しなかったから、解決不可能であったのだ。
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著で $PTP$ に投稿した $[196]_{0^{*56}}$ 無責任なレフェリーのため 1年が経ってしまっ
たので、編集長の九後大– (汰–郎) と直接議論することになった。 そして 「重

カアノーマリー」を量子論的な保存則の破れと関係なく、背景重力場を含む経路
積分の $\mathrm{c}$ 数一般座標変換不変性の破れで定義する立場があるということを聞い
た。 そこでそれに関する詳しい検討を行ない、長い議論の末、彼の了解を得た。

25 コメント

25.1 $\mathrm{S}_{\mathrm{C}}|\mathrm{a}\mathrm{r}ri\mathrm{n}\mathrm{o}- \mathrm{T}\mathrm{o}||\mathrm{e}\mathrm{r}$ の推測の証明

1967年、 A. Sciarrino と M. Toller は、 レッジエ極理論で $SL(2, C)$ のユニタ

リー既約表現を $SU(1,1)$ のユニタリー既約表現に分解する問題を研究した。彼

らのレッジエ留数の因子分解定理は、次の推測が正しければ証明されたことにな
る。 「 $SU(2)$ のユニタリー既約表現と $SU(1,1)$ のユニタリー既約表現との間の

変換関数を解析接続したものの留数に対して或る符号対称性が存在する。」 1968
年、 私はこの推測を、超幾何関数の変換公式のみを用いて証明した [53]。証明の
キーは、 $\backslash \nearrow\backslash$ n ヴァルツの擬関数を用いることにより、 変換関数の解析接続をそ

の積分を遂行せずに行なったことである。 この証明を Toller に知らせたところ、

W. R\"uhl が群論的な別証を与えたとのことだった。 10年後、私は西ドイツを訪

れたとき、 R\"uhl から歓待された。

252 熱伝導の限界

1960年代 BS 方程式の仕事をやっていた世戸憲治 (\S 9参照) は、 その後専門

を情報科学に転向した。彼は、一見熱力学の第 2法則に反するように見える、熱
伝導に関する面白い事実を見つけた。「2種類の区別可能な同体積 (正しくは同

質量) の水 $A$ と水 $B$ が, それぞれタンクに入っているとする。初めの温度は $A$

が $100^{\mathrm{o}}\mathrm{C}\text{、}B$ が $0^{\mathrm{o}}\mathrm{C}$ であった。 タンクは自由に理想的にくっつけたり分割した

りできるものとするとき、熱伝導のみを用いて $B$ の温度を原理的に何度まで上

げられるか。」 という問題で、答えは $50^{\text{。}}\mathrm{C}$ ではなく、 $100^{\text{。}}\mathrm{C}$ にいくらでも近い

値なのである。 世戸は巧妙な方法で少しずつ B の温度を上げていき、複雑な無
限級数を計算してその温度の極限値が $100^{\text{。}}\mathrm{C}$ であることを示した。私は彼から

の手紙をもらって、彼の証明を検討したところ、繰り込み群的手法を用いれば彼
の結果は非常に簡明に証明できることに気付いた。 1975年 4月 19日、私の証明

を彼に書いて送ったところ、彼は雑誌「数理科学」 (197710) の記事の中でそれ
を発表した。読者からの反応もあったようである (1978.4)。

16 外国の雑誌だと、 このような定脱に反する論文は、通常問答無用で没にされるからである。
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25.3 Robinson-Greenberg の定理への注意

1962年、D. W. Robinson、そして O. W. Greenberg は独立に、次の定理を証
明した。「通常の公理系を満足する局所場 $A(x)$ は、 そのフーリエ変換が空間的

開領域で恒等的にゼロならば、一般化された自由場である。」 1978年、小嶋泉と

私は、 この定理に関するコメントの論文を書いた $[102]_{0}$ まず、 証明は 2次元時

空での質量ゼロの場に対しては成り立たず、実際に反例があることを指摘した。
高次元の場合、 この定理を用いて、「漸近場間の交換子は恒に C 数である」 とい

う命題を証明できたと主張したが、 Jost-Dyson の積分表示の適用に誤りがあっ
たため、 われわれの証明は間違いであった。

25.4 町田-並木理論へのコメント

町田-並木理論は、量子力学の観測理論のひとつである。並木美喜雄は「物理

学最前線 10」にそのレヴィユーを書いたが、彼はその中で、彼らの理論に従え

ば、 粒子の非存在を確かめるいわゆる 「No 型観測」 でも波束の収縮が起ると主

張していた。 1985年 7月 11日、私は並木に手紙を書き、「 $2$ 重、\acute ‘’rテルン . ゲル
ラッハ実験」 を提起して、その主張は量子力学の常識に反する結果を生むことを
指摘した。彼の返事は、量子力学の常識に反する結果が町田-並木理論の予言で
あり、それが正しいはずだというものであった。 しかしその歯すぐに、町田茂は

私に訂正の手紙を送ってきた。 それによれば、町田並木理論の予言は量子力学

の常識と –致するものであるとのことであった。 1986年、東京で開催された量

子力学の基礎国際シンポジウムで町田が講演し、 その中で 2重 $\backslash /_{Z}\vee\backslash$テルン. ゲル

ラッハ実験を、逆に彼らのライヴァル理論である 「環境理論」への批判のために

用いることを提案した。 この会議のプロシーディングスでは、彼は私に感謝して
いる。 しかし、 1992年に発行された並木の著書「量子力学入門」 では、 この実

験は町田-並木の提案であると述べられている。

25.5 クンツ環の準同型

1996年 3月、私は京都大学を退官し、 1997年 6月から数理解析研究所での

数学と理論物理に関する私的セミナーに参加している。 2000年 10月 26日、院

生の川村勝紀はクンツ環 057 $\mathcal{O}_{d}$ (d は生成子の数) に関する講演をした。 もし

$d’>d$ (そして $d-1$ が $d’-1$ の約数) ならば、 $O_{d}$ の生成子の多項式として $O_{d’}$

の生成子を構成するのは容易である。 $d’\leqq d$ のときはそうはいかないが、私は、

もし $*$共役の生成子をも用いるならば可能かも知れないと、いろいろ試行錯誤で
考えたみた。 その結果、 $d’=d=3$ の場合に非常にエレガントな例を 11月 16日

$b\mathit{7}$ クンツ環は 1977年 J. Cun舳によって提起された C*環の 1種である。
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に発見した。 私はこの例を川村に知らせたところ、数学者の常識に反する例だと
いうことで、彼は非常に興味を示した。 その後、彼のクンツ環に関する論文で、

この例は 「中西準同型」 と呼ばれることになった。
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