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概要

集合論研究においては非常に基本的だが重要な概念に stationary set(定常集合) と呼ばれる
ものがある. 本論説では stationary set に関して, 特に古典的な stationary set の分割問題, 巨
大基数との関係, GCH(一般連続体仮説) との関連等に焦点をあわせて解説を行う. また, $P_{\kappa}\lambda$ の

stationary set の分割問題の最近の結果についても説明する.

1 導入

用語, 記号等については Kunen [17], Kanamori [14] 等でも使われている標準的なものを使うが,
読者の便宜のためにそれらを列挙しておく.. 集合 $X$ に対して, $|X|$ で $X$ の濃度を表す.

$\bullet$ ordinal $\gamma$ と $X\subseteq\gamma$ に対して, $X$ が $\gamma$ で unbounded とは $\forall\alpha\in\gamma\exists\beta\in X(\alpha\leq\beta)$ を満たす
こと.

$\bullet$ 集合 $X,$ $\mathrm{Y}$ に対して $\mathrm{x}_{\mathrm{Y}}=$ { $f$ : $f$ は $X$ から $Y$への関数},

$\bullet$ cardinal $\mu,$ $\nu$ に対して,

$-$ $\mu^{\nu}=|^{\nu}\mu|$ ,

$- \mu^{<\nu}=|\bigcup_{\alpha<\nu}\alpha\mu|$ .. ordinal $\gamma$ に対して, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\gamma)=\min${ $|X|$ : $X\subseteq\gamma,$ $X$ は $\gamma$ で unbounded}.
$\mathrm{c}\mathrm{f}(\gamma)$ は $\gamma$ の cofinality と呼ばれている.

- $\gamma[] \mathrm{X}$ regular $\Leftrightarrow \mathrm{c}\mathrm{f}(\gamma)=\gamma$,

-
$\gamma$ } $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\Leftrightarrow \mathrm{c}\mathrm{f}(\gamma)<\gamma$ .

Fact 1.1 (1) regular ordinal は cardinalである,

(2) successor cardinal は regular である.
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(3) cardinal $\mu$ に対して, $\mu^{\mathrm{c}\mathrm{f}(\mu)}>\mu$. 口

Cardinal $\kappa$ が strong limit とは $\forall\alpha<\kappa(2^{\alpha}<\kappa)$ を満たすことである. また, weakly inaccessible

cardinal とは regular limit cardinalのことであり, strongly inaccessible cardinal とは regular strong

limit cardinal のことである.

G\"odel の不完全性定理関係で問題になることではあるが, この論説では常に “公理系 ZFC は無矛

盾である” と仮定し, 必要がない限りは特に明記しない. また, “命題 $\varphi$が無矛盾である” と単に書い

たときにはそれは ZFC に $\varphi$ を付け加えた理論が無矛盾であることを意味するものとする.
本論説に出てくる基本的な Fact の証明は Kunen[17], Kanamori[14] 等にほぼ全て記載されてい

る. 興味を持たれた方は参照されたし.

2 Stationary set and club set
まず最初に, regular uncountable cardinal の stationary set の概念, 及び巨大基数と saturated

ideal との基本的な関係について解説する.
簡便のため, これ以後, 特に明記がない限りは $\kappa$ は常に regular uncountable cardinal を表すと

する.

Definition 2.1 Limit ordinal $\gamma$ と $X\subseteq\gamma$ に対して, $X$ が $\gamma$ で closed $\Leftrightarrow\forall\alpha<\gamma(\alpha$ は limit

ordin田かつ $X\cap\alpha$ が $\alpha$ で unbounded $\Rightarrow$ a $\in X$ ).
$C\subseteq\gamma$ に対して, $C$ は $\gamma$ の club $\Leftrightarrow C$ は $\gamma$ で closed かつ unbounded. 口

Deflnition 2.2 limit ordinal 7と $S\subseteq\gamma$ に対して, $S$ が $\gamma$ で stationary $\Leftrightarrow S\cap C\neq\emptyset$ が 7

の任意の club $C$ に対して成立する.
$S$ は $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}\Leftrightarrow S$ は stationaryでない, 即ち, ある club set $C$ で $C,\cap S=\emptyset$ が成立す

る. 口

われわれの主な興味は, regular uncountable cardinal の stationary set であるので, 文脈から明

らかな場合は club, stationary等に関して “
$\kappa$ で (の)” を明記しないことにする.

直感的に言えば, $\kappa$ の club set は $\kappa$ の部分集合で大きい集合であり, 逆に non-stationary set は小

さい集合, stationary set は小さくない集合である.

以下, その直感を対応する club, stationary の基本的性質を列挙する.

Fact 2.3 (1) $\kappa$ 自体は club である,

(2) もし $C,$ $D\subseteq\kappa$ が両方とも club set であるならば, $C\cap D$ もまた club setである. よって特果

club set は stationary set でもある.

(3) $S$ が stationary set, $C$ が club ならば $S\cap C$ も stationaryである,
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(4) もし $S\subseteq\kappa$ が $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{v}\sim$ set ならば $S$ は unbounded である よって $|S|=\kappa$ となる. 口

stationary set に対してはモデル理論的な特徴づけができる. 次の事実は簡単だが重要であり, 集

合論の研究においては空気のように使われている.

Fact 2.4 $S\subseteq\kappa$ に対して, 次は同値である.

(1) $S$ es stationary,

(2) 任意の –階可算言語構造 $M$ で $\kappa\subseteq M$ となるものに対して, 初等的部分構造 $N\prec M$ で

$N\cap\kappa\in S$ となるものが存在する. 口

上の事実より, club set に対しても同様な定義が与えられる: $X\subseteq\kappa$が club set を部分集合として
持つことと, ある–階可算言語構造 $M$ で $\kappa\subseteq M$ かつ $\{N\cap\kappa\in\kappa:N\prec M\}\subseteq X$ となるものが存

在することは同値である.

また, “Fodor の補題” として知られている次の事実も集合論研究において頻繁に使われるもので
ある.

Fact 2.5 $(\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{r}[3])S\subseteq\kappa$ を stationary set とする もし function $f$ : $Sarrow\kappa$が $\forall\alpha\in S(f(\alpha)<\alpha)$

を満たすならば, ある $\beta<\kappa$ に対して $\{\alpha\in S:f(\alpha)=\beta\}$ がまた stationary となる. 口

実際には, $S\subseteq\kappa$ に対して Fodor の補題が成り立つことと $S$が stationaryであることはほど同値と

なる. 歴史的には stationary set の概念は, Fodor の補題が成り立っための必要十分条件として導入
されている.

Fact 2.6 $S\subseteq\kappa$ に対して次は同値である:

(1) $S\#\mathrm{h}$ stationary,

(2) 任意の function $f$ : $Sarrow\kappa$ に対して, もし $\forall\alpha\in S(f(\alpha)<\alpha)$ を満たすならばある $\beta<\kappa$ に

対して $\{\alpha\in S:f(\alpha)=\beta\}$ が unbounded となる. 口

ここで, stationary set の簡単な例を幾つかあげておく.

(1) $\kappa$ 自体,

(2) $\{\alpha<\kappa:\alpha\}\mathfrak{X}$ limit ordinal},

(3) $\{\alpha<\kappa : \mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\mu\}$ , ここで $\mu<\kappa$ はある無限 cardinal である.

(1) は自明である (2) については, club set $C\subseteq\kappa$が与えられたならば $C$ の元で, 小さいほうから

数えていって $\omega$ 番目の元を考えればよい. $C$が closed ゆえ, それは limit ordinal となっている. (3)

については, 下から数えて $\mu$ 番目の元を考えればよい.
上の事実より, 特に次のことが分かる.
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. 任意の $\omega_{1}$ より大きい regular uncountable cardinal $\kappa$ は二つの互いに素な stationary set を
持っている: $\{\alpha<\kappa:\mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\omega\}$ と $\{\alpha<\kappa:\mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\omega_{1}\}$ .. もし $\kappa$ が weakly inaccessible cardinal ならば, $\kappa$ 個の互いに素な stationary set がある:

$\{\alpha<\kappa:\mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\mu\}$ , ここで $\mu<\kappa$ はある regular cardinal. 口

これにより次のような疑問が生じる.

Question 2.7 $\kappa$ の任意の stationary set は二つの互いに素な stationary set に常に分割可能であ
るか? もっといえば $\kappa$ 個に分割可能であるか?

この問題は Foder-Hajna1[4] によって取り上げられている. 文面だけを取り上げればこれは単純な
組み合わせ論的な問題であり, 実際 Foder-Hajnalでの意識もそこにあった. しかし, この問題を 60
年代以降発展してきた巨大基数理論と絡めて見ると, 単純な組み合わせ論を超えた別の側面が浮き
彫りになってくる.

以下, この問題と巨大基数理論とがどのように関わっていくのかを見ていくが, そのために、現在
では巨大基数理論の中核をなしている ide田理論の用語を幾つか定義していく.

Deflnition 2.8 infinte set $A$ と $I\subseteq P(A)$ に対して, $I$ が $A$上の ideal とは次を満たすことである:

(1) $\forall X\in I\forall \mathrm{Y}\in P(A)(\mathrm{Y}\subseteq X\Rightarrow Y\in I)$ ,

(2) $\forall X,$ $\mathrm{Y}\in I(X\cup Y\in I)$ ,

(3) $\emptyset\in I$ かつ $A\not\in I$ ,

(4) $\forall a\in A(\{a\}\in I)$ . 口

(1)$-(3)$ は, $I$ がブール代数 $P(A)$ 上の proper ideal であることを主張している. 一般的なブール代
数では (4) は仮定されないが, 巨大基数理論ではこれを仮定すると色々と都合がよい. 以下, ideal に
対して少々技術的な定義を行う.

Deflnition 2.9 infinite cardinal $\mu$ と $A$ 上の ideal $I$ に対して, $I$ が $\mu$-complete とは $\forall B\subseteq$

$I(|B|<\muarrow\cup B\in I)$ を満たすこと. 口

Definition 2.10 $A$ 上の ideal $I$ に対して,

$\bullet$ $I^{+}=\mathcal{P}(A)\backslash I$. $I^{+}$ の元は I-positive set と呼ばれる.

$\bullet$ $X\in I^{+}$ に対して, $I|X=\{\mathrm{Y}\subseteq A:Y\cap X\in I\}$ . $I|X$ は $I$ の $X$ 上への制限と呼ばれ, やはり
$A$ 上の ideal となる. 口

stationary set の時と同様, ここで ideal の具体例を与える.

$\bullet$ $\mathrm{I}_{\kappa}=$ { $X\subseteq\kappa$ : $X$ は $\kappa$ で bounded} は $\kappa$ 上の &complete ideal を成している.

$\bullet$ $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}=$ { $X\subseteq\kappa:X$ は $\kappa$ で non-stationary} は $\kappa$ 上の $\kappa$-complete ideal を成している.
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$\mathrm{I}_{\kappa}$ は bounded ideal, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ は non-stationary ideal とそれぞれ呼ばれている. 定義より, $\mathrm{I}_{\kappa}^{+}$ は

unbounded set 全体, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}^{\overline{+}}$ は stationary set 全体に –致することが分かる.
ここで Tarski によって導入された “saturated ideal” の概念を導入する.

Definition 2.11 (Tarski[27]) cardinal $\mu$ と $A$ 上の ideal $I$ に対して, $I$ は $\mu$-saturated $\Leftrightarrow$

$\forall B\subseteq I^{+}(|B|\geq\mu\Rightarrow\exists X, Y\in B(X\neq Y\wedge X\cap \mathrm{Y}\in I^{+})$ .

特に, $A$ 上の ideal $I$ が 2-saturated であることは $I$ が maximal ideal である, 即ち $\forall X\subseteq A(X\in$

$I\vee A\backslash X\in I)$ となることと同値であり, 明らかに $A$ 上のどんな ideal も $(2^{|A|})^{+}$ -saturated である.

これらのことから窺い知れるが, saturation の概念は idealがどれだけ maximal ideal に近いか, と

いう指標と見ることができる.

Fact 2.12 Stationary set $S\subseteq\kappa$ と cardinal $\mu\leq\kappa$ に対して, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が $\mu$-saturated であることと
$S$ が $\mu$ 個の互いに素な stationary set に分割できないことは同値である. 口

これにより, stationary set の分割問題は saturated ideal の問題に還元できる:

Question 2.13ある stationary set $S\subseteq\kappa$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が 2-saturated(または -saturated)
となることはあるか?

もちろん, これは分割問題を言い換えたものに過ぎないが, このような言い換えを行うことにより
分割問題と巨大基数理論との関連がより見やすくなるという利点がある. というのも, 巨大基数の

幾つかは “ある集合上に強い性質を持つ 2-saturated idealが存在する” という形で定義されている

からである 1. ここで, そのようなものの中で代表的なものである measurable cardinal を考える.

Deflnition 2.14 $\kappa$ が measurable cardinal とは $\kappa$ 上に 2-saturated $\kappa$-complete ideal が存在す
ることである.

次の事実は, lneasurable cardinalが巨大基数として比較的大きいものであることを示している.

Fact 2.15 $\kappa \text{を}$ meaeurable cardinal -t $\text{る}$ .

(1) $\kappa$ は strongly inaccessible cardinal である,

(2) { $\alpha<\kappa$ : $\alpha$ は strongly inaccessible cardinal} は unbonded である. 口

よく知られているように strongly inaccessible cardinal の存在より ZFC の集合モデルの存在が
示される. –方で G\"odel の第二不完全性定理により, ZFC からは ZFC の集合モデルの存在は証明
できない. よって, ZFC からは strongly inaccessible cardinalの存在は証明できない 2. さて, この事

実によりわれわれは次の系を得ることができる.

1普通は ideal ではな $\langle$ , 双対概念である ffiter を用いて定義するが, 本質的な違いはない.

2実際のところはもっと強く, “ZFC が無矛盾ならば ZFC に $\epsilon \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{y}$ inaccessible cardinal の存在を付け加えた理論も
また無矛盾である” と言う命題が ZFC から証明不可能である. –方で “ZFCが無矛盾ならば ZFC に strongly inaccessible
cardinal の非存在を付け加えた理論もまた無矛盾である” は ZFC で証明可能である.
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Cor. 2.16 “ある stationary set $S\subseteq\kappa$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が 2-saturated になる” という命題は ZFC から
証明不可能である.

Proof: もしも証明可能であるならば, それは ZFC から measurable cardinal の存在が証明できて
しまうことを意味しており, これは不完全性定理に反する. 口

以上により “二つに分割不可能な stationary set の存在は ZFC からは証明不可能” という –応の
結論が得られた. しかしながらこれは “二つに分割不可能な stationary set は存在しない” と言う命
題が ZFC から証明できたということではない. 実際のところはどうなのであろうか?

実は, $\kappa$ が successor cardinal の場合は古典的な Ulam matrix を応用することで次の結論が簡単
に得られることが知られている.

Fact 2.17 (Ulam[28]) もし $\kappa$ が successor cardinal ならば, $\kappa$ 上の $\kappa$-complete $\kappa$-saturated ideal
は存在しない. 口

$\kappa$ 上の ideal が $\kappa$-saturatedならば当然 $\kappa^{+}$-saturatedでもあるので, このことから successor cardi-
nal $\kappa$ の stationary set は常に $\kappa$個に分割可能であることが帰結できる. 残された問題は $\kappa$が weakly
inaccessible cardinal の場合であるが, これも Solovay によって解決されている.

Fact 2.18 (Solovay[25]) Stationary set $S\subseteq\kappa$ に対して, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ は $\kappa$-saturated ではない. よって

特に, stationary set $S$ は $\kappa$ 個の互いに素な stationary set に分割可能である. 口

Solovay は, $\kappa$ 上の $\kappa$-complete 2-saturated ideal (つまり $\kappa$ は measurable cardinal) の存在から導
けるような強い性質の多く力 i $\kappa$-complete xsaturated ideal の存在からも導けることを示し, それら
を用いて上の Fact 218を示している. ここでは (ZFC とは独立な) 巨大基数から発生した直感を用
いて ZFC の定理がえられる, という不思議な現象が生じている. これに対して, Kanam0${ }$よ次の

ように述べている (Kanamori[15]):

これらの結果は, 巨大基数の理論の研究を通じて開発された技術により, 巨大基数と直
接には関係のない集合論の重要な結果が得られている, という意味で, この理論の “実用
的な意味での有用性” を実証するものとなっている.

さて, 以上をまとめることで, われわれは次の最終的な結論に到達することができた.

Cor. 2.19任意の $\kappa$ の stationary set は $\kappa$ 個の互いに素な stationary set に分割可能である. 口

この結果は, 現在では無限組み合わせ論の標準的な道具となっている.

3 $\kappa^{+}$-saturation and GCH
$\kappa$個への分割可能性については ZFC の定理であることが分かったわけであるが, 依然として次の
ような弱い形の分割問題が残されている.
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Question 3.1ある stationary set $S\subseteq\kappa$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ が $\kappa^{+}$-saturated となることはありえるか?

ここでなぜ $\kappa^{+}$-saturated に注目するのか説明する. 前節の最後で述べたことであるが, $\kappa$ 上に

$\kappa- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\kappa$-saturated idealが存在すれば $\kappa$ は “ほぼ”measurable cardinal と考えてよい. しかし

ながら, 実は $\kappa$-complete $\kappa^{+}$-saturated idealが存在するということだけで, $\kappa$ はかなり measurable
cardinal に近い, すなわち measurable cardinalの存在から帰結される性質の幾つかが $\kappa^{+}$-saturated
ideal の存在から引き出せるのである. すなわち, $\kappa$-complete $\kappa^{+}$-saturated idealが存在しているよ
うな $\kappa$ は “潜在的な” 巨大基数とみなせる.
また, measurable cardinal は常に inaccessible cardinal のため, たとえば $\omega_{1}$ 上に $\aleph_{1}$-complete

2-saturated ideal は存在しない ( $\aleph_{1}$ -saturated も不可能である). -方で $\omega_{1}$ 上に $\aleph_{1}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\aleph_{2}-$

saturated ideal は存在しうるのである. このように $\kappa^{+}$-saturated ideal は小さな基数上にも存在し
え, その意味で “より –般化された” 巨大基数理論を展開することが可能なのである.

話を $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ , あるいは $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が $\kappa^{+}$-saturated になりうるかどうかに絞る. 無矛盾性に関しては次
のような結果が, ZFC の内部モデル理論と forcing理論を組み合わせることにより得られている.

Fact 3.2 $(\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{r}-\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{U}- \mathrm{P}\mathrm{r}i\mathrm{k}\mathrm{r}\mathrm{y}[12])$次は equiconsistent である.

(1) measurable cardinalが存在する.,

(2) ある $\kappa$ に対して $\kappa$ 上の $\kappa-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$
$\kappa^{+}$-saturated ideal が存在する.

ここで, 理論 $\mathrm{T}$ と $\mathrm{T}$’が equiconsistent であるとは $‘(\mathrm{T}$ が無矛盾であることと $\mathrm{T}$’が無矛盾であるこ
とは同値である” と言う命題が ZFC から証明可能であることである. 口

したがって特に, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が $\kappa^{+}$-saturated となるような stationary set $S$ の存在は ZFC からは証
明不可能である. –方で, 組み合わせ論的方法によって次が示されている.

Fact 3.3 (Shelah[22], Gitik-Shelah[10])

(1) $\kappa>\omega_{1}$ ならば $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ は $\kappa^{+}$-saturated でない,

(2) $\mu<\kappa$ が regular cardinal で $\mu^{+}<\kappa$ ならば, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|\{\alpha<\kappa : \mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\mu\}$ は $\kappa^{+}$-saturated では
ない. 口

これらの結果により, $\kappa>$ Wl の時は $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ や, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ を自然な stationary set 上に制限したもの
は $\kappa^{+}$-saturated にはならない. では, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{v\iota}$

‘ が $\aleph_{2}$-saturated になる, 或いは $\kappa>\omega_{1}$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ が
$\kappa^{+}$-saturated になるようなことがあるのであるのか? この疑問に対する答えは, 巨大基数理論と強
制法の発展によってえられた.

Fact 3.4適当な巨大基数公理の無矛盾性を仮定ならば, 次もまた無矛盾である.

(1) $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\omega_{1}}\mathrm{r}$: N2-saturated,

(2) $\kappa>\omega_{1}$ か\check 2ある stationary set $S\subseteq\kappa$ で NSJS が $\kappa^{+}$-saturated となる. 口
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(1) は Steel-Van $\mathrm{W}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}[26],$ $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{r}- \mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{h}[7],$ $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{h}[23]$ による結果であり, (2) は

Foreman[5], Jech-Woodin[13], Gitik[9], Shelah[23] 等によるものである 3.

Fact 3.3の (2) により, stationary set $S$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が $\kappa^{+}$-saturated になる場合でも, $S$ は $\{\alpha<$

\mbox{\boldmath $\kappa$}:cf(\alpha )=\mu }のような典型的な形をすることはできない 実際に Fact 34の (2) で saturate して
いる $S$ は $\{\alpha<\kappa : \mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\mu\}$ の真の subset となっている どのような stationary set $S$ ならば
$\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$が $\kappa^{+}$-saturated になるかを決定することは今後に残された重要な課題であると思われる. ま

た, Fact 33でも残されている $\kappa=\mu^{+}$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|\{\alpha<\kappa:\mathrm{c}\mathrm{f}(\alpha)=\mu\}$ が $\kappa^{+}$-saturated になりうるか?
という問題も以前未解決である.

ここで話を少し変えて, saturated ideal と GCH との関連について触れる measurable cardinal
の存在が基数の幕に対してある種の制約を課すことが古典的な事実として知られている. さて, 何
度か触れていることだが measurable cardinalから引き出せる帰結は saturated idealからも引き出
せる (ことがある). したがって saturated ideal の存在が基数の幕にある種の制約をもたらすことが
予想できる. 実際これは正しい予想である.

Fact 3.5 もし $\kappa$ 上に $\kappa$-complete $\kappa^{+}$-saturated ideal が存在して, $\forall\alpha<\kappa(2^{\alpha}=\alpha^{+})$ が存在する

ならば, $2^{\kappa}=\kappa^{+}$が成立する. 口

これは巨大基数現象としてよく現れる反映原理 4であり, 十分予想されることではある. そのような

中で, Woodin による次の結果はそのような反映原理とはまったく別の現象であり, saturated ideal
に関して予想だにしなかった制約をもたらした.

Fact 3.6 (Woodin) $\mathrm{N}\mathrm{S}_{1d_{1}}$ が $\aleph_{2}$-saturatedであるとする. さらにもしも measurable cardinalが存
在するならば $2^{\mathrm{N}_{\mathrm{O}}}\geq\aleph_{2}$である. 口

“measurable cardinalが存在する” という仮定はやや技術的な感があり, これが消去可能であるか
は重要な未解決問題である. ついでに述べておくが, GCH と “ある stationary set $S\subseteq\kappa$で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$

が $\kappa^{+}$-saturated である” ことは, (適当な巨大基数公理の無矛盾性を仮定すれば) 無矛盾である.

Fact 3.7適当な巨大基数公理の無矛盾性を仮定する. このとき,

(1) $2^{\aleph_{0}}=\aleph_{1}$ とある stationary set $S\subseteq\omega_{1}$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\omega_{1}}|S$ が $\aleph_{2}$-saturated となることは無矛盾で
ある,

(2) $\kappa>\omega_{1}$ に対して, GCH とある stationary set $S\subseteq\kappa$で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}|S$ が $\kappa^{+}$-saturated となるものが
存在することは無矛盾である. 口

(1) は $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{h}[7]$ によるものであり, (2) については, Fact 3.4のモデルがそれになっている.

$s_{(1)}$ について何人も名前が上がっているのは, 証明に使われた巨大基数公理の仮定がだんだんと弱められていった結果
である. (2) については各人が様々な $\kappa$ と $\epsilon \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$set に紺してモデルを構成しているからである.

4正確な定義 tがあるわけではないが, “巨大基数 $\kappa$ で成立している事は, $\kappa$ より小さいある基数上でも部分的に成立してい
る” と言った現象. 例えば Fact 215であり, measurable cardinal の strongly $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}\infty \mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$性が $\kappa$ より小さい cardinal
に反映している.
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4 Stationary set of $P_{\kappa}$ A
今までは $\kappa$ の club や stationary set について考察を行ってきたが, ここより $P_{\kappa}\lambda$ と呼ばれる構造
について考えていきたい. $P_{\kappa}\lambda$ は巨大基数理論の発展とともに注目されてきた構造であり, $\kappa$ の様々
な性質が $P_{\kappa}\lambda$ に対して自然に変換できる.

Definition 4.1 $\lambda$ を $\kappa$ 以上の基数とする. この時,

$\mathcal{P}_{\kappa}\lambda=\{x\subseteq\lambda : |x|<\kappa\}$ .
以後, 簡便のために $\lambda$ は常に $\kappa$ 以上の cardinal を表すものとする. まず, 次に注意しておく.

Note 4.2 (1) $|P_{\kappa}\lambda|=\lambda^{<\kappa}$ であり,

(a) $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ならば $\lambda^{<\kappa}>\lambda$ ,

(b) GCH の下では $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)\geq\kappa$ ならば $\lambda^{<\kappa}=\lambda,$ $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ならば $\lambda^{<\kappa}=\lambda^{+}$ である. 口

$\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ に対する club, stationary は Jech により次のような形で導入されている.

Deflnition 4.3 $(\mathrm{J}\bm{\mathrm{r}}\mathrm{h}[11])X\subseteq P_{\kappa}\lambda$ に対して,

$\bullet$ $X$ es $\mathrm{P}_{\kappa}\mathrm{A}$ $\text{で}$ unbounded $\Leftrightarrow\forall x\in \mathcal{P}_{\kappa}\lambda\exists y\in X(x\subseteq y)$ ,. $Xt\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}\Leftrightarrow\forall \mathrm{Y}\subseteq X(|\mathrm{Y}|<\kappa\wedge\forall x, y\in \mathrm{Y}\exists z\in \mathrm{Y}(x\cup y\subseteq z)\Rightarrow\cup \mathrm{Y}\in X)$ .
$C\subseteq P_{\kappa}\lambda l^{\mathit{3}}$ club $\Leftrightarrow C$ IS $P_{\kappa}\mathrm{A}$ $\text{で}$ closed $\hslash^{\mathrm{l}}\text{つ}$ unbounded.

$S\subseteq \mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ に対して, $S$ が $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ で stationary $\Leftrightarrow S\cap C\neq\emptyset$ が任意の $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ の club $C$ に対し
て成立する. 口

$\kappa$ の時と同様, 文脈から明らかなときは “
$P_{\kappa}\lambda$ で” 等は省略する.

上のような形で導入された $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ の club, stationary は通常の club, stationary と同じような性質
を持っていることが示されている.

Fact 4.4 (1) もし $C,$ $D\subseteq P_{\kappa}\lambda$ が両方とも club ならば $C\cap D$ もまた club である. よって特に

club は stationary集合である,

(2) もし $S$ が stationary ならば $S$ は unbounded,

(3) $X$ が unbounded ならば $|X|\geq\lambda$ であり, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ ならば $|X|>\lambda$ である. 口

また, 次の事実より, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary, club が $\kappa$ のそれの拡張になっていることがわかる.

Fact 4.5 (1) $\kappa$ の club は $P_{\kappa}\kappa$ の clubである,

(2) $C$ が $P_{\kappa}\kappa$ の club ならば $C\cap\kappa$ は $\kappa$ の club になる. 口

次の事実もまた, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary setが $\kappa$ の–般化であることを示している.
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Fact 4.6 $S\subseteq \mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ に対して次は同値:

(1) $S$ es stationary,

(2) 任意の–階可算言語構造 $M$で $\lambda\subseteq M$ なるものに対して初等的部分構造 $N\prec M$で $N\cap\kappa\in\kappa$

かつ $N\cap\lambda\in S$ となるものが存在する. 口

Fodor の補題の $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ 版も次のような形で成立する.

Ebct 4.7 $(\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}[11])S\subseteq P_{\kappa}\lambda$ を stationary set とする この時 function $f$ : $Sarrow\lambda$ で $\forall x\in$

$S\backslash \{\emptyset\}(f(x)\in x)$ を満たすものに対して, $\beta<\lambda$ で $\{x\in S:f(x)=\beta\}$ が再び stationary となる
ものが存在する. 口

方で, $\kappa$ のときとは違い Foder の補題の成立と stationaryであることの同値性は成り立たない.

Fact 4.8 $(\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{s}[21])\lambda>\kappa$ とする このとき $P_{\kappa}\lambda$ の unbounded だが non-stationary set で次の
性質を満たすものが存在する: 任意の function $f:Sarrow\lambda$ で $\forall x\in S\backslash \{\emptyset\}(f(x)\in x)$ を満たすもの

に対して, ある $\beta<\lambda$ で $\{x\in S:f(x)=\beta\}$ が unbounded になる. 口

上のような例外はあるにしても, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary と $\kappa$ の stationary はほぼ同じような性質を
持っている. このことから, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set の分割可能性についても $\kappa$ の場合の類推から, 次
のような予想が自然に立てられることとなる:

$P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary set は $\lambda^{<\hslash}$ 個の stationary set に分割可能である.

これは $\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{e}[21]$ によって提唱されたことから Menas’ $\mathrm{c}\mathrm{o}\dot{\eta}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ と呼ばれている. ところが,
このような定式化では少々まずい問題が生じてしまう. $2^{\aleph_{0}}>\aleph_{1}$ は無矛盾であるが, このときには
$|P_{w_{1}}\omega_{1}|=\aleph_{1}^{<\aleph_{1}}\geq 2^{\aleph_{0}}\geq\aleph_{2}$ となる. –方で $\mathcal{P}_{\omega_{1}}\omega\iota$ には濃度 $\aleph_{1}$ の stationary setが存在することが
簡単に示せるが, 当然ながらこの stationary set は蛭 Rl 個に分割することは不可能である. このよ
うな自明な反例を避けるために, Menas’ conjecture を次のような形に再定式化してみる:

$\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary set $S$ は $\min${ $|S\cap C|$ : $C$ は $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ の club} 個の
statinaly set に分割可能である.

$|S|$ ではなく $|S\cap C|$ を考えているのは次のような理由による:stationary set $S$が $S=S_{0}\cup S_{1}$ , So
は stationary, $S_{1}$ は non-statinaryだが $|S_{\mathrm{Q}}|<|S_{1}|$ のような形に分割できる場合, この $S$ は $|S|$ 個の
stationary set には分割不可能である.
上記のような形での Menas’s conjecture を考えると, 確かにこの予想は $\lambda=\kappa$ の場合は真である.

注目すべきは, この自然な予想が実は大きく間違っていたことが Gitik によって証明されたことで
ある. この結果については後述する.

まずは $\kappa$ の時と同様に stationary set の分割可能性が ideal の saturation に還元可能であウ, これ
によりこの問題が ZFC から証明不可能であることに触れておく.
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Deflnition 4.9

$\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}=\{X\subseteq P_{\kappa}\lambda : X\}\mathrm{h}$ non-stationary}.

$\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ は $P_{\kappa}\lambda$ 上の $\kappa$-comPlete ideal である. 口

これは $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ の自然な拡張であり, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ に対しても $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa}$ と同様に saturation と分割不可能性は相互
に変換可能である.

Fact 4.10 $S\subseteq P_{\kappa}\lambda$ を stationary set とし, $\mu$ を $\mu\leq\lambda$ なる cardinal とする このとき, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$

が $\mu$-saturated であることと $S$ が $\mu$個の互いに素な stationary set に分割不可能であることは同値
である. 口

Fact 4.11 もし “ある stationary set $S\subseteq P_{\kappa}\lambda$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ が $\lambda^{+}$-saturated となる” が無矛

盾ならば, “measurable cardinalが存在する” もまた無矛盾である.

これにより, $\kappa$ の stationary set の場合と同様, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set で $\lambda$ 個に分割不可能なもの

が存在することは ZFC から証明不可能である. さらに, Solovay による Fact 2.18の論法を改良す

ることにより, 次が得られている.

Fact 4.12 (Gitik[8]) 任意の $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set は $\kappa$個の互いに素な stationary set に分割可能
である. 口

次に, Menas’ conjectureが ZFC と共存可能であることを示す. まず手始めに, $\lambda$ 個への分割可能

性について考える.

Fact 4.13 (Baumgartner) $S=\{x\in \mathcal{P}_{\kappa}\lambda : |x|=|x\cap\kappa|\}$ とする. このとき,

(1) $S$ は stationary である,

(2) もし $\kappa$ が successor cardinal ならば $S$ は club set を部分集合として持つ,

(3) 任意の $S$ の stationary subset は $\lambda$ 個の互いに素な stationary set に分割可能である. 口

上の Fact 4.13により, $\kappa$ が successor cardinalであるならば次のような結果が得られる.

Cor. 4.14 $\kappa$ が successor cardinal ならば $P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary subset は $\lambda$ 個の互いに素な

stationary set に分割可能である. 口

また, 次のことも示されている.

Fact 4.15 (Baumgartner) G\"odel の constructible universe の中では, $\{x\in \mathcal{P}_{\kappa}\lambda : |x|=|x\cap\kappa|\}$ は

常に club set を部分集合として持つ. 口

Cor. 4.16 G\"odel の constructible universeの中では, $P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary subset は $\lambda$ 個の互

いに素な stationary set に分割可能である. 口
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GCH の元で, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)\geq\kappa$ ならば $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set の濃度は $\lambda$ になる. よって, 例えば G\"odel

の constructible universe の中では $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)\geq\kappa$ なる $P_{\kappa}\lambda$ に対しては Menas’ conjecture が成立する

事となる.

次に $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ の場合を考えたい. $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$の場合は $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ の stationary set の濃度は常に $\lambda^{+}$ 以

上になるので, $\lambda$ よりも大きい個数への分割可能性が考えられる. 実際にそれは自然な $\lambda$ に対して

は正しいことが示されている.

Fact 4.17 ($\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}[18]$ , Matsubara-Shioya [20], $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}- \mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{h}[19]$ ) もし $\lambda$ が strong hhmit

singular cardinal ならば, 任意の $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set は $\lambda^{<\kappa}$ 個の互いに素な stationary set に分

割可能である. さらにすべての stationary set $S$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ は $\lambda^{+}$-saturated にならない. 口

以上をまとめることで, Menas’ conjecture の無矛盾性が示される.

Fact 4.18 $(\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}[18])$ Menas’ conjecture は ZFC と無矛盾である 実際に G\"odel の con-
structible universe で Menas’ conjecture は真である. 口

分割可能性についての, 上記以外の結果についても幾つか触れておく. $\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}-\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{t}[2]$ は $2^{<\kappa}<\lambda$

という仮定から $P_{\kappa}\lambda$のダイヤモンド原理と呼ばれるものが成立することを示しており, それにより
$P_{\kappa}\lambda$ 全体が $\lambda^{<\hslash}$ 個に分割可能であることを示している. また, Shioya[24] は, 何の仮定も用いずに,
$P_{\kappa}\lambda$ 全体が $\lambda^{\{v}$ 個に分割可能であることを示している. また, Shioya[24] は $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ ならば $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ は

常に $\lambda^{+}$ 個の statiollary set に分割可能であることも示している.

ついでに, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ の saturation についても触れておく.

Fact 4.19 $(\mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{e}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}[1], \mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{r}[6])\kappa=\lambda=\omega_{1}$でないならば, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ は $\lambda^{+}-$

saturatedではない. また, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ かつ $\kappa>\omega_{1}$ ならば $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ は $\lambda^{++}$-saturated ではない. 口

Foreman-Magidor[6] の中では, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ が $\lambda^{+}$ -saturated にならないような stationary set の具体

例が幾つかあげられている.

さて, ここで前述した, Menas’ conjecture の反例について触れる.

Fact 4.20 (Gitik[8]) GCH を仮定する. $\kappa$ を $\lambda$-supercompact cardinal5 とする. このとき, forcing

extension で次を満たすものが存在する:

$P_{\kappa}\lambda$ の stationary set で $\kappa^{+}$ 個に分割不可能なものが存在する. 口

注目すべきは $\lambda$ は $\kappa^{+}$ に比べていくらでも大きく取れ, $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set の濃度が $\kappa^{+}$ より望

むだけ大きくできるにも関わらず $\kappa^{+}$ 個にすら分割不可能なことである. この Gitik のモデルは非

常に強い Menas’ conjecture の反例になっている.

しかしながら Gitik のモデルにおいて $2^{\kappa}\geq\lambda$ となってお $\text{り}$ GCH は壊れている Fact 4.17によ

り, $\lambda$ が singular cardinal ならばこれは不可避な状況である. では $\lambda$ が regular の場合はどうか?

$\epsilon\lambda$-supercompact cudinal は meas.urable cardinal より強い巨大基数である. 詳しい定義等は $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}[14]$等を参
照されたい.
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Question 4.21 (Gitik[8]) GCH の下で, regular $\lambda$ に対して $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set で $\kappa^{+}$ 個に分割

不可能なものが存在することは無矛盾であるか ?

また, Fact 417により GCH の元で $\lambda$ が singular cardinal の時は, 任意の stationary set $S$ に対

して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ は $\lambda^{+}$ -saturated にならない. $\lambda$ が regular の場合はどうであろうか?

Question 4.22 GCHの下で, regular $\lambda$ に対して $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set $S$で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$が $\lambda^{+}$-saturated
になるものが存在することは無矛盾であるか ?

これらの問題に対しては幾つかの結果が得られている. そのことについて説明する.

Definition 4.23 regular cardinal $\lambda$ に対して,

$S(\kappa, \lambda)=$ { $x\in P_{\kappa}\lambda:\mathrm{o}\mathrm{t}(x)$ et regular $p \backslash \vee\supset x[]\mathrm{h}\sup(x)^{-}C$ stationary}.

ここで, $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)$ は $x$ の順序型, $\sup(x\rangle$ は $x$ の最小上界である. 口

まず $S(\kappa, \lambda)$ の基本的な性質を幾つか書き出してみる.

Proposition 4.24 $P_{\kappa}\lambda\backslash S(\kappa, \lambda)$ は stationary である. 口

実際, $x\in S(\kappa, \lambda)$ ならば $|x\cap\kappa|\leq \mathrm{o}\mathrm{t}(x\cap\kappa)<\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=|x|$ となるので, $S(\kappa, \lambda)\cap\{x\in P_{\kappa}\lambda$ : $|x|=$

$|x\cap\kappa|\}=\emptyset$が成立する よって Fact 4.13より $\mathcal{P}_{\kappa}\lambda\backslash S(\kappa, \lambda)$ が stationary であることが分かる.

また, Fact 415と合わせると, $S(\kappa, \lambda)$ は必ずしも stationary set になるとは限らないことが分かる.
$S(\kappa, \lambda)$ のような技術的な集合を考える理由の–つは次にある.

Proposition 4.25 $(\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}[29])\lambda$ を regular とし, $S$ を $P_{\kappa}\lambda$ の stationary set とする もし $S\backslash$

$S(\kappa, \lambda)$ が stationary ならば, $S$ は $\lambda$ 個の互いに素な stationary set に分割可能である. 口

これを逆にいえば, $\kappa^{+}$ 個に分割不可能な stationary set は ( $\lambda$ が regular ならば) 常に $S(\kappa, \lambda)$ の

subset になっていることが分かる.

さて, この $S(\kappa, \lambda)$ に対して次のような結果が得られている.

Tbeorem 4.26 ($\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}[29];\lambda=\kappa^{+}$ に対しては $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}[16]$ ) GCHを仮定する. $\kappa$ を $\lambda$-supercomPact

cardinal とし, $\lambda$ を regular cardinal とする このとき forcing extension で次を満たすものが存在

する:

$\bullet$ $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S(\kappa, \lambda)\}\mathrm{f}\lambda^{+}$ -saturated,

$\bullet$ GCH が成立. 口

よって GCH と stationary set $S$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S$ が $\lambda^{+}$ -saturated になるものの存在は無矛盾である.

この結果は Fact 4.17と対照的であり, $\lambda$ が regular か singular かで $P_{\kappa}\lambda$構造が劇的に変化するこ

とを示している.

また\breve \tilde , Gitikの問題に対しては次のような部分解が得られている.
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Theorem 4.27 $(\mathrm{U}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{a}[05])$ GCH を仮定する. $\kappa$ を $\lambda$-superconupact cardinal とし, $\lambda$ を regular

cardinal とする. $\mu$ を cardinal で $\kappa\leq\mu<\lambda$ なるものとする. このとき forcing extension で次を満

たすものが存在する:

$\bullet$ $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}|S(\kappa, \lambda)$ es $\mu^{+}$-saturated,

$\bullet$ 任意の cardinal $\nu$ で $\kappa\leq\nu<\mu$ なるものに対して $2^{\nu}=\nu^{+}$ が成立する. 口

例えば, $S(\kappa, \kappa^{++})$ が $\kappa^{++}$ 個の互いに素な stationaly set に分割不可能だが $2^{\kappa}=\kappa^{+}$ となること

は無矛盾である.
もちろん, Theorem 4.27は Gitik の問題の完全な解答にはなっていない. –方で, Fact 417や

Donder-Matet[2] の結果のように, GCH と分割不可能な stationary set の存在は, どこか合い入れ

ない感触がある. また, GCH という仮定が様々な無限組み合わせ論的命題の真偽を決定してしまう
ことは経験的事実として知られている. 以上を踏まえて, われわれは次のような修正された Menas’
conjecture を提唱してこの解説を終えたいと思う.

GCH の下では, $P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary set は $\lambda^{<\kappa}$ 個の互いに素な stationary set に

分割可能である.
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