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1 はじめに

Hilbert 空間 $H$ における閉凸集合族 $\{C_{i}\}_{i\in I}$ が与えられ, $F= \bigcap_{i\in I}$ Ci が空
でないとする. このとき, 各 $C_{i}$ 上への距離射影 $Pc_{:}$ を用いて $F$ の点を求める

問題を凸制約可能性問題 (convex feasibility problem) という. ここで, $P_{C\iota}$ は

$P_{C_{i}}(x)= \arg\min_{y\in C_{1}}||y-x||$
$(\forall x\in H)$

で定義される. この問題は, 凸計画問題の実行可能解を求める問題と関連し
ている.

Hilbert 空間においては, -」Pc、は $H$ から $C_{i}$ 上への nonexpansive写像となる.

すなわち,
$||P_{C_{1}}x-Pc_{:}y||\leq||x-y||$ $(\forall x, y\in H)$

が成り立,\supset . また, $F(P_{c_{:}})=C_{\dot{\mathrm{f}}}$ が明らかに成り立つ. ここで, $F(P_{C_{i}})$ は $P_{C_{l}}$

の不動点全体の集合を表す. よって, $N$次元ユークリッド空間 $\mathrm{R}^{N}$や Hilbert

空間における凸制約可能性問題は, nonexpansive写像族 $\{P_{C_{\mathrm{J}}}\}_{1\in I}$ の共通不動

点を求める問題と等価である.
よく知られているように, 距離射影はHilbert空間だけでなく, $p$や $L^{\mathrm{p}}(1<$

$p<\infty)$等の狭義凸な回帰的 Banach空間においても定義できる. しかし, この

場合, 距離射影は nonexpansive写像であるとは限らない. そのため, $\mathrm{B}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{a}\mathrm{A}$

空間においては, 距離射影とは別の非線形射影が用いられている. その-つで

ある generalized projection $[1, 7]$ は, 関数 $||\cdot||^{2}$ に対応する Bregman projection
として知られており, 非線形最適化法の研究においてその重要性が注目され
ている. この射影は, Matsllshita-Takahashi [11,12, 13] の意味での relatively
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nonexpansive写像となる. よって, Banach空間上の制約可能性問題は relatively
n0nexpansive写像族に対する共通不動点問題となる. これと類似した非線形
写像のクラスは $\mathrm{B}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\tau 1- \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}- \mathrm{Z}\mathrm{a}_{\iota}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}[3]$, Censor-Reich [4], Reich [14] に
よって導入されている.
本稿では, Banach 空間における閉門集合 $C$ から $C$への有限個の relatively

nonexpansvie写像族 $\{T_{\iota’}\}_{i=1}^{m}$ の共通不動点に関して得られた結果を報告する.
ここでは, $\{T_{i}\}_{i=1}^{m}$ を用いて–つの写像 $U$ を定義し, 次を示す.

(1) $U$ の不動点集合と $\{T_{i}\}$ の共通不動点集合が–致すること;

(2) 各 $x\in C$ に対し, $\{U^{n}x\}$ が $U$ の不動点に弱収束すること.

さらに, これらの結果を用いて Banach空間における制約可能性問題の解の近
似法の研究を行う.

2 準備
実数全体の集合と正の整数全体の集合をそれぞれ R と $\mathrm{N}$で表す. $E$ を (実)Ba $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathrm{n}m\mathrm{h}$ 空間とし, $E^{*}$ をその双対空間とする. 双対写像 $J:Earrow 2^{E}$ は

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$ $(\forall x\in E)$

で定義される. ここで, $\langle x, x^{*}\rangle$ は $x^{*}(x)$ を表す. $S(E)$ で $E$ の単位球面 $\{z\in$

$E:||z||=1\}$ を表す Banach 空間 $E$ が狭義凸であるとは, $x,y\in S(E)$ かつ

$x\neq y$ ならば $||(x+y)/2||<1$ となることをいう. また, $E$ が–様凸であると
は, 任意の $\epsilon\in(0,2]$ に対し, ある $\delta>0$が存在して

$x,y\in S(E),$ $||x-y|| \geq\epsilon\Rightarrow||\frac{x+y}{2}||\leq 1-\delta$

が成り立つことをいう. $E$ が滑らかであるとは, 任意の $x,$ $y\in S(E)$ に対し

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (1)

が存在することをいう. また, $E$が–様に滑らかであるとは, (1) が $x,$ $y\in S(E)$

について–様収束することをいう. 一様凸な Banach空間は回帰的である. $E$

が滑らかで狭義凸な回帰的 Bana心空間ならば, 双対写像 $J$ : $Earrow E^{*}$ は

価の全単射写像となる. また, $E$ が–様に滑らかならば, 月ま $E$ の任意の有
界集合上でノルムの意味で–様連続となる. $E$ を滑らかな Btach空間とする
とき, $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ が点列的に弱連続であるとは, $E$ の任意の
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弱収束点列 $\{z_{n}\}$ とその弱収束極限 $z$ に対し, $\{Jz_{n}\}$ が $Jz$ に汎弱収束するこ
とをいう. Banach 空間の幾何学に関しては Cioranescu [5], Diestel [6] 及び
Tab市 ashi [17] を参照するとよい.

$E$ を滑らかな Banach 空間とする. 関数 $\phi:E\cross Earrow[0, \infty)$ は

$\phi(y,x)=||y||^{2}-2\langle y, Jx\rangle+||x||^{2}$ $(\forall y,x\in E)$ (2)

で定義される (Alber [1], Kamimura-Takahashi [7]). 空間 $E$ がさらに狭義凸か
つ回帰的であるとすれば, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とするとき, 各 $x\in E$

に対して–意的に $z\in C$ が存在し,

$\phi(z,x)=\min_{y\in C}\phi(y,x)$

となる ([1, 7]). そこで, $\Pi_{C^{X=Z}}$ とおき, $\Pi_{C}\text{を}E\backslash$ から $C$上への generalized
projection とよぶ. $E$ が Hilbert 空間の場合, 任意の $y,$ $x\in E$ に対して

$||y-x||^{2}=\langle y-x,y-x\rangle$

$=||y||^{2}-2\langle y,x\rangle+||x||^{2}$

$=\phi(y,x)$

が成り立つ. これより,

$\phi(z,x)=\min_{y\in C}\phi(y,x)\Leftrightarrow||z-x||=\min_{y\in C}||y-x||$

となり, $\Pi_{C}$ は $E$ から $C$上への距離射影 $P_{C}$ と–致するのである. generalized
projection $\Pi_{C}$ は次の性質をもつ ([1, 7]).

(1) $z=\Pi_{C^{X}}\Leftrightarrow\langle y-z, Jx-Jz\rangle\leq 0$ $(\forall y\in C)$ ;

(2) $\phi(u, \Pi_{C}x)+\phi(\Pi_{C}x, x)\leq\phi(u, x)$ $(\forall u\in C, x\in E)$ .

次の $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{m}\tau 1\mathrm{r}\mathrm{a}_{r}\mathrm{T}\mathrm{a}l\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}$ による補題は重要である.

補題 2.1 ([7]). $E$ を滑らかで–様凸なBtach空間とし, $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ は $E$ の有
界点列で $\lim_{n}\phi(x_{n}, y_{n})=0$ を満たすものとする このとき, $\lim_{n}||x_{n}-y_{n}||=0$

となる.

$E$ を滑らかな Btach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. $T$ を
$C$ から $C$への写像とする. $F(T)$ を $T$ の不動点全体の集合とする. すなわち,

$F(T)=\{z\in C:Tz=z\}$
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である. Reich [14] は $T$ の漸近的不動点集合 $\hat{F}(T)$ を以下の様に定義した.
$z\in C$. が $T$ の漸近的不動点であるとは, $C$ 上のある点列 $\{z_{n}\}$ が存在し, $\{z_{n}\}$

が $z$ に弱収束し, $||z_{n}-Tz_{n}||arrow 0$ となることをいう. $T$ の漸近的不動点全
体の集合を $\hat{F}(T)$ で表す Matsushita-Takahashi [11, 12, 13] は次で relatively
nonexpansvie写像の定義を与えた. T を C から Cへの写像とする. このとき,

T が relatively n0nexpansive写像であるとは, 次が成り立つことをいう.

(R1) $F(T)$ が空でない;

(R2) $\hat{F}(T)=F(T)$ ;

(R3) 任意の $u\in F(T)$及び $x\in C$ に対し, $\phi(u, Tx)\leq\phi(u, x)$ が成り立つ.

$T$ が relatively nonexpansive写像であることと, $T$が次を満たすことは同値で
ある.

(1) $\hat{F}(T)$ が空でない;

(2) 任意の $u\in\hat{F}(T)$ 及び $x\in C$ に対し, $\phi(u, Tx)\leq\phi(u, x)$ が成り立つ.

以下に) relatively nonexpansive写像の例を列挙する 詳しくは, ffiii [14]
及びMatsushita-Takahashi [11, 12, 13] を参照するとよい.

(a) $H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の空でない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から
$C$への nonexpansive写像とし, $F(T)$ が空でないものとする. このとき,
$T$ は $C$ から $C$への relatively nonexpansive写像である;

(b) $E$ を–様に滑らかで狭義凸な Btach 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を極大単
調作用素で, $A^{-1}0$が空でないものとする. このとき, $J_{r}=(J+rA)^{-1}J$

$(r>0)$ で定義される $A$ の resolvent は $E$ から $D(A)$ 上への relatively
nonexpansive写像であり, $F(J_{r})=A^{-1}0$ となる;

(c) $E$ を滑らかで狭義斜な回帰的 Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸

集合とする. このとき, $E$ から $C$上への generalized projection $\Pi_{G}$ は $E$

から $C$上への relatively nonexptsive写像であり, $F(\Pi_{C})=C$ となる;

(d) {C:}i=l を–様に G\^ateaux微分可能なノルムをもつ--様凸 Banach空間の
有限個の閉凸集合族で, 口mi${}_{=1}C_{i}\text{が空でないものとする}$ . このとき, 写像

$T=\Pi_{C_{1}}\Pi_{G_{2}}\cdots\Pi_{C_{m}}$

は $E$ から $E$ への relatively nonexptsive 写像であり, $F(T)= \bigcap_{i=1}^{m}$ Ci
となる.
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$\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}- \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{a}_{\mathrm{A}}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}[13]$により示された次の補題も重要である.

補題 2.2 ([13]). $E$ を滑らかで狭義凸な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない

閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への relatively nonexpansive写像とする. こ

のとき, $F(T)$ は閉凸集合である.

Matsushit&Takahashi [11] は次の収束定理を証明している.

定理 2.3 ([11]). $E$ を–様に滑らかな–様凸 Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空

でない閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への relatively nonexptsive写像とし,

$x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\Pi_{C}J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JTx_{n})$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ここで, $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数列で, $\lim\inf_{n}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ を満たすも

のとする. このとき, $J$ が点列的に弱連続ならば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{F(T)}(x_{\mathrm{n}})\}$ の強

収束極限に弱収束する.

3 主結果
$C$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間の暗中集合とし, $\{T_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $C$ か

ら $C$への有限個の relatively nonexpansive写像族で, $F= \bigcap_{1=}^{m_{1}}F(T_{i})\neq\emptyset$ を

満たすものとする. このとき,

$U= \Pi_{C}J^{-1}(\sum_{i=1}^{m}\omega_{i}(\alpha_{i}J+(1-\alpha_{i})JT_{1}))$ (3)

により写像 $U$ を定義する. ここで, $\{\omega_{i}\}_{i=1}^{m},$ $\{\alpha_{i}\}_{\dot{j}=1}^{m}\subset[0,1],$ $\sum_{i=1}^{m}\omega_{i}=1$ と

する.
次の定理は, (3) で定義される写像 $U$ の不動点集合が, 与えられた relatively

nonexpansive写像族 $\{T_{i}\}_{i=1}^{m}$ の共通不動点集合と–致することを主張する.

定理 3.1 ([10]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的BffiaA空間とし, $C$ を $E$の空で

ない閉凸集合とする. {Ti}怨 l を $C$から $C$への有限個の relatively nonexptsive
写像族で, その共通不動点集合口詮 1 $F(T_{i})$ が空でないものとする. $U$ を (3) で定
義される写像とする. ただし, $\{\alpha_{i}\}_{i=1}^{m}\subset[0,1),$ $\{\omega_{i}\}_{i=1}^{m}\subset(0,1],$ $\sum_{i=1}^{m}\omega_{i}=1$

とする. このとき,

$F(U)= \bigcap_{i=1}^{m}F(T_{i})$

が成り立つ.
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次に, 写像 U を用いた不動点近似法を考察する. 以下の定理は, 定理 23の

一般化である.

定理 3.2 ([10]). $E$ を–様に滑らかな–様凸Banach空間とし, $C$ を $E$の空でな

い虚血集合とする. $\{T_{i}\}_{\dot{j}}^{m_{1}}=$ を $C$ から $C$への有限個の relatively nonexpansive
写像族で, その共通不動点集合 $F= \bigcap_{i=1}^{m}F(T_{i})$ が空でないものとする. 各
$n\in \mathrm{N}$ に対して,

$U_{n}= \Pi_{C}J^{-1}(\sum_{i=1}^{m}\omega_{n}(i)(\alpha_{n,i}J+(1-\alpha_{n,i})JT_{i}))$

’

(4)

とする.. ここで, {%,i: $n,$ $i\in \mathrm{N},$ $1\leq i\leq m$}及び $\{\omega_{n}(i):n, i\in \mathrm{N}, 1\leq i\leq m\}$

は $[0,1]$ の数列で, 各 $i\in\{1,2, \ldots, m\}$ に対して, $\lim_{n}\alpha_{n,i}(1-\alpha_{n,i})>0$ と

$\lim\inf_{n}\omega_{n}(i)>0$ が成り立ち, 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $\sum_{i=1}^{m}\omega_{n}(i)=1$ が成り立
つものとする. $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=U_{n}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. このとき以下が成り立つ.

(1) {x訂は有界であり, その部分列の弱収束極限は $F$ に属する.

(2) $J$ が点病的に弱連続ならば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{F}(x_{n})\}$ の強収束極限に弱収束
する.

上の定理の証明には, 以下の補題を用いた.

補題 3.3 ([10]). $E$ を–様に滑らかな–様凸Banach空間とし, $C$ を $E$の空でな

い閉凸集合とする. $\{T_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $C$ から $C$への有限個の relatively nonexpansive
写像族で, その共通不動点集合 $F= \bigcap_{i=}^{m_{1}}$ $F(T_{i})$ が空でないものとする. 各
$n\in \mathrm{N}$ に対して, $U_{n}$ を (4) で定義する. ただし, $\{\alpha_{n,i} : n,i\in \mathrm{N}, 1\leq i\leq\dot{r}n\}$

及び $\{\omega_{n}(i):n,i\in \mathrm{N}, 1\leq i\leq m\}$ は定理 32と同じ仮定を満たすものとする.
$\{z_{n}\}$ を $C$ の有界門門で,

$\lim_{narrow\infty}\{\phi(u,z_{n})-\phi(u, U_{n}z_{n})\}=0$

がある $u\in F$ に対して成り立つとする. このとき, $\{z_{n}\}$ の部分列の弱収束極
限は $F$ に属する.
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4 制約可能性問題との関連
ここでは, 前節で得られた定理の系を述べる.

系 4.1. $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とし, $\{C_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $E$ の有限
個の閉凸集合族で, その共通部分口詮 1Ci が空でないものとする. 写像 U を

$U=J^{-1}( \frac{(J+J\Pi_{C_{1}})+(J+J\Pi_{C_{2}})+\cdots+(J+J\Pi_{C_{m}})}{2m})$

で定める. このとき次が成り立つ.

(1) $F(U)=$ 寡怨 1 $C_{i;}$

(2) E が–様に滑らかで–様凸であり, J が点列的に弱連続ならば, 任意の
$x\in E$ に対して $\{U^{n}x\}$ は $\{\Pi\cap^{m}.\cdot {}_{=1}C_{\ell}(U^{n}x)\}$ の強収束極限に弱収束する.

この系は, [9] で得られた次の定理と関係がある.

定理 4.2 ([9]). $E$ を滑らかで–様凸な Banach 空間とし, $\{C_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $E$ の有限
個の閉凸集合族で, その共通部分口 im${}_{=1}C_{i}$ が空でないものとする. $x_{1}=x\in E$

とし,

$x_{n+1}=J^{-1}( \sum_{i=1}^{m}\omega_{n}(i)(\alpha_{n,i}Jx_{n}+(1-\alpha_{n,i})J\Pi_{C:^{X_{n}}}))$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ここで, $\{\alpha_{n,i} : n, i\in \mathrm{N}, 1\leq i\leq m\}$ 及び {$\omega_{n}(i)$ : $n,i\in \mathrm{N},$ $1\leq$

$i\leq m\}$ は $[0,1]$ の数列で, $\lim_{n}\alpha_{n,i}<1,$ $\lim\inf_{n}\omega_{n}(i)>0(i\in\{1,2, \ldots, m\})$ ,
$\sum_{i=1}^{m}\omega_{n}(i)=1(n\in \mathrm{N})$ を満たすものとする. このとき, $J$が点列的に弱連続
ならば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi\bigcap_{i=1}^{m}c_{1}(x_{n})\}$ の強収束極限に弱収束する.

系 4.1で, 空間が Hilbert 空間であるとすると, 次の距離射影に対する結果
となる.

系 4.$S$ . $H$ を Hilbert 空間とし, $\{C_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $H$ の有限個の閉凸集合族で, その

共通部分寡 71 Ci が空でないものとする. 写像 $U$ を

$U= \frac{(I+P_{C_{1}})+(I+P_{C_{2}})+(I+P_{C_{m}})}{2m}$

で定める. ここで, $\text{」}P_{C\text{、}は}H$ から $C_{i}$ 上への距離射影を表す. このとき次が成
り立つ.

(1) $F(U)= \bigcap_{i=1}^{m}C_{1;}$

(2) 任意の $x\in H$ に対して $\{U^{n}x\}$ は $\{P_{\bigcap_{*=1}^{m}C_{i}}.(U^{n}x)\}$ の強収束極限に弱収束
する.
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