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1. 序

このノートでは、 次の問題の解の多重存在についての考察を行なう。

(1.1) $\{$

$-\Delta u+\mu u=Q(x)|u|^{\mathrm{p}-1}u$ in $\mathbb{R}^{N}$ ,
$u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ ,

ここで、 $\mu>0,$ $N\geq 3,1<p<(N\dotplus 2)/(N-2),$ $Q\in C(\mathbb{R}^{N}, \mathbb{R})$ とする。特に、
符号変化する解の多重存在について興味がある。近年、 様々な方程式について、解
の多重存在についての結果が報告されている。 ([1, 2, 4-11, 14, 16, 18] などを参照。 )
Struwe $[7, 15]$ , Clapp-Weth [7] らによって指摘されているように、符号変化する解の
存在について議論しているものの証明の中にギャップを含んだものがいくつかある。
そのギャップとは、写像 $u rightarrow\int_{\mathrm{R}^{N}}|\nabla u^{\pm}|^{2}dx$ が 1階の Sobolev 空間上でフレツシェ微
分可能であることを無条件に仮定してしまっているものである。 ここで扱っている問
題 (1.1) も、 [3] において議論されているが、 このギャップを含んでいる。 ここでは、
[3] のギャップを修正するとともに、 [3] では得られていないタイプの符号変化する解
の存在を示す。 もう少し詳しく述べるために $\Lambda_{*}=\{u=u^{+}+u^{-}\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ : $u^{+}\neq$

$0,u^{-}\neq 0,$ $\int_{\mathrm{R}^{N}}$

.
$(| \nabla u^{\pm}|^{2}+\mu|u^{\pm}|^{2})dx=’\int_{\mathrm{R}^{N}}Q(x)|u^{\pm}|^{\mathrm{p}+1}dx\}$ と定義する。 [3] におい

ては、 $\mathrm{A}_{*}$ に $k^{\backslash }$ける極小解に対応する符号変化する解の存在しか議論されていないが、
ここでは mountain pass に対応する符号変化する解の存在についても結果を得てい
る。 我々の結果は次のものである。

定理 1. $Q$ : $\mathbb{R}^{N}arrow \mathbb{R}$ は、 すべての $x\in \mathbb{R}^{N}$ に対して $Q(x)>1,$ $|x|arrow\infty$ のとき
$Q(x)arrow 1$ を満たす連続関数で、異なる 2点 $a^{1},$ $a^{2}\in \mathbb{R}^{N}$ において最大値 $M>1$ を取
り、 すべての $x\in \mathbb{R}^{N}\backslash \{a^{1}, a^{2}\}$ に対して $Q(x)<M$ とする。 このとき、 ある $\mu 0>0$

が存在し、 $\mu\geq\mu_{0}$ ならば、 問題 (1.1) には、 少なくとも $S$つの正値解と少なくとも 4
つの符号変化する解のペアが存在する。

註. もし $Q$ が $m(\geq 2)$ 個の異なる点で最大値を取るならば、 少なくとも $m+1$ 個の
正値解と少なくとも $m+{}_{m}C_{2}+1$ 個の符号変化する解のペアが存在する。

さらに仮定をおけば、 もう 1組符号変化する解のペアの存在が示せる。

定理 2. 先の定理の仮定を仮定する。もし、 $M_{1}>2^{(p-1)/2}M/(M^{2/(p-1)}+1)^{(\mathrm{p}-\mathrm{i})/2}.$,
$R>|a^{1}-a^{2}|/2$ を満たす $M_{1},$ $R$ が存在し、 $|x-(a^{1}+a^{2})/2|\leq R$ を満たす $x.\in \mathbb{R}^{N}$

に対して $Q(x)\geq M_{1}$ が成り立つならば、十分大きな $\mu$ に対して、 もう 1組問題 (1.1)
の符号変化する解のペアが存在する。
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2. 証明の概略

この節では、符号変化する解の多重存在につていの証明の概略を与える。 $(u, v)=$

$\int_{\mathbb{R}^{N}}(\nabla u\nabla v+uv)dx$ および $||u||=(u, u)^{1/2}$ により、 $H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ における内積とノルム
を定める。 $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ に対して、 $u^{+}= \max\{u, 0\},$ $u^{-}= \min\{u, 0\}$ と置く。すな
わち、 $u=$. $u^{+}+u^{-}$ と表すことになる。

$\lambda=1/\sqrt{\mu}$ および $v(x)=\lambda^{2/(p-1)}u(\lambda x)$ と置くことにより、 問題 (1.1) は、

(2.1) $\{$

$-\Delta v+v=Q(\lambda x)|v|^{p-1}v$ in $\mathbb{R}^{N}$ ,
$v\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$

と変形できる。以下、問題 (2.1) を取り扱う。この問題に対応する汎関数 $I_{\lambda}$ : $H^{1}(\mathbb{R}^{N})arrow$

$R$ を

$I_{\lambda}(u)= \frac{1}{2}\int_{\mathbb{R}^{N}}(|\nabla u|^{2}+|u|^{2})dx-\frac{1}{p+1}\int_{\mathrm{R}^{N}}Q(\lambda x)|u|^{p+1}dx$ , $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$

と定める。

$\text{定める_{。}}0$ お,よび 0xを、$(x_{1}, \cdots, x_{N})\in \mathbb{R}^{N}\text{に対して_{、}}.C_{\eta}[x]=\prod_{{}_{1}C_{l}C_{l}[a^{1}]\cap C_{l}[a^{2}]=\emptyset \text{かつ}[a^{j}]\subset\prod_{i=1}^{N}(-K_{)}K)}i=1[Nx_{i}-\eta,x_{i}.+\text{とを満た}$

すように取る。仮定から、 $\sup\{Q(x) : x\in \mathbb{R}^{N}\backslash \bigcup_{j=1}^{2}C_{l}[a^{j}]\}<M$ が成り立つ。各
$\lambda>0$ に対して、 $\phi_{\lambda}\in C(\mathbb{R}, \mathbb{R})$ および $g_{\lambda}\in C(H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}, \mathbb{R}^{N})$ を

$\phi_{\lambda}(t)=\{$

$2K/\lambda$ $t>2K/\lambda$ のとき,
$t$ $-2K/.\lambda\leq t\leq 2K/\lambda$ のとき,
$-2K/\lambda$ $t<-2K/\cdot\lambda$ のとき,

$g_{\lambda}(u)=(g_{\lambda,1}(u), \cdots,g_{\lambda,N}(u))$ , $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}$

と定める。ただし、 $g_{\lambda,i}(u)$ は、

$g_{\lambda,i}(u)= \int_{\mathrm{R}^{N}}\phi_{\lambda}(x_{i})|u|^{p+1}dx/\int_{\mathbb{R}^{N}}|u|^{p+1}dx$, $i=1,$ $\ldots,$
$N$

と定める。 各 $\lambda>0$ および $j,$ $k\in\{1,2\}$ に対して、

$\Lambda(\lambda)=\{u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})\backslash \{0\} : (\nabla I_{\lambda}(u), u)=0\}$ ;
$\Lambda(\lambda;j)=\{u\in\Lambda(\lambda) : g_{\lambda}(u)\in C_{l/\lambda}[a^{j}/\lambda]\}$ ;

$\Lambda_{*}(\lambda)=\{u\in\Lambda(\lambda) : u^{+}\in\Lambda(\lambda), u^{-}\in\Lambda(\lambda)\}$ ;
$\mathrm{A}_{*}(\lambda;j, k)=\{u\in\Lambda_{*}(\lambda) : u^{+}\in\Lambda(\lambda;j), u^{-}\in\Lambda(\lambda;k)\}$,

と定める。
$\tau:H^{1}(\mathbb{R}^{N})arrow(0, \infty]$ を

$\tau(u)=\{$
$tu\in\Lambda(\lambda)$ を満たす唯–の正数 $t$ $u\in H^{1}(- \mathbb{R}^{N})\backslash \{0\}$ のとき,
$\infty$ u=0のとき

と定める。 $\tau$ : $H^{1}(\mathbb{R}^{N})arrow(0, \infty]$ は連続であり、 各 $u\in\Lambda(\lambda)$ に対して、 $u\in\Lambda_{*}(\lambda)$

であることと $\tau(u^{+})=\tau(u^{-})$ が同値になることがわかる。
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$\eta>0$ とする。 Kwong [$13|$ は、

$\{$

$-\Delta u+u=\eta|u|^{p-1}u$ , in $\mathbb{R}^{N}$ ,
$u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$

が、 唯–の球対称正値解を持つことを示した。その解を $\overline{u}_{\eta}$ と表すことにする。 また、

$\overline{c}_{\eta}=\inf\{\frac{1}{2}||u||^{2}-\frac{\eta}{p+1}\int_{\mathrm{R}^{N}}|u|^{p+1}dx$ : $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N}),$ $||u||^{2}= \eta\int_{\mathbb{R}^{N}}|u|^{p+1}dx\}$ .

と、 らを定める。 $\overline{c}_{M}=\overline{c}_{1}/M^{2/(p-1)}$ および各 $\lambda>0$ と $j,$ $k=1,2$ に対して $2\overline{c}_{M}<$

$\inf\{I_{\lambda}(u) : u\in\Lambda_{*}(\lambda;j, k)\}$ が成り立つ。

補助定理 1. ある $\epsilon>0$ および $\lambda_{\epsilon}>0$ が存在し、すべての $\lambda\in(0, \lambda_{\epsilon})$ に対して次が
成り立つ。

(2.2) $\inf\{I_{\lambda}(u):u\in\Lambda_{*}(\lambda;j, k)\}<2\overline{c}_{M}+\epsilon$, $j,$ $k\in\{1,2\}$ ,

(2.3) $\inf\{I_{\lambda}(u):u\in\Lambda_{*}(\lambda)\backslash \bigcup_{j=1}^{2}\bigcup_{k=1}^{2}\Lambda_{*}(\lambda;j, k)\}>2\overline{c}_{M}+\mathcal{E}$ .

これより後、 $\epsilon>0$ および $\lambda>0$ を、 $\overline{c}_{M}+\epsilon<\overline{c}_{1},$ $(2.2),$ $(2.3)$ が成り立つように
固定する。 また、 $I_{\lambda},$ $\Lambda_{*}(\lambda;j, k)$ などの代わ $\text{り}-$ に、 $I,$ $\Lambda_{*}(j, k)$ のように $\lambda$ を省略して
書く。
次の問題および対応する汎関数を次のように考える。

(2.4) $\{$

$-\Delta u+u\cdot=|u|^{p-1}u$ in $\mathbb{R}^{N}$ ,
$u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ ;

$I_{\infty}(u)= \frac{1}{2}\int_{\mathrm{R}^{N}}(|\nabla u|^{2}+|u|^{2})dx-\frac{1}{p+1}\int_{\mathrm{R}^{N}}|u|^{p+1}dx$ for $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ .
$|x|arrow\infty$ のとき $Q(x)arrow 1$ が成り立つから、 問題 (2.4) は、 問題 (2.1) の極限問題で
ある。
次は良く知られている。 ([17, Theorem 8.4] を参照のごと。)

補助定理 2. $I(u_{n})arrow c$ および $\nabla I(u_{n})arrow 0$ を満たす $\{u_{n}\}\subset H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ に対して、
(2.5) を満たす $\{u_{n}\}$ の部分列 $\{u_{n_{m}}\}$ , 問題 (2.1) の解 $v_{0},$ $k\in \mathrm{N}\cup\{0\}$ , 問題 (2.4) の
非自明解 $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{k},$

$\mathbb{R}^{N}$ の点列 $\{y_{m}^{j}\}(j=1, \ldots, k)$ が存在する.

(2.5)
$||u_{n_{m}}-v_{0}- \sum_{j=1}^{k}v_{j}(\cdot-y_{m}^{j})||arrow 0$ , $c=Iv_{0}+ \sum_{j=1}^{k}I_{\infty}v_{j}$ ,

$|y_{m}^{j}|arrow\infty$ , $|y_{m}^{j}-y_{m}^{j’}|arrow\infty$ for $j\neq j’$ .
この補助定理により、 c-l のレベルで、 I は Palais-Smale条件を満たさないことが

わかる。 しかし、 次の Palais-Smale タイプの条件は、成り立つ。
補助定理 3. $c\in(-\infty,\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}]$ とする。 $I(u_{n})arrow c$ および $\nabla I(u_{n})arrow 0$ を満たす列
$\{u_{n}\}\subset \mathrm{A}_{*}$ は、 強収束する部分列をもつ。

証明. $\{u_{n}\}\subset\Lambda_{*}$ は、 $I(u_{n})arrow c$および $\nabla I(u_{n})arrow 0$ を満たすとする。補助定理 2の
結論が成り立っているとしてよい。 $v0\neq 0$ のとき $I(v_{0})\geq\overline{\mathrm{c}}_{M}$ であり、吻が符号変化
するかしないかで $I_{\infty}(v_{j})>2\overline{c}_{1}$ または $I_{\infty}(v_{j})=\overline{c}_{1}$ である。 よって、 次のいずれか
が成り立つ。
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(i) $k=1,$ $v_{1}$ は正または負, $v_{0}=0,$ $c=\overline{c}_{1}$ ;
(ii) $k=0$ .

$\{u_{n}\}\subset\Lambda_{*}$ により、 $\inf_{n}||u_{n}^{+}||\geq C$ かつ $\inf_{n}||u_{n}^{-}||\geq C$ を満たす $C>0$ が存在する
ので、 (i) は起こり得ない。 したがって、 (ii) が成り立つから、 $\{u_{n_{m}}\}$ は $v\mathit{0}$ に強収束
する。 $\square$

各 $c\in \mathbb{R}$ に対して、

$\mathcal{K}_{c}=\{u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N}) : \nabla I(u)=0, I(u)=c\}$

と置く。 次が成り立つ。

補助定理 4. 各 $c\in(-\infty,\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}]$ に対して、 $\mathcal{K}$

。
$\cap\Lambda_{*}$ はコンパクトまたは空である。

$\alpha:[0,1]\cross\Lambda_{*}arrow\Lambda$ を

$\alpha(t, u)=\tau((1-t)u^{+}+tu^{-})((1-t)u^{+}+tu^{-})$ , $(t, u)\in[0,1]\cross$ $\mathrm{A}_{*}$

と定める。 $\tau,$ $\alpha$ , A、の定義より、 次を得る。

補助定理 5. 各 $(t, u)\in[0,1]\cross\Lambda_{*}$ に対して、

$\tau((1-t)u^{+}+tu^{-})=(\frac{(1-t)^{2}||u^{+}||^{2}+t^{2}||u^{-}||^{2}}{(1-t)^{p+1}||u^{+}||^{2}+t^{\mathrm{p}+1}||u^{-}||^{2}})^{\mathrm{p}-1}"$ ;

$I( \alpha(t, u))=||u^{+}||^{2}f(\frac{(1-t)^{\mathrm{p}+1}||u^{+}||^{2}+t^{2}(1-t)^{p-1}||u^{-}||^{2}}{(1-t)^{\mathrm{p}+1}||u^{+}||^{2}+t^{p+1}||u^{-}||^{2}})$

$+||u^{-}||^{2}f( \frac{t^{\mathrm{p}-1}(1-t)^{2}||u^{+}||^{2}+t^{p+1}||u^{-}||^{2}}{(1-t)^{p+1}||u^{+}||^{2}+^{\wp+1}||u^{-}||^{2}})$

が成り立つ。ただし、 $f(s)=s^{2}/2-s^{p+1}/(p+1)$ である。

簡単な計算により、 次が成り立つ。

補助定理 6. 各 $c\in \mathbb{R}$ および各 $\sigma>0$ に対し、 $|t-1/2|\geq\sigma$ および $I(u)\leq c+\eta$ を満
たす $(t, u)\in[0,1]\cross\Lambda_{*}$ に対して $I(\alpha(t, u))\leq I(u)-\eta$ が成り立つ $\eta>0$が存在する $\circ$

$A\subset H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ および $\delta>0$ にたいして、 $B_{\delta}(A)=$ { $u\in H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ :dist $(u,$ $A)\leq\delta$}
と置く。
さて、 [4, 11, 14] の手法を発展させることにより、 $\Lambda_{*}$ における極小タイプの問題

(2.1) の符号変化する解の存在についての結果を示す。

命題 1. 各 $j,$ $k\in\{1,2\}$ に対し、 $u\in\Lambda_{*}(j, k)$ および $I(u)=$ 而 n{I(v): $v\in\Lambda_{*}(j,$ $k)$ }
を満たす問題 (2.1) の符号変化する解のペア士 u が存在する。

証明. $j,$ $k\in\{1,2\}$ を固定し、 $c= \inf\{I(u):u\in\Lambda_{*}(j, k)\}$ と置く。 $\mathcal{K}$

。
$\cap\Lambda_{*}(j, k)\neq\emptyset$

を示せば良い。 これを否定する。 $0<c<2\overline{c}_{M}+\epsilon(<\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M})$ が成り立っているこ
とに注意する。 また、 $c=\overline{c}_{1}$ かもしれないので、 $I\iota \mathrm{J}$ (Ps)。を満たさないかもしれ
ないことを注意する。 $c<\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}$ だから、 補助定理 4より、 $\mathcal{K}$

。
$\cap\Lambda_{*}$ はコンパク

トまたは空であることがわかる。よって、 dist $(N, \Lambda_{*}(j, k)))$

.
$>0$満たす $\Lambda_{*}$ における

$\mathcal{K}$

。\cap A、の近傍 $N$ が取れる。 各 $\eta>0$ に対し、

$U_{\eta}=\{\alpha(t, u) : (t, u)\in[0,1]\cross(\Lambda_{*}\backslash N), I(u)\leq c+\eta, I(\alpha(t, u))\geq c-\eta\}$

と置く。 このとき、 $\eta>0,\overline{\eta}\in(0, \eta)$ および連続写像 $\Phi$ : $[0,1]\cross\Lambdaarrow\Lambda$ を、
$C+\tilde{\eta}<2\overline{c}_{M}+\epsilon$ かつ次を満たすように選ぶことができる。
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(i) $I(u)\leq c+2\eta$ を満たす $(t, u)\in([0,1/3]\cup[2/3,1])\cross\Lambda_{*}$ に対して、 $I(\alpha(t, u))\leq$

$c-2\eta$

(ii) $(\theta, u)\in[0,1]\cross\Lambda$ に対して、 $I(\Phi(\theta, u))\leq I(u)$

(iii) $I(u)\not\in[c-2\eta, c+2\eta]$ を満たす $(\theta, u)\in[0,1]\mathrm{x}\Lambda$ に対して、 $\Phi(\theta, u)=u$

(iv) $\Phi(1, U_{\overline{\eta}})\subset\{u\in\Lambda : I(u)\leq c-\tilde{\eta}\}$ .
さて、 $I(u_{1})\leq c+\overline{\eta}$ を満たす $u_{1}\in\Lambda_{*}(j, k)$ を選ぶ。 $I(u_{1})< \inf\{I(u):u\in\partial\Lambda_{*}(j, k)\}$

が成り立つことを注意しておく。 ただし、 $\partial\Lambda_{*}(j, k)=\{u\in\Lambda_{*}(j, k)$ : $g_{\lambda}(u^{+})\in$

$\partial(C_{\mathrm{t}/\lambda}[a^{j}/\lambda])$ または $g_{\lambda}(u^{-})\in\partial(C_{\mathrm{t}/\lambda}[a^{k}/\lambda])\}$ である。

$I(\alpha(t, u_{1}))=I(\alpha(t, u_{1})^{+})+I(\alpha(t, u_{1})^{-})\leq I(u_{1}^{+})+I(u_{1}^{-})=I(u_{1})$

より、 すべての $t\in[0,1]$ に対して $I(\alpha(t, u_{1}))\leq C+\tilde{\eta}$ となる。 よって、 (ii), (iv) に
より、

$I(\Phi(1, \alpha(t, u_{1})))\leq c-\tilde{\eta}$ $\forall t\in[0,1]$

を得る。 (i), (iii) により、
$\tau(\Phi(1, \alpha(0, u_{1}))^{+})-\tau(\Phi(1, \alpha(0, u_{1}))^{-})=\tau(\alpha(0, u_{1})^{+})-\tau(\alpha(0, u_{1})^{-})$

$=\tau(u_{1}^{+})-\tau(0)=-\infty$

かつ $\tau(\Phi(1, \alpha(1, u_{1}))^{+})-\tau(\Phi(1, \alpha(1, u_{1}))^{-})=\infty$ を得るので、 中間値の定理より、
$\tau(\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1}))^{+})=\tau(\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1}))^{-})$ を満たす $t_{1}\in[1/3,2/3]\hslash\backslash \text{存在す}$る。 よっ
て、 $\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1}))\in\Lambda_{*}$ および $I(\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1})))\leq c-\tilde{\eta}$ を得る。 したがって、
$c-\tilde{\eta}<c<2\overline{c}_{M}+\epsilon$ に注意すると、 $\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1}))\in\bigcup_{j=1}^{2},\bigcup_{k=1}^{2},\Lambda_{*}(j’, k’)$ を得る。
(ii) と $I(u_{1})< \inf\{I(u):u\in\partial\Lambda_{*}(j, k)\}$ により、

$\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1}))\in\Lambda_{*}(j, k)$ かつ $I(\Phi(1, \alpha(t_{1}, u_{1})))\leq c-\overline{\eta}$

がわかるので、 矛盾を得た。 よって、 証明された。 口

前命題により、問題 (2.1) の少なくとも 3つの符号変化する解のペアを得たことに
なる。実際、 A* $(1,2)$ の最小元として得た解のペアと A* $(2,1)$ の最小元として得た解
のペアは–致するかもしれないからである。
次に、 mountain pass タイプの問題 (2.1) の符号変化する解の存在を示す。 $\tilde{u}_{0}\in$

$\Lambda_{*}(1,1),$ $’\overline{u}_{1}\in\Lambda_{*}(1,2)$ を $\tilde{u}_{0}^{+}=\overline{u}_{1}^{+},$ $I( \tilde{u}_{0})\approx\inf\{I(u) : u\in\Lambda_{*}(1,1)\},$ $I(\overline{u}_{1})\approx$

$\inf\{I(u):u\in\Lambda_{*}(1,2)\}$ を満たすように取り、 $\sup_{0\leq\epsilon\leq 1}I(\gamma \mathrm{o}(s))<\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}$ として良
い。 ただし、 $\gamma 0\in C([0,1];\Lambda_{*})$ は、 $\gamma(t)^{+}\equiv\tilde{u}_{0}^{+}(=\tilde{u}_{1}^{+}),$ $\gamma \mathrm{o}(0)=\tilde{u}0$ および $\gamma(1)=\tilde{u}_{1}$

を満たす適当なパスである。

命題 2. すべての $j,$ $k=1,2$ に対して $I(u)> \min\{I(v):v\in\Lambda_{*}(j, k)\}$ を満たす問題
(2.1) の符号変化する解のペア士 u が存在する。

証明.

$\Gamma=\{\gamma\in C([0,1];\Lambda_{*}):\gamma(0)=\tilde{u}_{0}, \gamma(1)=\overline{u}_{1}\}$ ,
$c= \inf_{\gamma\in \mathrm{r}_{0}}\sup_{\leq\epsilon\leq 1}I(\gamma(s))$

と置く。 $\mathcal{K}_{c}\cap\Lambda_{*}\neq\emptyset$ を示したい。 これを否定する。 (2.2), (2.3), $\sup_{0\leq\epsilon<1}I(\gamma_{0}(s))<$

$\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}$ により、 $\max\{I(\tilde{u}), I(\tilde{u}_{1})\}<2\overline{c}_{M}+\epsilon<c<\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}$ となる o $\overline{(}2.3$) により、
$c> \sup_{j,k\in\{1,2\}}\min\{I(v):v\in\Lambda_{*}(j, k)\}$ となる。 $c<\overline{c}_{1}+\overline{c}_{M}$ と補助定理 4により、
$\mathcal{K}$

。
$\cap\Lambda_{*}$ は空である。各 $\eta>0$ に対し、

$U_{\eta}=\{\alpha(t,\gamma(s))$ : $\gamma\in\Gamma,$
$0^{\max_{\leq r\leq 1}I(\gamma(r))}\leq c+\eta$ ,

$(t, s)\in[0,1]^{2},$ $I(\alpha(t, \gamma(s)))\geq c-\eta\}$
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と置く。 適当に $\eta>0,\tilde{\eta}\in(0, \eta/2)$ および連続写像 $\Phi$ : $[0,1]\cross\Lambdaarrow\Lambda$ を選ぶことに
より次が成り立つようにできる。

(i) $\max_{0\leq s\leq 1}I(\gamma(s))\leq c+2\eta$ を満たす $\gamma\in\Gamma$ および $(t, s)\in([0,1/3]\cup$

$[2/3,1])\cross[0,1]$ に対して、 $I(\alpha(t, \gamma(s)))\leq c-2\eta$

(ii) $(\theta, u)\in[0,1]\mathrm{x}\Lambda$ に対して、 $I(\Phi(\theta, u))\leq I(u)$

(iii) $I(u)\not\in[c-2\eta, c+2\eta]$ を満たす $(\theta, u)\in[0,1]\cross\Lambda$ に対して、 $\Phi(\theta, u)=u$

(iv) $\Phi(1, U_{2\overline{\eta}})\subset\{u\in\Lambda:I(u)\leq c-2\overline{\eta}\}$ .
$\sup_{0\leq s\leq 1}I(\gamma_{1}(s))\leq c+2\tilde{\eta}$ を満たす $\gamma_{1}\in\Gamma$ を取る。

$I(\alpha(t, \gamma_{1}(s)))=I(\alpha(t,\gamma_{1}(s))^{+})+I(\alpha(t, \gamma_{1}(s))^{-})$

$\leq I(\gamma_{1}(s)^{+})+I(\gamma_{1}(s)^{-})=I(\gamma_{1}(s))$ ,

より、 すべての $(t, s)\in[0,1]^{2}$ に対して $I(\alpha(t, \gamma_{1}(s)))\leq c+2\tilde{\eta}$ を得る。 よって、 (ii),
(iv) により

(26) $I(\Phi(1, \alpha(t,\gamma_{1}(s))))\leq c-2\tilde{\eta}$ $\forall(t, s)\in[0,1]^{2}$

を得る。前命題の証明と同様に、各 $s\in[0,1]$ に対して、 $\tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{+})=$

$\tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{-})$ を満たす $t\in[1/3,2/3]$ が存在する。 よって、 もし $\rho$ : $[0,1]arrow$

$\{(t, s) : \tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{+})-\tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{-})=0\},$ $\rho(0)=(1/2,0),$ $\rho(0)=$

$(1/2,1)$ を満たす連続写像が存在すれば、 $\Phi(1, \alpha(\cdot, \gamma_{1} ()))$ $\circ\rho\in\Gamma$ となり、 (2.6) に矛盾
する。しかし、対応 $(t, s)\mapsto\tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{+})-\tau(\Phi(1, \alpha(t, \gamma_{1}(s)))^{-})$ は微分可能で
はないために、 この写像の $0$ の逆像の中に連続なパスを見つけることは難しい。そのた
めに、この写像を C\infty 。関数 $\beta$ で近似する。 $b\approx \mathrm{O}$ を満たす $\beta$ の正則値 $b$ を取ると、 $\beta^{-1}(b)$

は 1次元微分可能多様体となる。 1次元微分可能多様体は完全に分類されているため、
$\rho(0)\in[1/3,2/3]\cross\{0\},$ $\rho(1)\in[1/3,2/3]\cross\{1\}$ を満たす連続写像 $\rho:[0,1]arrow\beta^{-1}(b)$

を選ぶことができる。残念ながら $\Phi(1, \alpha(\cdot, \gamma_{1}(\cdot)))$
$\circ\rho$ は $\Gamma$ の元とはならないが、 うま

く $\rho$ を選ぶことにより、 $\min\{I(\Phi(1, \alpha(\cdot, \gamma_{1}(\cdot)))\circ\rho(r)):r\in[0,1]\}\geq c-\tilde{\eta}$ とできる
ため、 (2.6) に対する矛盾を導くことができる。詳細は、 [12] に述べられている。 口

以上で、 定理 1の証明を終える。
以下、 定理 2の解説を行なう。 $\lambda>0$ を十分小さく取ることにより、

$\inf\{\sup_{0\leq\epsilon\leq 1}I(\gamma(s)):\gamma\in C([0,1];\Lambda_{*}), \gamma(0)=\tilde{u}_{0}, \gamma(1)=\tilde{u}_{1}\}$

$< \inf\{I(u) : u\in\Lambda_{*}, u^{\pm}\not\in\Lambda(1)\cup\Lambda(2)\}$

として良い。連続写像 $h_{\mathit{0}:}[0,1]^{2}arrow H^{1}(\mathbb{R}^{N})$ を次を満たすように適当に取る。

$\{$

$h_{0}(j, k)\in\Lambda_{*}(j+1, k+1)\forall j,$ $k\in\{0,1\}$

$h_{0}(j, s)^{+}\equiv h_{0}(j, 0)\forall s\in[0,1]\forall j\in\{0,1\}$

$h_{0}(t, k)^{+}\equiv h_{0}(0, k)\forall t\in[0,1]\forall k\in\{0,1\}$

そして、

$\Gamma=$ { $\gamma:.[0,1]^{2}arrow\Lambda_{*},$ $\gamma=h_{0}$ on $\partial[0,1]^{2}$ } $c= \inf_{\gamma\in\Gamma(t},\max_{s)\in[0,1]^{2}}I(h_{0}(t, s))$

と置く。 まず最初の難点として、 無条件では $c>\overline{c}_{M}+\overline{c}_{1}$ となっている可能性が
あるため、 $c$ のレベルで Palais-Smale タイプのことが成り立たない可能性がある。
(補助定理 3を参照のこと。 ) そのために、 $M_{1}>2^{(p-1)/2}M/(M^{2/(p-1)}+1)^{(p-1)/2}$

$R>|a^{1}-a^{2}|/2$ を満たす $M_{1},$ $R$が存在し、 $|x-(a^{1}+a^{2})/2|\leq R$ を満たす $x\in \mathbb{R}^{N}$ に

101



対して $Q(x)\geq M_{1}$ が成り立つという仮定を置いている。この仮定により、 $c<\overline{C}_{M}+\overline{c}_{1}$

が保証され、 Palais-Smale タイプの条件が復活する。適当に $\eta>0,\overline{\eta}\in(0, \eta/2)$ , 連
続写像 $\Phi$ : $[0,1]\cross\Lambdaarrow\Lambda,$ $\sup_{(t,s)\in(0,1]^{2}}I(\gamma_{1}(t, s))\leq c+2\tilde{\eta}$ を選んで、

(2.7) $I(\Phi(1, \alpha(r, \gamma_{1}(t, s))))\leq c-2\tilde{\eta}$ for all $(r, t, s)\in[0,1]^{3}$

が成り立つようにできる。 $(r, t, s)rightarrow\tau(\Phi(1, \alpha(r,\gamma_{1}(t, s)))^{+})-\tau(\Phi(1, \alpha(r, \gamma_{1}(t, s)))^{-})$

は微分可能ではないために、この写像の O の心像の中に連続なパスを見つけることは難
しい。そのために、この写像を C\infty 。関数 $\beta$で近似する。 $b\approx \mathrm{O}$ を満たす $\beta$ の正則値 $b$ を取

ると、 $\beta^{-1}(b)$ は 2次元微分可能多様体となる。連続写像 $\rho$ : $[0,1]^{2}arrow\beta^{-1}(b)$ をうまく

選ぶことができれば、前命題と同様な証明で証明を終えることができるが、 2次元微分
可能多様体にはハンドルが付いている可能性があるため、連続写像 $\rho:[0,1]^{2}arrow\beta^{-1}(b)$

をうまく取れない可能性がある。そこでミニマックスの取り方に工夫をする。

$\mathcal{F}=\{F:F$ は 2次元コンパクト連結で向きづけ可能な多様体で
$[0,1]^{2}\cross \mathbb{R}$ に埋め込まれており、$\partial F=\partial[0,1]^{2}\cross\{0\}$ を満たし、

$F\cap(([0,1]^{2}\backslash [\xi, 1-\xi]^{2})\cross \mathbb{R})=([0,1]^{2}\backslash [\xi, 1-\xi]^{2})\cross\{0\}$ ,

を満たす $\xi\in(0,1/2)$ が存在し、

$\tilde{F}\cap([0,1]^{2}\mathrm{x}\mathrm{R})=F$ かつ

$\overline{F}\cap((\mathbb{R}^{2}\backslash [0, \mathrm{i}]^{2})\cross R)=(\mathbb{R}^{2}\backslash [0,1]^{2})\mathrm{x}\{0\}$

によって定義される多様体 $\tilde{F}$ は C\infty 。である}

と定め、 各 $F\in \mathcal{F}$ に対して $\partial F=\partial[0,1]^{2}\cross\{0\}$ を $\partial[0,1]^{2}$ と同–視し、

$\Gamma=$ { $(F,\gamma)\mathrm{v}$. $F\in$

.
$\mathcal{F},\gamma\in C(F;\Lambda_{*}),$ $\gamma=h_{0}$ on $\partial F$}, $c \equiv\inf_{(F,\gamma)\in\Gamma}\sup_{\mathit{8}\in F}I(\gamma, (s))$

と定める。 Cが臨界値あることが示せるので、定理 2が成り立つことがいえる。詳細
については、 [12] に述べられている。
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