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1. はじめに

まず Baeov space と modulation space を定義するために, 次の 2つの \xi -空間での
1の分解を考えよう:

$\eta,\psi\in S(\mathbb{R}^{n})$ : $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\eta\subset\{|\xi|\leq 2\}$ , $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}$ th $\subset\{1/2\leq|\xi|\leq 2\}$ ,

$\eta(\xi)+\sum_{j=0}^{\infty}\psi(\xi/2^{j})=1$ for all $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ ;

$\varphi\in S(\mathbb{R}^{n})$ : $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\varphi\subset[-1,1]^{n}$ ,

$\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\varphi(\xi-k)=1$
for all $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ .

$\psi_{0}=\eta,$ $\psi_{j}=\psi(\cdot/2^{j})(j\geq 1),$ $\varphi_{k}=\varphi(\cdot-k)(k\in \mathbb{Z}^{n})$ と書こう すると Besov space
$B_{s}^{\mathrm{p},q}(\mathbb{R}^{n})$ と modulation space $M^{p,q}(\mathbb{R}^{n})$ はそれぞれ次のノルムを用いて定義される :

$||f||_{B_{s}^{p,q}}=( \sum_{j=0}^{\infty}2^{jsq}||F^{-1}[\psi_{j}\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p})^{1/q}}}^{q}$ ,

(1.1) $||f||_{M^{\mathrm{p},q}}=( \sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi_{k}f]||_{L^{p}}^{q})^{1/q}$ .

ここで $\hat{f}$ は $f$ のフーリエ変換を表す. 特に, $M^{\infty,1}(\mathbb{R}^{2n})$ は sj\"ostrandのシンボルクラ
スと呼ばれ, 擬微分作用素の $L^{2}$-有界性を保証する重要な空間である (Sj\"ostrand $[5|$ ,
Gr\"ochenig [3] $)$ . Modulation spaceに関する文献として Feichtinger [1], $\mathrm{G}\mathrm{r}\propto$henig-Heil
[4], Tachizawa [7] を挙げておく.

[8] の中で, Toft は興味深い Besov space と modulation spaceの間の inclusion に関
する結果を与えた. 我々は Toft の inclusion に関する結果が最適な結果であることを
示した (次節, 定理 22参照). この Toft の結果の最適性を示すために, 我々はまず

modulation space でのダイレーションの評価を考えた (次節, 定理 2.1参照) Gauss
関数を $\varphi$ で表すと $(\varphi(t)=e^{-|\mathrm{t}|^{2}}),$ $||\varphi_{\lambda}||_{M^{\mathrm{p},\infty}}\sim\lambda^{-n/p}(0<\lambda\leq 1)$ となる. ここで
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$\varphi_{\lambda}(t)=\varphi(\lambda t)$ . しかしながら,

$f(t)= \sum_{k\in \mathbb{Z}^{n}}e^{ik}.{}^{t}\psi(t-k)$

は, $1\leq p\leq 2$ の時に $||f_{\lambda}||_{M^{p,\infty}}\sim\lambda^{-2n/p}(0<\lambda\leq 1)$ となる ここで $\psi\in S(\mathbb{R}^{n})$ は

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\psi\subset[-1/2,1/2]^{n}$ と $\psi=1$ on $[-1/4,1,4]^{n}$ を満たす急減少関数である. つまり,

ダイレーションをほどこした時に, そのノルムの $\lambda$ のべきが異なるオーダーになる関

数が存在するのである ! このように, modulation spaceでのダイレーションは, P-空

間の場合と異なり複雑な振る舞いをする. 実際, $P$-空間の場合には $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})\backslash \{0\}$

ならば必ず $||f_{\lambda}||_{L^{\mathrm{p}}}\sim\lambda^{-n/p}$ となるからである.

現在の modulation space に関する研究では, ノルムを短時間フーリエ変換 (窓フー
リエ変換) を用いて定義することが多い. $f\in S’(\mathbb{R}^{n})$ の窓 $g\in S(\mathbb{R}^{n})\backslash \{0\}$ に関する

短時間フーリエ変換 $V_{g}B\text{は}$

$V_{g}f(x, \xi)=\int_{\mathrm{R}^{n}}f(t)\overline{g(t-x)}e^{-\not\in}.{}^{t}dt$

で定義される. ここで積分の意味は超関数の意味である. そして, この短時間フーリ

エ変換を用いて

(12) $||V_{g}f||_{L^{\mathrm{p},q}}= \{\int_{\mathrm{J}\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\mathit{9}}f(x, \xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

を $M^{p,q_{-}}$ノルムとして用いるのである. [9] の中で, 上で述べた (11) と (1.2) のノルム

の同値性が述べられているが, $q=\infty$ の場合の証明についてはあまり触れられてい
ない. 筆者はこのノルムの同値性について厳密な証明を与えることは意味があると

信じ, 第 3節で証明を与える.

2. 主結果

Toft [8] が与えた inclusion に関する結果を述べる $1\leq p,$ $q\leq\infty$ とする. Toft は
次のインデックスを導入した:

$\nu_{1}(p, q)=\max\{0,1/q-\min(1/p, 1/p’)\}$ ,

$\nu_{2}(p, q)=\min\{0,1/q-\max(1/p, 1/p’)\}$ .

ここで $p’$ は $P$ の共役指数を表す $(1/P+1/p’=1)$ . この Toft のインデックスを理解
するために, $(1/p, 1/q)\in[0,1|\cross[0,1|$ を次のように分ける:

$I_{1}$ : $\max(1/p, 1/p’)\leq 1/q$ , $I_{1}^{*}$ : $\min(1/p, 1/p’)\geq 1/q$ ,
$I_{2}$ : $\max(1/q, 1/2)\leq 1/p’$ , $I_{2}^{*}$ : $\min(1/q, 1/2)\geq 1/p’$,

$I_{3}$ : $\max(1/q, 1/2)\leq 1/p$ , $I_{3}^{*}$ : $\mathrm{m}\dot{\mathrm{i}}(1/q, 1/2)\geq 1/p$.
図にすると
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$0<\lambda\leq 1$ $\lambda\geq 1$

すると

$\nu_{1}(p, q)=\{$

$0$ if $(1/p, 1/q)\in I_{1}^{*}$

$1/p+1/q-1$ if $(1/p, 1/q)\in I_{2}^{*}$

$-1/p+1/q$ if $(1/p, 1/q)\in I_{3}^{*}$

$\nu_{2}(p, q)=\{$

$0$ if $(1/p, 1/q)\in I_{1}$

$1/p+1/q-1$ if $(1/p, 1/q)\in I_{2}$

$-1/p+1/q$ if $(1/p, 1/q)\in I_{3}$

に注意しよう. この時, Toft は

$B_{n\nu_{1}(p,q)}^{p,q}(\mathbb{R}^{n})\mapsto M^{p,q}(\mathbb{R}^{n})^{\mathrm{c}}arrow B_{n\nu}^{p,q_{2(p,q)}}(\mathbb{R}^{n})$

が成り立つことを示した. また $1\leq p=q\leq 2$ の場合には, 左側の inclusion は最適で
あることを指摘した. つまり,

$B_{\epsilon_{1}}^{p,p}(\mathbb{R}^{n})arrow M^{p,p}(\mathbb{R}^{n})\Rightarrow s_{1}\geq n\nu_{1}(p,p)$

であることを示した. 同様に $2\leq p=q\leq\infty$ の場合には, 右側の inclusion は最適で
あることを指摘した. つまり,

$M^{p,p}(\mathbb{R}^{n})\mapsto B_{\delta}^{p_{2}p}’(\mathbb{R}^{n})\Rightarrow s_{2}\leq n\nu_{2}(p,p)$

であることを示した. 我々はすべての $1\leq p,$ $q\leq\infty$ に対して, Toft の inclusion に関
する結果は上に述べた意味で最適であることを示した (定理 22).

Toftの結果の最適性を示すために, 我々はまずmodulation spaceでのダイレーショ
ンの性質を調べた. 我々は

$\mu_{1}(p, q)=\nu_{1}(p, q)-1/p$ , $\mu_{2}(p, q)=\nu_{2}(p, q)-1/p$
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を導入した. この時,

$\mu_{1}(p, q)=\{$

$-1/p$ if $(1/p, 1/q)\in I_{1}^{*}$

$1/q-1$ if $(1/p, 1/q)\in I_{2}^{*}$

$-2/p+1/q$ if $(1/p, 1/q)\in I_{3}^{*}$

$\mu_{2}(p, q)=\{$

$-1/P$ if $(1/p, 1/q)\in I_{1}$

$1/q-1$ if $(1/p, 1/q)\in I_{2}$

$-2/p+1/q$ if $(1/p, 1/q)\in I_{3}$

に注意しよう. [6] の中で, $\text{我}*$ eau $\sigma$) $p,(\text{レ}-\backslash \grave{J}\exists$ ン}\breve \acute関する結果を得た:

定理 2.1. $1\leq p,$ $q\leq\infty$ とする. この時, 次のことが成り立つ:

(1) ある定数 $C>0$ が存在し

$||f_{\lambda}||_{M^{p,q}}\leq C\lambda^{n\mu 1[\mathrm{p},q)}||f||_{M^{p,q}}$ for all $f\in M^{\mathrm{p}_{)}q}(\mathbb{R}^{n})$ and $\lambda\geq 1$

が成り立つ. 逆に $C>0$ と $\alpha\in \mathbb{R}$ が存在し

$||f_{\lambda}||_{M^{p,q}}\leq C\lambda^{\alpha}||f||_{M^{p,q}}$ for all $f\in \mathrm{A}l^{p,q}(\mathbb{R}^{n})$ and $\lambda\geq 1$

が成り立つのならば, $\alpha\geq n\mu_{1}(p, q)$ .
(2) ある定数 $C>0$ が存在して

$||f_{\lambda}$ II $M^{\mathrm{p},q}\leq C\lambda^{n\mu 2(p,q)}$ Iifll $M^{\mathrm{p},q}$ for all $f\in M^{p,q}(\mathbb{R}^{n})$ and $0<\lambda\leq 1$

が成り立つ. 逆に $C>0$ と $\beta\in \mathbb{R}$ が存在して

$||f_{\lambda}||_{M^{\mathrm{p},q}}\leq C\lambda^{\beta}||f||_{M^{\mathrm{p},q}}$ for all $f\in M^{p,q}(\mathbb{R}^{n})$ and $0<\lambda\leq 1$

が成り立つのならば, $\beta\leq n\mu_{2}(p, q)$ .

定理 21は, 我々のダイレーションに関する評価が, $\lambda$ のべきに関して最適である
ことを主張している.

[6] の中で, 我々は Toft の inclusion に関する結果に対して次の最適性を得た :

定理 2.2. $1\leq p,$ $q\leq\infty,$ $s\in \mathbb{R}$ とする. この時, 次のことが成り立つ:

(1) もしも $B_{s}^{\mathrm{p},q}(\mathbb{R}^{n})\mapsto M^{\mathrm{p},q}(\mathbb{R}^{n})$ が成り立つのならば, $s\geq n\nu_{1}(p, q)$ .
(2) もしも $M^{p,q}(\mathbb{R}^{n})^{\mathrm{c}}arrow B_{\mathit{8}}^{p,q}(\mathbb{R}^{n})$ が成り立ち f さらに $1\leq p,$ $q<\infty$ であるなら

ば, $s\leq n\nu_{2}(p, q)$ .

3. $M^{p,q_{-}}$ノルムの同値性について

この節では $M^{p,q_{-}}$ノルムの同値性, つまり

$( \sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}^{q})^{q}$

.
$, \sim\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}\cdot f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$
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の厳密な証明を与える. ここで $\varphi\in S(\mathbb{R}^{n})$ は $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{p}\varphi\subset[-1,1]^{n}$ と

$\sum_{k\in \mathbb{Z}^{n}}\varphi(\xi-k)=1$
for all $\xi\in \mathbb{R}^{n}$

をみたし, $\Phi=F^{-1}\varphi,$ $\Phi^{*}(t)=\overline{\Phi(-t)}$ とする.

補題 31. $1\leq p\leq\infty$ とする. この時, 次のことが成り立つ.

(1) $\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}<\infty$ ならば f $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ は \xi -変数に関
して連続関数となる.

(2) $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}<\infty$ ならば f $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ は \xi -変数に
関して連続関数となる.

Pmof. まず (1) を考えよう. $||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ の $\xi 0$ での連続性を見よう. $|\xi-\xi 0|<$

$1/2$ とする. $\varphi$ が 1の分解を与えているので, $N$ を十分大きくとれば

$\varphi(\cdot-\xi)=\sum_{|\ell-\xi 0|\leq N}\varphi(\cdot-\xi)\varphi(\cdot-\ell\rangle$

$\varphi(\cdot-\xi_{0})=\sum_{|\ell-\xi_{0}|\leq N}\varphi(\cdot-\xi_{0})\varphi(\cdot-\ell)$

となる. すると,

$|||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}-||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi_{0})\hat{f}]||_{L^{p}}|$

$\leq||\mathcal{F}^{-1}[(\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0}))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$=||F^{-1}[( \sum_{|\ell-\xi_{0}|\leq N}(\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0}))\varphi(\cdot-\ell))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$\leq$ $\sum$ $||F^{-1}[(\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0}))\varphi(\cdot-l)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$|\ell-\xi 0|\leq N$

$\leq$ $\sum$ $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0})]||_{L^{1}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\ell)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$|\ell-\xi_{0}|\leq N$

$\leq C_{N}(\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}})||M_{\xi}\Phi-M_{\xi 0}\Phi||_{L^{1}}$ ,

ここで $\Phi=F^{-1}\varphi,$ $M_{\xi}\Phi(t)=e^{1\xi}{}^{t}\Phi(t)$ . よって, $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$ の $\xi$ についての

連続性が分かる.
次に (2) を考えよう. $\Phi=F^{-1}\varphi,$ $\Phi^{*}(t)=\overline{\Phi(-t)}$ とする.

$\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}](x)=[F^{-1}(\varphi(\cdot-\xi))]*f(x)=(M_{\xi}\Phi)*f(x)$

$= \int_{\mathrm{R}^{n}}f(t)e^{i\xi\cdot(x-t)}\Phi(x-t)dt$

$=e^{ix\cdot\xi} \int_{\mathrm{R}^{n}}f(t)\overline{\Phi^{*}(t-x)}e^{-i\zeta}.{}^{t}dt=e^{1x\cdot\xi}V_{\Phi}\cdot f(x,\xi)$
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より,

$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot,\xi)||_{L^{\mathrm{p}}}=||V_{\Phi}\cdot f||_{L^{\mathrm{p},\infty}}$

が分かる. よって, 任意の $\psi\in S(\mathbb{R}^{n})\backslash \{0\}$ に対して,

$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}=||V_{\Phi^{*}}f||_{L^{\mathrm{p},\infty}}$

$\sim||V_{\Psi^{*}}f||_{L^{p,\infty}}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\psi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$

を得る. ここで $\Psi=F^{-1}\psi,$ $\Psi^{*}(t)=\overline{\Psi(-t)}$であり, $||V_{\Phi}\cdot f||_{L^{\mathrm{p},\infty}}\sim||V_{\Psi}\cdot f||_{L^{\mathrm{p}}}$, 。

の同値性については [2, Proposition 11.3.2]. $||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ の $\xi 0$ での連続
性を示そう. $\psi\in S(\mathrm{R}^{n})$ を $\psi=1$ on $[$-2, $2]^{n}$ を満たす急減少関数とする. す

ると, $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}<\infty$ を仮定すると, 上で述べた同値性から
$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\psi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}<\infty$ となる. $\mathrm{e}\mathrm{k}$ って $|\eta-\xi 0|<1/2$ で $||\mathcal{F}^{-1}[\psi(\cdot$ -

$\eta)\hat{f}]||_{L^{p}}<\infty$ となる $\eta$ が存在する. $|\xi-\xi_{0}|<1/2$ なら

$\xi+[-1,1]^{n},$ $\xi_{0}+[-1,1]^{n}\subset\eta+[-2,2]^{n}$

だから

$\varphi(\cdot-\xi)=\varphi(\cdot-\xi)\psi(\cdot-\eta)$

$\varphi(\cdot-\xi_{0})=\varphi(\cdot-\xi_{0})\psi(\cdot-\eta)$

が成り立つ. 以上から,

$|||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}-||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi_{0})\hat{f}]||_{L^{p}}|$

$\leq||\mathcal{F}^{-1}[(\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0}))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$=||F^{-1}[(\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0}))\psi(\cdot-\eta)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$\leq||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)-\varphi(\cdot-\xi_{0})]||_{L^{1}}||F^{-1}[\psi(\cdot-\eta)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$=||M_{\xi}\Phi-M_{\xi 0}\Phi||_{L^{1}}||F^{-1}[\psi(\cdot-\eta)\hat{f}]||_{L^{p}}$ .

この不等式は, $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(. -\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$ の $\xi 0$ での連続性をあらわしている. 口

まずは $q=\infty$ の場合のノルムの同値性を示そう.

命題 32. $1\leq p\leq\infty$ とする. この時,

$\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}\sim \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot,\xi)||_{L^{p}}$

が成り立つ. ここで $\Phi=\mathcal{F}^{-1}\varphi,$ $\Phi^{*}(t)=\overline{\Phi(-t)}$ .

Proof. まずは $\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}\leq \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi}\cdot f(\cdot,\xi)||_{L^{\mathrm{p}}}$ となることを

見よう. $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot, \xi)||_{L^{p}}<\infty$ を仮定する 補題 3.1の証明から,

(3.1) $|F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)f](x)|=|V_{\Phi}\cdot f(x,\xi)|$
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が分かる. よって, $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot, \xi)||_{L^{p}}<\infty \text{ならば}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot$ -

$\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}<\infty$ となる. すると補題 3.1 (2) から $||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ が $\xi$ に関して連続

となることが分かる. よって (3.1) を用いることにより

$\sup||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$\epsilon\in \mathrm{R}^{n}$

$= \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot,\xi)||_{L^{p}}$.

以上より,

$\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}\leq\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$= \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi}\cdot f(\cdot,\xi)||_{L^{p}}$

を得る.

次に $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{\mathfrak{n}}}||V_{\Phi}*f(\cdot,\xi)||_{L^{\mathrm{p}}}\leq C\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$ となる $f$ に無関係

な $C>0$ が存在することを見よう. $\sup_{k\in \mathbb{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}<\infty$ を仮定する.

すると補題 3.1 (1) から $||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}$ が $\xi$ に関して連続であることが分かる.

よって (3.1) を用いると,

$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\zeta\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi}\cdot f(\cdot,\xi)||_{L^{\mathrm{p}}}=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$

$= \sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{p}}=\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot,\xi)||_{L^{p}}$

が成り立つことが分かる. $\varphi$ が 1の分解を与えていることから,

$||V_{\Phi}*f(\cdot,\xi)||_{L^{p}}=||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$

$=|| \mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)(\sum_{\ell\in \mathrm{Z}^{n}}\varphi(\cdot-\ell))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$\leq\sum_{|l-\xi|\leq N}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\varphi(\cdot-\ell)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$

$\leq\sum_{|\ell-\xi|\leq N}||F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)]||_{L^{1}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\ell)\hat{f}]||_{L^{p}}$

$\leq C\sup_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}$ ,

ここで $C$ は $f$ にも $\xi$ にも依らない定数である. 以上より,

$\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup_{\xi\in \mathrm{R}^{n}}||V_{\Phi^{*}}f(\cdot,\xi)||_{L^{\mathrm{p}}}\leq C\sup_{k\in \mathbb{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}$

を得る. 口

次に $q<\infty$ の場合を考えよう.
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命題 33. $1\leq p\leq\infty,$ $1\leq q<\infty$ とする. この時,

$( \sum_{k\in \mathbb{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}^{q})^{1/q}\sim\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}\cdot f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

が成り立つ. ここで $\Phi=\mathcal{F}^{-1}\varphi,$ $\Phi^{*}(t)=\overline{\Phi(-t)}$.

Proof. まずは

$\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}\cdot f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}\leq C(\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}^{q})^{1/q}$

となる $f$ に依らない $C>0$ が存在することを示そう. $\xi\in k+[-1/2,1/2]^{n}$ に対し,
(3.1) と $\varphi$ が 1の分解を与えていることを用いると,

$|V_{\Phi^{*}}f(x,\xi)|=|\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\hat{f}](x)|$

$\leq\sum_{|\ell|\leq N}|F^{-1}[\varphi(\cdot-\xi)\varphi(\cdot-(k+\ell))\hat{f}](x)|$

$= \sum_{|\ell|\leq N}|(M_{\xi}\Phi)*(F^{-1}[\varphi(\cdot-(k+\ell))\hat{f}])(x)|$

が分かる. ここで $N$ は $\xi$ と $k$ に依らない. よって,

$\{I_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}*f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

$= \{\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\int_{k+[-1/2,1/2]^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}*f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

$\leq\sum_{|l|\leq N}\{\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\int_{k+[-1/2,1/2]^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|(M_{\xi}\Phi)*(F^{-1}[\varphi(\cdot-(k+\ell))\hat{f}])(x)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

$= \sum_{|\ell|\leq N}\{\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\int_{k+[-1/2,1/2]^{n}}||(M_{\zeta}\Phi)*(F^{-1}[\varphi(\cdot-(k+P))\hat{f}])||_{L^{p}}^{q}d\xi\}^{1/q}$

$\leq\sum_{|\ell|\leq N}\{\sum_{k\in \mathrm{Z}^{\hslash}}\int_{k+[-1/2,1/2]^{n}}(||M_{\xi}\Phi||_{L^{1}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-(k+\ell))\hat{f}])||_{L^{\mathrm{p}}})^{q}d\xi\}^{1/q}$

$=|| \Phi||_{L^{1}}\sum_{|p|\leq N}(\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-(k+\ell))\hat{f}])||_{L^{\mathrm{p}}}^{q})^{1/q}$

$=C|| \Phi||_{L^{1}}(\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}])||_{L^{p}}^{q})^{1/q}$ .
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次 eこ

$( \sum_{k\in \mathbb{Z}^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}^{q})^{1/q}\leq C\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi^{\wedge}}f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

を示そう. $\xi\in k+[-1/2,1/2]^{n}$ に対し, (3.1) と $\varphi$ が 1の分解を与えていることを用
いると,

$||F^{-1}[ \varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}\leq\sum_{|\ell|\leq N}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\varphi(\cdot-(\xi+l))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$= \sum_{|\ell|\leq N}||(M_{k}\Phi)*(F^{-1}[\varphi(\cdot-(\xi+l))\hat{f}])||_{L^{p}}$

$\leq\sum_{|p|\leq N}||M_{k}\Phi||_{L^{1}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-(\xi+\ell))\hat{f}]||_{L^{p}}$

$=|| \Phi||_{L^{1}}\sum_{|\ell|\leq N}||V_{\Phi}\cdot f(\cdot,\xi+p)||_{L^{p}}$

が分かる. ここで $N$ は $\xi$ と $k$ に依らないことに注意しよう. よって,

$( \sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}||\mathcal{F}^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{p}}^{q})^{1/q}$

$=( \sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\int_{k+[-1/2,1/2]^{n}}||F^{-1}[\varphi(\cdot-k)\hat{f}]||_{L^{\mathrm{p}}}^{q}d\xi)^{1/q}$

$\leq\{\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}\int_{k+1-1/2,1/2]^{n}}(||\Phi||_{L^{1}}\sum_{|\ell|\leq N}||V_{\Phi^{\wedge}}f(\cdot,\xi+P)||_{L^{p}})^{q}d\xi\}^{1/q}$

$=|| \Phi||_{L^{1}}\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\sum_{|\ell|\leq N}||V_{\Phi}\cdot f(\cdot,\xi+\ell)||_{L^{\mathrm{p}}})^{q}d\xi\}^{1/q}$

$\leq||\Phi||_{L^{1}}\sum_{|\ell|\leq N}\{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi^{*}}f(x, \xi+p)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$

$=C \{\int_{\mathrm{R}^{n}}(\int_{\mathrm{R}^{n}}|V_{\Phi}*f(x,\xi)|^{p}dx)^{q/p}d\xi\}^{1/q}$ .

口
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