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Abstract
本稿ではかウシアングラフィカルモデルによる画像修復に対して $\mathrm{E}\mathrm{M}$ アルゴリズムによるハイパバラ

メータの推定値への収束過程を厳密解を用いたアルゴリズムと確率伝搬法を用いたアルゴリズムの両方に
対して各ステップごとの配位平均の計算を通して統計的に評価を与える.

1 はじめに

マルコフ確率場をはじめとする確率的画像処理の研究は情報科学, 統計科学, 統計物理学の境界領域におい
て多くの研究テーマを創出する問題のひとつである [2, 3, 4, 5, 6]. その研究テーマのひとつにハイパパラメー
回推定の問題がある. 画像処理の確率モデル化において重要な鍵はベイズの公式であるが, 情報源となる事
前確率と情報源からのデータの生成過程を表す条件付き確率に含まれるハイパパラメータをデータから決定
する必要がある. このハイパパラメータのデータからの決定は統計科学における接近法では最尤 (Maximnxm
Likelihood) 推定にもとづいて行われるが, これを実現するアルゴリズムは $\mathrm{E}\mathrm{M}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}^{r}z$ation $\cdot$

期待値最大化) アルゴリズムとして与えられる [6, 7, 8].
確率的画像処理の用いられる礁率モデルの多くは大規模確率モデルとして与えられるため, 多くの場合

にその平均, 分散, 共分散などの統計量の計算には近似アルゴリズムが用いられることが多い. この近似アル
ゴリズムの構成に大きな役割を果たしている接近法のひとつに歯止伝搬法がある. 確率伝搬法は 1980年代
に人工知能における近似アルゴリズムとして提案されているが, その後の研究において統計物理学における
平均場理論と類似の構造があることが指摘されている $[9, 10]$ . 夏に平均場理論のひとつの拡張であるクラス
ター変分法を用いると確率伝搬法が–般化された確率伝搬法へと拡張されることが指摘されてぃる $[11, 12]$ .
確率的画像処理に用いられる確率モデルの中で解析的取り扱いの可能なもののひとっにガウシアングラ

フィカルモデルがある. ガウシアングラフィカルモデルは多次元ガウス分布に帰着され, その平均, 分散, 共
分散は多次元ガウス積分の公式を用いて解析的に計算することができる [5, 6, 13]. このガウシアングラフィ
カルモデルに対して確率伝搬法を用いた場合, 平均については厳密解と–致する結果を与えることが知られ
ている [14]. 更にガウシアングラフィカルモデルを事前建率とする確率的画像処理において確率伝搬法を用
いたハイパパラメータ推定のアルゴリズムと厳密解を用いたものとの数値実験を通しての比較による精度
評価も行われている [6, 15, 16].
確率的画像処理におけるもうひとつの統計力学的接近法に統計的性能評価がある. この統計的性能の計

算は統計物理学におけるランダムスピン系の配位平均の計算に対応する. 誤り訂正符号, 移動体通信ではス
ピングラス理論を用いた様々の統計的性能評価の解析計算が行われている $[17, 18]$ . ガウシアングラフィカ
ルモァルを用いた薙率的画像処理ではこの統計的性能の計算は多次元ガウス積分の公式により解析的に導
出することができる [5, 6, $13|$ .
このように確率伝搬法を用いた確率的画像処理アルゴリズムによる具体的なシステムの構築とスピング

ラス理論を基礎とする配位平均の計算を通しての統計的性能評価の研究は着実に進展しつつある. しかしな
がら, 確率伝搬法による近似アルゴリズムとして磯率的画像処理システムを構成した場合,繰り返し計算が
含まれることとなり, この繰り返し計算と配位平均の評価を同時に行えるかどうかについて不明砲な点が多
く残り, その統計的性能についてはこれまで研究がなされていなかった. 更にはハイパパラメータの推定値
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への収束の過程を解析計算の立場から統計的評価する研究はこれまで行われていない. そこで本稿ではかウ
シアングラフィカルモデルによる画像修復に対して EM アルゴリズムによるハイパパラメータの推定値へ
の収束過程を厳密解を用いたアルゴリズムと確率伝搬法を用いたアルゴリズムの両方に対して各ステップ
ごとの配位平均の計算を通して統計的に評価することを考える.

2 ガウシアングラフィカルモデルによる確率的画像処理
正方格子上に並ぶ $|\Omega|$ 個の画素 $\Omega=\{1,2, \cdots, |\Omega|\}$ 上で与えられる画像を考え, 原画像 $\vec{f}$ と劣化画像 $\vec{g}$

の画素 $i$ の階調値をみおよび $g$: とする.

$\vec{f}=$$\prime 1$ , $\vec{g}=$ (1)

劣化過程は平均 $0$ , 分散 $\sigma^{2}$ の加法的白色ガウス雑音を仮定する. このとき原画像 $\tilde{f}$が与えられたときに劣
化画像 $\vec{g}$ を生成する確率密度関数は

$P(g \urcorner f^{\prec}, \sigma)\equiv(\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma})^{|\Omega|}\exp(-\frac{1}{2\sigma^{2}}\sum_{:\in\Omega}(f_{1}-g_{i})^{2})$ (2)

により与えられる. この画像上のすべての最近接画素対 $ij$ の集合の集合を $N$ として, 原画像 $\tilde{f}$ を生成す
る事前確率密度関数が

$\exp(-\frac{1}{2}\alpha\sum(f_{i}-f_{j})^{2})$

$P(f \tilde{|}\alpha)\equiv:\frac{1j\in N}{\int\exp(-\frac{1}{2}\alpha\sum_{*j\in N}(z_{1}-z_{j}\rangle^{2})dz}$. (3)

により与えられるものとする. このとき, ベイズの公式を用いると劣化画像 $\vec{g}$ が与えられたときの原画像 $\tilde{f}$

に対する事後確率密度関数は

$\exp(-\frac{1}{2\sigma^{2}}\sum(f_{1}-g:)^{2}-\frac{1}{2}\alpha\sum(f_{i}-f_{j})^{2})$

$P( \tilde{f|}\vec{g},\alpha, \sigma)\equiv..\frac{1\in\Omega J’\in N}{\int\exp(-\frac{1}{2\sigma^{2}}\sum_{*\in\Omega}(z_{1}-g|)^{2}-\frac{1}{2}\alpha\sum_{j\in N}(z_{*}-z_{j})^{2})d_{Z}^{arrow}}::$.
(4)

により与えられる.
劣化画像 $garrow$ から $(\alpha, \sigma)$ の推定値は最尤推定に基づけば, 原画像 $\vec{f}$ と劣化画像 $\vec{g}$ の結合確率密度関数

$\mathcal{P}(\tilde{f,}g\urcorner\alpha,\sigma)\equiv \mathcal{P}(\tilde{g}|\vec{f}, \sigma)P(f\vec{|}\alpha)$ (5)

を用いて定義される

$\mathcal{P}(g\urcorner\alpha,\sigma)=\int P(z\tilde{g}|arrow,\alpha,\sigma)d$ ? (6)

を最大化するように決定される. $P(\vec{g}|\alpha, \sigma)$ はハイパパラメータ $\alpha$ と $\sigma$ に対する周辺尤度 (Marginal
Likelihood) と呼ばれる.
周辺尤度 $\mathcal{P}(\tilde{g}|\alpha, \sigma)$ を $\alpha$ と $\sigma$ について最大化する最尤推定値 $\hat{\alpha},\sigma\wedge$ を求めるアルゴリズムは統計科学で

は EM アルゴリズムにより構成される. EM アルゴリズムは次の手続きを $\alpha(f,)$ と $\sigma(t,)$ が収束するまで更
新するというものである.

$(\alpha(t+1), \sigma(t+1))$ $=$ argmaxQ $(\alpha,\sigma|\alpha(t),$ $\sigma(t),g)arrow$ (7)
$\alpha,\sigma$

$Q(\alpha, \sigma|\alpha(t),$ $\sigma(t),\vec{g})$ $\overline{\approx}$ $\int P(z\urcorner\vec{g}, \alpha(t),$ $\sigma(t))l\mathrm{n}P(z^{arrow},g\urcorner\alpha, \sigma)dz^{arrow}$ (8)
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具体的なアルゴリズムは式 ( $8\rangle$ の $\alpha$ と $\sigma$ についての極値条件

$[ \frac{\theta}{\partial\alpha}Q(\alpha, \sigma|\alpha(t,), \sigma(t,),\dot{g})]_{\alpha=a(t+1),\sigma=\sigma(t+1)}=0$ (9)

$[ \frac{\partial}{\theta\sigma}Q(\alpha,\sigma|\alpha(t),$

$\sigma(t),\dot{g})]_{\alpha=\alpha(t+1),\sigma=\sigma(t+1)}=0$ (10)

を考え, 式 (2) と式 (3) を代入することで

$\sum_{ij\in}J(f_{1}-f_{j})^{2}P(\vec{f|}\alpha(t+1))d\vec{f}=\sum_{1j\in N}\int(f_{i}-f_{j})^{2}P(\vec{f|}\vec{g},\alpha(t),$ $\sigma(t))d\tilde{f}$ (11)

$\sigma(t+1)^{2}=\frac{1}{|\Omega|}\sum_{i\in\Omega}\int(f_{\dot{*}}.-g_{i})^{\mathit{2}}P(\vec{f|}\text{訊} \alpha(f,),$
$\sigma(f,))d\tilde{f}$ (12)

$k\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\dot{\eta}\Psi,t^{}.**\text{さ}h\text{る}$ .
式 (11)-(12) の両辺を多次元ガウス積分の公式を用いて計算すると以下の再帰的方程式が導かれる.

$\alpha(t+1)^{-1}=\frac{1}{|\Omega|}\mathrm{B}(\sigma(t)^{2}C(I+\alpha(t\rangle\sigma(t)^{2}C)^{-1})$

$+ \frac{1}{|\Omega|}\dot{g}^{d}C\mathrm{r}(I+\alpha(t)\sigma(t)^{\mathit{2}}C)-1_{\vee}g$ , (13)

$\sigma(t+1)^{2}=\frac{1}{|\Omega|}\mathrm{n}(\sigma(t)^{2}(I+\alpha(t)\sigma(t)^{2}C))$

$+ \frac{1}{|\Omega|}g^{\lrcorner \mathrm{r}}\alpha(t)^{2}\sigma(t)^{4}(c(I+\alpha(t)\sigma(t)^{2}C)^{-1})^{2}\vec{g}$. (14)

式 (11)-(12) の両辺を確率伝搬法を用いて計算することでハイパパラメータ推定の近似アルゴリズムを構成
することができる [6]. 更に–般化された確率伝搬法を用いたものへの拡張も可能である. 標準画像に対して
厳密解, 確率伝搬法, 一般された確率伝搬法による EM アルゴリズムを適用した数値実験例を図 1に示す.
また, 図 1の数値実験において行った EM アルゴルリズムによるハイパバラメー助の推定過程を図 2に与
える.

3 EM アルゴリズムの統計解析
この EM アルゴリズムが事前確率で想定した原画像に対してどのような軌道で

$(\alpha(0), \sigma(0))arrow(\alpha(1), \sigma(1))arrow(\alpha(2), \sigma(2))arrow(\alpha(3),\sigma(3))arrow\cdots$

をたどり推定値に収束するかを調べることを考えてみる. まず, 事前確率密度関数のハイパパラメータ $\alpha^{\mathrm{t}}$

と加法的白色ガウス雑音の標準偏差 $\sigma$ の値を–組設定する. この $\alpha^{\phi}$ と $\sigma$
. が真のハイパパラメータの値

となり, EM アルゴリズムで “時刻” $t$ とともにどのように収束してゆくかをみようというわけである. こ
れを標本平均を使って計算しようという場合, まず $P(f\vec{|}\alpha)$ に対するマルコフ連鎖モンテカルロ法により
$K$ 個の原画像 $f\tilde{(}k$ ) $(k=1,2, \cdots, K)$ を生成する. そしてそのそれぞれの原画像 $\vec{f}(kk)$ に対して $L$ 個ずつの
劣化画像ず (k, $l$ ) $(l=1,2, \cdots, L)$ をランダムに生成する. この $KL$ 個の各劣化画像 $g(arrow k, l)$ に対して EM ア
ルゴリズム

$(\alpha(t+1;k,l),$ $\sigma(t+1;k, l))$ $=$
$\arg\max_{\alpha,\sigma}Q(\alpha,\sigma|\alpha(t;k,l), \sigma(t;k, l),\vec{g}(k,l))$ (15)

により生成される系列

$(\alpha(0;k,l),$ $\sigma(0;k,l))arrow(\alpha(1;k,l),\sigma(1_{1}.k,l))arrow(\alpha(2;k, l),$ $\sigma(2;k, l))arrow(\alpha(3;k,\mathrm{t}),$ $\sigma(3;k, l))arrow\cdots$
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(a) (b)

(c) (d) (e)

Figure 1: ガウシアングラフィカルモデルによる $\mathrm{E}\mathrm{M}$ アルゴリズムを用いたハイパパラメータ推定のもとでの
画像修復. (a) 原画像 $\vec{f.}(\mathrm{b})$ 劣化画像 $\tilde{g}(\sigma=40)$ . $(\mathrm{c})$ 厳密解による修復画像 $\hat{\tilde{f}}(\hat{\alpha}=0.000713, \mathrm{a}=37.624)$ .
(d) 確率伝搬法 (LooPy Belief Propagation; LBP) による修復画像 $\wedge f^{\sim}(\hat{\alpha}=0.000584,8=36.228)$ . $(\mathrm{e})$ 一般
化された確率伝搬法 (Generalizd Belief ProPagation; GBP) による修復面像 $\wedge\tilde{f}(\hat{\alpha}=0.000713, \wedge\sigma=37.610)$ .
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Figllre 2: 図 $1(\mathrm{b})$ の劣化画像 $\tilde{g}$ に対する $\mathrm{E}\mathrm{M}$ アルゴリズムにょ6ハイ’‘パラメータ推定}\breve \acuteおける $(\sigma(t),\alpha(f,))$

$(t=0,1,2, \cdots)$ . EM アルゴリズムにおける初期値は $\sigma(0)=100,$ $\alpha(0)=0.00010$ と設定. (a) 黒丸は厳密解
(Exact $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{l}\tau \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\rangle$ , 白丸は確率伝搬法 (LOoPy Belief Propagation; LBP). (b) 黒丸は厳密解 (Exact Sollltion),
白丸は–般化された確率伝搬法 (Generalized Belief Propagation).
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を求める. 得られた $KL$ 個の系列から

$\overline{\alpha}(t,)=\frac{1}{KL}\sum_{k=1}^{K}\sum_{l=1}^{L}\alpha(t;k, l).\overline{\sigma}(t)=\frac{1}{KL}\sum_{k=1l}^{K}\sum_{=1}^{L}\sigma(t;k, l)$ (16)

を求めることにより, 確率密度関数 $P(\vec{g}|\alpha^{\mathrm{s}}, \sigma^{\mathrm{t}})$ に忠実に従って生成された劣化画像 $g\prec$ に対する統計的性能
の標本平均を用いた評価が得られることになる.
この操作は $\alpha^{\mathrm{t}}$ と $\sigma$ が与えられたときの劣化画像 $\vec{g}$ に対する確率密度関数 $P(g\urcorner\alpha., \sigma^{l})$ を用いて

$( \overline{\alpha}(t+1),\overline{\sigma}(t+1))=\arg\max_{\alpha,\sigma}\int Q(\alpha, \sigma|\overline{\alpha}(t),\overline{\sigma}(t),\vec{g})P(\tilde{g}|\alpha^{\mathrm{r}},$$\sigma.\rangle$ $d\tilde{g}$ (17)

により表される. 式 (17) を $\int Q(\alpha, \sigma|\overline{\alpha}(t),\overline{\sigma}(t),\vec{g})P(\vec{g}|\alpha^{2}, \sigma)dg\sim$ の $\alpha$ と $\sigma$ に関する極値条件

$[ \frac{\theta}{\theta\alpha}\int Q(\alpha, \sigma|\overline{\alpha}(t),\overline{\sigma}(t),\tilde{g})P(g\urcorner\alpha^{\mathrm{t}}, \sigma^{\mathrm{t}})d\tilde{g}]_{\alpha=\alpha(t+1),\sigma=\sigma(t+1)}=0$ , (18)

に書き換えると次の再帰的更新式が導かれる.

$[ \frac{\theta}{\theta\sigma}\int Q(\alpha,\sigma|\overline{\alpha}(t),\sigma(t),\vec{g})P(\vec{g}|\alpha^{*}, \sigma^{\mathrm{t}})d\vec{g}]_{\alpha=\alpha(t+1\rangle,\sigma=\sigma(t+1)}=0$, (19)

$\sum_{\dot{*}j\in N}\int(f_{*}$
.

$-f_{j})^{2}P(f \vec{|}\alpha(t+1))d\vec{f}=.\sum_{*j\in N}\int(\int(f_{1}-f_{j})^{2}\mathcal{P}(\vec{f|}\vec{g},\alpha(t),$ $\sigma(t))d\tilde{f})\mathcal{P}(\tilde{g}|\alpha., \sigma.)d\vec{g}$ $(20\rangle$

$\sigma(t+1)^{2}=\frac{1}{|\Omega|}.\cdot\sum_{\in\Omega}\int(\int(f_{1}-g:)^{\mathit{2}}P(f\tilde{|}\vec{g},\alpha(t),$$\sigma(t,))d\vec{f})P\{\vec{G}=g|\sim\alpha’, \sigma.\}d_{\mathit{9}}^{\sim}$ (21)

この更新規則 (20)- (21) の両辺に現れる平均, 分散, 共分散を多次元ガウス積分の公式により解析的に計算
すると次の再帰的更新式が導かれる.

1
$\overline{\alpha}(t+1)^{-1}=\overline{|\Omega|}^{\overline{\sigma}(t)^{2}\mathrm{R}C(I+\tilde{\alpha}(t)\overline{\sigma}(t)^{2}C)}$

$- \frac{1}{|\Omega|}(\frac{1}{\alpha^{l}})\mathrm{h}(I+\alpha\sigma^{*\mathit{2}}C\rangle$ $((I+\overline{\alpha}(t)\overline{\sigma}(t)^{2}C)^{-1})^{\mathit{2}}$ (22)

$\sigma(t+1)^{2}=\frac{1}{|\Omega|}\overline{\sigma}(t)^{\mathit{2}}?\mathrm{Y}(I+\overline{\alpha}(t)\sigma(t,)^{\mathit{2}}C)^{-1}$

$- \frac{1}{|\Omega|}(\frac{\overline{\alpha}(t)^{2}\overline{\sigma}(t\rangle^{4}}{\alpha^{l}})\mathrm{R}C(I+\alpha\sigma’ C2)((I+\overline{\alpha}(t)\overline{\sigma}(t)^{2}C)^{-1})^{2}$ (23)

$I$ と $C$ はその $(i,j)$-成分が次のように定義される $|\Omega|\mathrm{x}|\Omega|$ の行列である.

$(i|I|j\rangle\equiv\{$
1 $(i=j)$

‘
$(i|C|j\rangle\equiv\{$

$0$ $(\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}8\mathrm{e})$
‘

4 $(i=j)$
$-1$ $(ij\in N)$ .

$0$ $(\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\epsilon \mathrm{e})$

(24)

また, この更新規則 (20)- (21) の平均, 分散, 共分散の計算に確率伝搬法を用いた場合の更新規則 (17)
は次のアルゴリズムに帰着される.
Step 1: $\overline{\alpha}(0),\overline{\sigma}(0)$ に初期値を設定し, $tarrow \mathrm{O}$ とする.

Step 2: 次の式を $(a, b)$ の値が収束するまで繰り返す.

$arrow(^{\frac{3}{4a}+_{\overline{4}\sigma \mathrm{T}^{1}\iota \mathrm{J}^{f}}+(t)-\alpha(t)}-\alpha(t)\frac{\alpha_{3}}{4a}+*4\sigma t+\alpha(t))^{-1}$ . (25)
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Step $S:(\alpha(t+1), \sigma(t+1)$ を次の式により計算する.

$\overline{\alpha}(t+1)arrow\frac{1}{4}(a-b+\frac{1}{|N|}\prime \mathrm{b}\frac{I+\alpha^{l}\sigma^{\mathrm{s}2}C}{\alpha^{l}(I+\overline{\alpha}(t)\sigma(t)^{2}C)^{\mathit{2}}})^{-1}$, (26)

$\overline{\sigma}(t+1)arrow(a+\frac{1}{|\Omega|}\mathrm{h}\frac{\alpha(t)^{2}(I+\alpha^{l}\sigma^{\mathrm{r}2}C)}{\alpha^{*}(I+\overline{\alpha}(t,)\sigma(t)^{2}C)^{2}})^{1/\mathit{2}}$ . (27)

Step 4: $a(t)$ と $\sigma(t,)$ が収束すれば終了し, 収束しなければ $tarrow t+1$ として Step 2に戻る.

更に–般化された確率伝搬法を用いた場合に対する更新規則 (17) も同様に導かれる.
Step 1: $\tilde{\alpha}(0),\overline{\sigma}(0)$ に初期値を設定し, $tarrow \mathrm{O}$ とする.

Step 2: 次の式を $(a, b)$ の値が収束するまで繰り返す.

$arrow\dot{\Psi}(|\overline{\alpha}(t),$ $\theta(t))$ . (28)

Step 3: $\overline{\sigma}(t+1)$ と $\rho_{d}$ を次の式により計算する.

$\sigma(t+1)arrow(a+\frac{1}{|\Omega|}\mathrm{h}\frac{\overline{\alpha}(\mathrm{f},)^{2}(I+\alpha^{l}\sigma^{l2}C)}{\alpha^{l}(I+\overline{\alpha}(t)\overline{\sigma}(t)^{2}C)^{2}})^{1/2}$ , (29)

$\mathrm{r},arrow\frac{1}{4}(a-b+\frac{1}{|N|}\mathrm{h}\frac{I+\alpha\sigma’ C2}{\alpha^{l}(I+\overline{\alpha}(t)t(t)^{2}C)^{2}}.)^{-1}$ . (30)

Step 4: $\overline{\alpha}(t+1)$ を次の等式を満たすように決定する.

$=\tilde{\Psi}(|\overline{\alpha}(t+1),$ $0)$ , (31)

Step 5: $\overline{\alpha}(f,)k\overline{\sigma}(\dagger,)$ が収束すれば終了し, 収束しなければ $tarrow t,$ $+1$ として Step 2に戻る.

ここで Step 2における $\vec{\Psi}(|\alpha,$ $\sigma)$ は次のように定義される.

$\tilde{\Psi}(|\alpha,$ $\sigma)\equiv((\alpha+\frac{1}{4\sigma^{\mathit{2}}}-\frac{1}{4\tau,}+\frac{x}{2(x_{-}^{\mathit{2}}-1J^{2})})$

$- \frac{1}{2}(\alpha-\frac{y}{x^{2},-y^{2}}))^{-1}$ . (32)

厳密解, 確率伝搬法, 一般化された確率伝搬法に対する更新規則 (17) に基づく系列

$(\overline{\alpha}(0),\overline{\sigma}(0))arrow(\overline{\alpha}(1), \sigma(1))arrow(\overline{\alpha}(2),\sigma(2))arrow(\overline{\alpha}(3),\overline{\sigma}(3))arrow\cdots$

を図 3および表 1に与える. 一般化された獣身伝搬法は厳密解に非常に近い軌道を通り真の値 $(\alpha.,\sigma.)$ に
収束することがわかる. 図 2に示すように個々の標準画像に対して具体的に劣化画像を生成し, 厳密解, 確
率伝搬法, 一般化された確率伝搬法により, EM アルゴリズムを通して行ったハイパパラメータ推定におい
てもこれと同様の結果が得られている.
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Figure 3: EM ア’3)| xム}\breve \acute A $6j\grave \text{イ}/\backslash /\backslash \text{フ}-j-$ ク $\mathrm{f}\not\in \text{定}\}^{}.k^{\backslash }$ }) $\text{る}(\sigma(t),\alpha(t))(t=0,1,2, \cdots)\text{の統}\#\text{平均}$.
/\イノ ‘/‘’フ-\nearrow -- $t\sigma,$ $\alpha \text{の}\propto \text{の}|\mathrm{g}|\mathrm{X}\sigma=40,$ $\alpha’=0.00070$ , EM $\text{ア}’\mathrm{s}\mathrm{J}^{1}$) Xム}\breve \acute k*}f 6 $ffl\mathfrak{U}\mathrm{f}\mathrm{f}$}$\mathrm{h}\sigma(0)=100$ ,
$\alpha(0)=0.00010\text{と}\#\text{定}$. $(\mathrm{a})\mathrm{R}\lambda[]\mathrm{h}\text{厳}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{解},$ $\mathrm{B}\lambda|\mathrm{h}\text{確率伝}\#\text{法}$ (Bethe $\grave{1}\mathrm{E}|\mathrm{k}\backslash \lrcorner$ ) . $(\mathrm{b})\mathrm{R}\mathit{9}\mathrm{L}\}\mathrm{h}\text{厳密解},$ $\mathrm{f}\mathrm{i}*\}\mathrm{h}-\text{般}$

$l\mathrm{b}\text{さ}*\iota f_{arrow}’\text{確率}\ulcorner \mathrm{r}\text{搬法}$ (クフ- ス $F-\Phi\theta*\text{法}$).
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Table 1: 厳密解 (Exact), 確率伝搬法 (Loopy Behhef Propagation; LBP), 一般化された確率伝搬法 (Gen-
eralized Belief Propagation; GBP) による EM アルゴリズムにおける $(\sigma(t), \alpha(f,))(t=0,1,2, \cdots)$ の統計
平均. ハイパパラメータ $\sigma,$ $\alpha$ の真の値は $\sigma^{\mathrm{r}}=40,$ $\alpha^{\mathrm{t}}=$ 0.00070, EM アルゴリズムにおける初期値は
$\sigma(0)=100,$ $\alpha(0)=0.00010$ と設定.

4 まとめ

本稿ではかウシアングラフィカルモデルによる確率的画像処理における EM アルゴリズムを用いたハイ
パパラメータ推定の動作過程を厳密解, 確率伝搬法および–般化された確率伝搬法のそれぞれに対して統計
的に解析した. 本稿では統計的解析の詳細は省略した. また, 行った数値実験の–部を紹介するにとどめて
いる. 本稿で与えた定式化の導出の詳細をまとめ, 数値実験について更に詳細な解析を行った上で, 英国物
理学会の理論物理学の学術雑誌 J. Phys. A に投稿する準備を進めている.
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