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1 序論

1930年代に Church がラムダ計算を考案したときは論理定数を含んでいた ([4],[5])。含んで

いたというより, Church の論文の表題「A set of postulates for the foundation logic」からは,

Church はラムダ計算を論理 (さらに, 数学) の基礎にしょうと考えていたことが窺がえる。 しかし,

その後この体系には矛盾が発見され ([16]), 論理定数は取り除かれラムダ計算の部分だけが主に研
究されてきた。論理定数を含む体系も illative combinatory logic として研究されてきたが, 古典

述語論理などがシミュレートできるように人為的に作られた感じのものであった。優れた汎用シス

テムはそれぞれ独自の思想を持ち, その思想を簡明に表現しているのが望ましい。U. $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}[19]$

の仕事からヒントを得て, 「ラムダ計算 $+$ 論理」は非常に優れた汎用システムである可能性が高い

ことが分かってきた。

2 カントールの集合論の矛盾

カントールの集合論で最初に発見された逆理といわれているブラリーフォルティの逆理 [3] は順序

数論ともいえるカントールの集合論には多大な影響を与えたが, 数学の基礎としての論理には影響

がなかった。 その後発見されたラッセルの逆理 [21] は表現 $\{x|x\not\in x\}$ を項として認め

任意の項 $t$ および任意の論理式 $\alpha(x)$ について, $t\in\{x|\alpha(x)\}\Leftrightarrow\alpha(t)$

という原理 (この原理を”代入原理” と呼ぶことにする) さえ認めれば他の (外延性公理など) 公理は

切なしでも出てくるので, 論理の矛盾としてとらえられ深刻な影響を与えた (cf. Frege[9])[注: 当

時, ここに書いたように認識していたわけではない。 ここでは, 現代の立場でしかも構文論を強調

した書き方をした。当時は構文論と意味論の区別もはっきりしていなかった]。これらの逆理を克

服するための主流はツェルメロ [30] とフレンケル [7] による公理的集合論である。

現代の視点で見ると, 古典論理や直観主義論理では, (W): $(\alpha\supset\alpha\supset\beta)\supset\alpha\supset\beta$ (足りない括弧

は右から補う) が導けること, ゲンツェンのシークエント計算 ([10]) でいうと縮約 (contraction) が
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推論規則であること, 同じくゲンツェンの自然演 でいうと –度に 2つ以上の仮定が落とせること

等が, ラッセルの逆理が導けることと密接に関係している。

ここで, ゲンツェンの自然演繹でラッセルの逆理を導いておく。 $R$ を $\{x|x\not\in x\}$ の省略記号, $P$

を $R\in R$ の省略記号とする。 この小論に出て来るどの論理でも $\text{「_{}\neg}$ (否定)」は化 (ならば)」 と

$\text{「}\perp$ (偽定数)」 を用いて次のように定義可能である: $\neg\alpha$ は $\alpha\supset\perp$ の省略である。以上のように記

号を定めると, 代入原理から l-p\Leftarrow \rightarrow \urcorner p」が得られる。 これから, 次の推論規則が正当化される。

$\frac{\Pi p}{\neg p}$

(代入 1),
$\frac{\prod_{\neg p}}{p}$

(代入 $2$ )
$\circ$

この 2つの規則以外に使われる規則は次の 2 っである:

$\Pi_{1}$
$\Pi_{2}$

$\frac{\Pi\beta\alpha k}{\alpha\supset\beta}k(\supset- \mathrm{I})$

$\frac{\alpha\supset\beta\alpha}{\beta}(\supset- \mathrm{E})$

,

ラッセルの逆理の導出

1

$\frac{p1}{\neg p}(\mathrm{f}\mathrm{t}\frac{\frac{p}{\neg p}(\uparrow\S \text{入}1)p1}{=\neg p\perp,p(\supset- \mathrm{E}(\begin{array}{l}\mathrm{t}^{(}\mathrm{t})2)\end{array})1}(\supset- \mathrm{E})\frac{\text{入入}1)\frac{\perp}{\neg p}1(\supset- \mathrm{I})^{(\supset- \mathrm{E})}p1}{\perp}$

上の導出において, 述語論理についての規則と偽命題につての規則 (偽から何でも出る) は使われ

ていないことを注意しておく。

3 論理を変えた無矛盾な集合論

公理的集合論 ZF はあまりにもうまく行き過ぎた感があり, 他の方法で矛盾を回避するものはい
ずれも細々としたものであった (cf. [8])。中でも論理を変えて逆理を解消しようという流れは小さ
な傍流であった。 しかし, その歴史は面白いものがあり, $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{i}\check{\mathrm{s}}\mathrm{i}\mathrm{n}([11], [12]),$ $\mathrm{W}\bm{\mathrm{i}}\mathrm{t}\mathrm{e}[29]$ の BCK 論
理上の集合論として結実する。 さらに, 古森 ([17]), Bunder $([2])$ によりラムダ計算と結び付けら

れ, チャーチがラムダ計算を考え出した当初の目論見である「論理を含んだラムダ計算により数学

を建設する」が復権する可能性がでてきた。

まず, 登場したのがウカシュヴィッツ論理上の集合論である。ウカシュヴィッツは最初に 3値

論理を考えたが [25], その動機の–つがラッセルの逆理の解消であった。 その後 ([26]), ウカシュ
ヴィッッとタルスキはそれを–般化して $n(2\leq n\leq\omega)$ 値論理を考えている。

ウカシュヴィッツの多値命題論理は模型を使って定義されるが, その無限値論理の公理系は
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A.Rose と J.B. $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}[20]$ により作られ, 次の 6つの公理型からなるものである。

(B) $(\beta\supset\gamma)\supset(\alpha\supset\beta)\supset\alpha\supset\gamma$

(C) $(\alpha\supset\beta\supset\gamma)\supset\beta\supset\alpha\supset\gamma$

(K) $\alpha\supset\beta\supset\alpha$

(L1) $((\alpha\supset\beta)\supset\beta)\supset(\beta\supset\alpha)\supset\alpha$

(L2) $((\alpha\supset\beta)\supset\beta\supset\alpha)\supset\beta\supset\alpha$

(N) $\perp\supset\alpha$

$m$ が自然数のときのウカシュヴィッツの $m$ 値論理の体系は上の体系に有限個の公理型を付け加え

たものになっている。 また, 上の体系に前節の公理型 $\mathrm{W}$ を付け加えると古典論理になる。

ウカシュヴィッツの 3値論理に {X $|X\not\in x$ } を項として認めるという包括化 (comprehension)

公理と代入原理を加えても矛盾しないことが証明できる。 しかし, M. $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{w}- \mathrm{K}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}[23]$ はウカシュ

ヴィッツの 3値論理に, 任意の論理式 $\alpha(x)$ について $\{x|\alpha(x)\}$ を項として認めるという無制限

の包括化公理を付け加えると矛盾することを示した。 この論文では, 自然数 $n$ に対してはウカシュ

ヴィッツの $n$ 値論理に無制限の包括化公理を付け加えると矛盾することも示している。

Shaw-Kwei の論文には「ウカシュヴィッツの無限値論理の体系に無制限の包括化公理を付け加

えると矛盾するか?」が興味深い未解決問題と述べられている。 この挙隅はその 25年後に R.B.

White[28] が「無矛盾である」 という形で解決した。解決された現代の目で見ても, この問題は相

当な難問であったといえる。

White の結果によりウカシュヴィッツの無限多値論理上の (無制限な包括化公理を持つ) 集合論

は無矛盾であることが分かったのであるが, その後その集合論の研究は進展しなかった。 その体系

が複雑すぎた上に, どうしても必要な複雑さとは思えなかったからであろう。

序論で述べたように包括化公理から矛盾を導くのには縮約規則が必要であった。ゲンツェンの

シークエント計算において縮約規則などの構造に関する規則を除いて得られる論理を部分構造論理
と 1990年代に呼ぶようになった (cf. [18], [22])。縮約規則がなければ矛盾しないことに最初に気
付いたのは Gri\v{s}in[ll] であった。 さらに外延性公理が縮約規則を導き矛盾を導出することも示し
た ([12])。多値論理上の集合論でも同じような議論をしているのであるが, 縮約規則に焦点を当て

ていた訳ではなかった。 この発見はされてみると大した事がないように見えるが大きな第–歩で
あった。 Gri\v{s}in の体系は古典論理から縮約規則を除いたものであった。

1987年に White[29] は直観主義論理から縮約規則を取り除いた体系 (BCK 論理) に無制限な包

括化公理を付け加えても無矛盾であることを自然演繹を使って証明した。結果そのものは $\mathrm{W}\mathrm{h}i$te

自身の多値論理の結果からも Gri\v{s}in の結果からもでてくるものである (ウカシュヴィッツの無限
多値論理も古典論理から縮約を除いたものも BCK 論理よりは強い論理である)。 しかし, その証明

は分かりやすく自明ともいえる定理となっている。落とせる仮定が高々 1つなので証明図の変形

により証明図の大きさが必ず小さくなるというあたりまえともいえる事実に基づいている。 この論

文には Grisin[ll] は引用されているが White[28] は引用されていない。 おそらく, 25年も解けな

かった難問解決よりも, この易しい結果がよいものであり, 難問解決の途中でそれに気付いてもい

いはずだったのにとの思いが White にはあったのであろう。
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4 BCK 論理を含む型なしラムダ計算

型なしラムダ計算 (type free lambda calculus) は項 $M,$ $N$ に対して項 $MN$ を $N\in M$ と,

$\lambda x.M$ を $\{x|M\}$ と思うことにより論理記号を表す定数があれば集合論の言語と考えられる。

しかも, 自然数や順序対などは論理記号なしで定義できるので普通の集合論の言語より表現力が
強いものである (ラムダ計算なしで順序対を定義するためにはペア $\{x, y\}$ の定義が必要である。

$\{x, y\}\equiv_{def}$ {$z|z=x$ or $z=y$} と定義する際に $\text{「_{}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\mathrm{J}}}$ を加法的なものにするか乗法的なものに

するか悩ましいのである)(論理記号を使った表現力は同じである [19])。当然, その論理記号が古典

論理や直観主義論理に従うならばラッセルの逆理と同様のカリーの逆理が導出される。 チャーチが
ラムダ計算を考えた当初は論理定数を含んでいたのであるが, Kleene と Rosser[16] がそれが矛盾

を含むことを発見してからは, 主に論理定数を除いた体系 (も非常に豊富な内容を含むので) が研究

されてきた (cf. [14], [13])。

古森は White の結果が論理を含む型なしラムダ計算に拡張できることに気が付いたが, それだけ

ではあたりまえ過ぎて論文にする価値はないと考え, 論理を含む型なしラムダ計算の模型を考案し

それと共に論文にした ([17])。このような模型の考案ははじめてのようであった。M.W. Bunder
は論理を含む型なしラムダ計算の研究を近年盛んにしている研究者である。彼はカリーのもとでの
学位論文 [1] 以来この分野をライフワークとしている $([2],[6])$。 1986年の論文では古森の結果 (模

型についての結果を除く) を含む結果を得ているようである。 しかし BCK 論理という縮約がない

論理に注目した論文ではなく分かりづらい。

ほぼ古森 [17] にしたがって説明する。 ラムダ項は型なしラムダ項のことであり, 可算個の定

数を含み, その中には $\text{「}---$ , $i,$ $\mathrm{c}\text{」}$ がある。体系 $BCK\beta\eta$ の論理式はラムダ項のことである。体系

$BCK\beta\eta$ の推論規則は次の 3つである:

$\alpha_{\Pi}k_{x}$

$\frac{--\alpha\beta\alpha\gamma\prod_{-}1\Pi_{2}}{\beta\gamma}(_{-}^{-}-\mathrm{e})$

’
$\frac{\Pi\alpha}{\beta}(\beta\eta)$ if $\alpha=_{\beta\eta}\beta$ .

$\frac{\beta x}{-,--\alpha\beta}k(_{-}^{-}-\mathrm{i})$

’

ここで, 規則 (Ei) においては変数 $x$ は $\alpha,$
$\beta$ および落ちていない仮定に自由に現われない。 また,

一度に落とせる仮定は高々 1つである, すなわち 数字 $k$ は高々 1 ケ所にしか現われない。
項 $—\alpha\beta$ の直観的な意味は $\forall x(\alpha x\supset\beta x)$ である。定数 $i,$ $c$ については $i$ が以下の定義で使われ

てはいるが, それについての推論規則も公理もないので今のところ特別な意味はない。この言語は
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表現力が豊かで多くの論理記号や述語が以下のように省略記号として定義できる:

$\alpha\supset\beta$
$\equiv_{def}$

$—(\mathrm{K}\alpha)(\mathrm{K}\beta)$ , where $\mathrm{K}\equiv_{def}$ Axy.x;
$\mathrm{T}$

$\equiv_{def}$
$\Xi ii$ ;

$\forall x\alpha$

$\equiv_{def}$
$–.(\mathrm{K}\mathrm{T})(\lambda x.\alpha)$ ;

$\alpha+\beta$ $\equiv_{def}$
$\forall y((\alpha\supset y)\supset(\beta\supset y)\supset y)$;

$\alpha\ \beta$
$\equiv_{d\mathrm{e}f}$

$\forall y((\alpha\supset\beta\supset y)\supset y)$ ;
$\exists x\alpha$

$\equiv_{d\mathrm{e}f}$
$\forall y(\forall x(\alpha\supset y)\supset y)$ ;

$\perp$
$\equiv_{def}$

$\forall xx$ ;
$\alpha\in\beta$

$\equiv_{d\mathrm{e}f}$
$\beta\alpha$ ;

$\alpha\wedge\beta$
$\equiv_{def}$

$\forall x(\forall y((y\supset\alpha)\supset(y\supset\beta)\supset y\supset x)\supset x)$ ;
.

$\alpha\vee\beta$
$\equiv_{d\mathrm{e}f}$

$\forall y((\alpha\supset y)\wedge(\beta\supset y)\supset y)$;
$\alpha=\beta$

$\equiv_{d\mathrm{e}f}$
$—(\lambda x.x\alpha)(\lambda x.x\beta)$ ;

$!\alpha$

$\equiv_{def}$
$\mathrm{T}=\alpha$ .

後半の 4つは [17] には述べられていない。最近になって分かったことである。ただし, この 「 $!$」

は線形論理の 「
$!_{\lrcorner}$ の性質を全ては持っていない。縮約がない体系では論理和と論理積については加

法的なものと乗法的なものとの区別が必要であるが, どちらも定義できるのである $(\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}[19|)$

。

私が [17] を書いた当時は加法的なものは定義できないと考えていた。
$\ulcorner_{\alpha=\beta_{\mathrm{J}}}$ については次の推論規則が許される。

$\alpha=\beta k$

:
$\frac{\gamma:}{(\alpha=\beta)\supset\gamma}k(=\supset \mathrm{i})$

.

ただし, $(=\supset \mathrm{i})$ において仮定はいくつでも落とせる。
「

$!_{\mathrm{J}}$ については次の 2つの推論規則が許される。

$!\alpha k$

$\frac{!\alpha\Pi}{\alpha}(!\mathrm{e})$

,
$\frac{\Pi\beta}{!\alpha\supset\beta}k(!\supset \mathrm{i})\text{。}$

ただし, $(!\supset \mathrm{i})$ において仮定はいくつでも落とせる。

$R\downarrow$ を $\lambda x.(\neg!xx)$ の省略記号とする。上の二つが許される規則であることを使うと, 次のように
$R_{\mathrm{I}}R_{\mathrm{I}}$ であることが示せる。

1
$!R_{1}R_{\mathrm{I}}$

.
’

.

$\cdot$

$\frac{\frac(\text{代入}1)\neg!R_{1}R_{1}!R_{1}R_{\mathrm{I}}\overline{R_{!}R_{1}}!e1}{R_{1},1(\mathrm{f}\mathrm{t}\text{入}21(!\supset- \mathrm{I})}(\supset- \mathrm{E}))$

つまり集合 $R_{!}$ は自分自身を元として含むのである。
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この 「 $!$」 は線形論理の 「 $!$」 とよく似た性質を持つが, 全く同じであると $BCK\beta\eta$ が矛盾するこ

とになるので, 無矛盾性から異なる点もあることが分かる。「 $!$」 は様相概念の–種であるが, この体

系でどのような様相概念が定義できるのかということも興味ある問題である。

5 汎用システム

汎用システムの例
無矛盾な体系 無矛盾の仮定の基で

万能チューリング機械 公理的自然数論 (Peano Arith)

ラムダ計算 公理的集合論 $(\mathrm{Z}\mathrm{F}, \mathrm{G}\mathrm{B})$

古典述語論理

直観主義述語論理

論文 [17] を書いた直後は, 体系 $BCK\beta\eta$ の無矛盾性が容易に証明できるので, 無矛盾性が容易
に証明できる体系などはあまり内容がないと考え, すぐに体系の強化を考えた。 そして, 直後に

書いた論文では, ここで述べた考察からすぐに矛盾することが分かる体系も提案している。確か

に, 無矛盾性が容易に証明できる体系では, その中では数学を展開するのは不十分である。 しかし,
$BCK\beta\eta$ は当初思っていたよりも豊かな体系のようである。

公理的集合論は古典述語論理の基で有限公理化される。 このことは古典述語論理は無矛盾性は

容易に証明できるが優れた汎用システムであることを示している (S.C. Kleene の 1952年の結果

[15] はこのことを補強している)。体系 $BCK\beta\eta$ は汎用システムであるラムダ計算を含んでいるの

で汎用システムである。 しかし, より良い汎用システムになっているかどうかは古典述語論理など

の論理のシミュレーションが簡単にできるかどうかにかかっている。

ここでは, 汎用システムとは古典述語論理をシミュレートできる体系で古典述語論理でそのシス

テムをシミュレートできるものと定義しておく。シミュレートの能力という意味では全ての汎用シ

ステムは同等なのであるが, 多くの体系を簡単にシミュレートできる体系がすぐれた汎用システム
ということになる。例として古典述語論理 CP と直観主義述語論理 IP を考えてみる。
古典述語論理 CP の論理記号として 「

$\supset,$ $\neg,$
$\exists$」 を採用する。Glivenko の定理により任意の CP

の論理式 $\alpha$ に対して次が成立する:

\alpha が CP で証明可能である $\Leftrightarrow$ \neg \neg \alpha が IP で証明可能である.

これは古典述語論理が非常に簡単に直観主義述語論理 (の fragment) でシミュレートできることを
示している。

方, 直観主義述語論理を古典述語論理でシミュレートしょうとするとやや複雑である。論理式
$\alpha$ に対して, $\alpha$ が任意の Kripke ffame で正しいという内容を表す論理式 $\alpha^{*}$ にする変換 * を考え

ると次が成立する:

$\alpha$ が $\mathrm{I}\mathrm{P}$ で証明可能である $\Leftrightarrow$
$\alpha^{*}$ が CP で証明可能である.
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この方法が最も簡単に古典述語論理で直観主義述語論理をシミュレートする方法であるが前述の逆
のシミュレーションに比べて複雑である。 この意味で直観主義述語論理は古典述語論理より優れた

汎用システムであるということができる。

6 体系 $BCK\beta\eta$ の汎用性

体系 $BCK\beta\eta$ はラムダ計算を含んでいるので汎用システムである。 ここで問題にするのは優れ

た汎用システムであるかどうかということである。 直観主義述語論理を簡単にシミュレートできる

可能性があることを示唆したい。なお, 逆の直観主義述語論理で $BCK\beta\eta$ を簡単にシミュレート

する方法はなさそうである。つまり以下に述べることが言えると体系 $BCK\beta\eta$ の方が直観主義述

語論理より優れた汎用システムであるということになる。
$\alpha$ を直観主義述語論理 $(\mathrm{N}\mathrm{J})$ の論理式とする。簡単のため, $\alpha$ には現れる論理記号は 化, $\perp,$ $\forall_{\mathrm{J}}$

の 3つだけで, 関数記号は 2変数関数記号 $f$ のみ, 述語記号は 2変数述語記号 $P$ のみが現れるも

のとする。 $BCK\beta\eta$ の論理式 $\alpha^{\mathrm{o}}$ を以下のように帰納的に定義する。

左側の $\alpha$ が atomic のとき $\alpha^{\mathrm{o}}\equiv\alpha$ , $(\alpha\supset\beta)^{\mathrm{o}}\equiv\alpha^{\mathrm{o}}\supset\beta^{\mathrm{o}}$ ,
$(\forall x\alpha)^{\mathrm{o}}\equiv---i(Ax.\alpha^{\mathrm{o}})(=\forall x(ix\supset\alpha^{\mathrm{o}}))$ .

また, 論理式 $A$ と論理式の列 $\Sigma_{\alpha}$ を以下のように定義する。

$A\equiv!(\forall x\forall y(\forall z(xz=!(xz))\supset\forall z(yz=!(yz))\supset(_{-}^{-}-xy)=!(_{-}^{-}-xy)))$

$\Sigma_{\alpha}\equiv!(\forall x\forall y(i(fxy))),$ $!(\forall x\forall y(pxy=!(pxy)))$

この定義は定数 $i$ などの解釈を以下のように考えると読みやすい。
$ix$ の意味は $x$ は個体である, 項 $\alpha=!\alpha$ の意味は $\alpha$ は命題であるである。

閉論理式 $\alpha$ にたいして閉論理式 $\alpha^{*}$ を次のように定義する:

$\alpha^{*}\equiv(ic, !(\forall x(ix=!(ix))),$ $\perp=!\perp,$ $A,$ $\Sigma_{\alpha})\supset\alpha^{\mathrm{o}}$ .

ここで, 論理式の列 $\Gamma\equiv\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ にたいして $\Gamma\supset\beta$ は $\alpha_{1}\supset\alpha_{2}\supset\cdots\alpha_{n}\supset\beta$ と定義する。

閉でない論理式 $\alpha$ については $\alpha$ の普遍閉包を $\alpha^{u}$ として $\alpha^{*}\equiv(\alpha^{u})^{*}$ と定義する。

予想 1

\alpha が直観主義述語論理で証明できる \Leftrightarrow \alpha * 体系 BCK\beta \eta で証明できる.

この予想の $\text{「_{}\Rightarrow\lrcorner}$ の部分は (httP: $//\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}$ .math. $\mathrm{s}$ .chiba-u. $\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}/\sim \mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}/\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}_{-}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}/2003/$

$\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}/\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}$.dvi にある高山扶美彦の修士論文の主定理と同様に証明できる) $y\mathrm{s}-$チン

ワークである。「\Leftarrow 」の部分の証明にはモデルを使う必要があると思われる。 すなわち, $\alpha$ を not

valid ととする Kripke モデルはから $\alpha^{*}$ を not did にする体系 $BCK\beta\eta$ のモデルを作ってやれ
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ばよい。 しかし, まだその構成には成功していない。 直観主義論理の Kripke モデルはおなじみの
ものであるが, 古森 ([17]) に述べられている体系 $BCK\beta\eta$ のモデルは知られていないので, 体系

$BCK\beta\eta$ のモデルの定義を述べてこの小論を終わりにする。

次の 2つの条件を満たす構造 $\langle M, *, 1;\leq\rangle$ を $\mathrm{P}\mathrm{O}$ 可換半群という:

1. $\langle M, *, 1\rangle$ は単位可換半群である,

2. $\langle M, \leq\rangle$ は 1を最小限とする順序集合で, 任意の $l,$ $m,$ $n\in M$ に対して $m\leq n$ ならば

$m*l\leq n*l$ である.

定義 2 $D$ をラムダ計算の strict Scott-Meyer モデル (cf. [14] $\mathrm{p}.121$)($D,$
$\cdot,$

$e\rangle$ とする。 $\xi$ を $D$ の

元とする。 $\mathcal{M}(=\langle M, *, 1, \leq\rangle)$ を単位可換半群, $\models$ を $M\mathrm{x}D$ の部分集合とする $((m, a)\in\models$ を

$m\models$ a とかく)。任意の $m,$ $n\in M$ と $a,$ $b\in D$ についての次の 3つの条件を満たすとき構造
$\langle \mathcal{M}, D, \xi, \models\rangle$ を体系 $BCK\beta\eta$ の Kripke モデルという:

1. $m\leq n$ かつ $m\models a$ ならば $n\models a$ ,
2. $m\models\xi\cdot a\cdot b\Leftrightarrow$ 任意の $\mathrm{c}\in D$ と $l\in M$ に対して $l\models a\cdot c$ ならば $m*l\models b\cdot c$ ,
3. 任意のラムダ項 $A,$ $B$ に対して, $A\beta\eta\vdash A=B$ ならば $D\models A-B$ .

このモデルについては [17] で, 体系 $BCK\beta\eta$ に対して完全性定理が証明されている。
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