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1 はじめに

変数遅れを持つ非線形差分方程式

$\{$

$x(n+1)=qx(n)- \sum_{j-0}^{m}a_{j}(n)f_{j}(x(n-j))$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$ ,

$x(j)=x_{j}$ , $-m\leq j\leq 0$ .
(11)

を考える. ここで, $0<q\leq 1$ かつ, $f(x)$ は $(-\infty, +\infty)$ での狭義単調増加関数で.

$\{$

$f(\mathrm{O})=0$ , $0<\#_{x}^{fx}\leq 1$ , $x\neq 0$ , $0\leq j\leq m$ ,
$f(x)\neq x$ , ならば, $xarrow-\infty \mathrm{M}f(x)$ は有限. (12)

また, $a_{j}(n)\geq 0,0\leq j\leq m$ は $\sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)>0$ かつ $\sum_{n\approx 0}^{\infty}\sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)=+\infty$ を満たすとする.

定義 11 (11) の曲解が–様安定とは, 任意の $\epsilon>0$ と非負の整数恥に対して, (11) の解
$\{x(n)\}_{n=0}^{\infty}$ が $|x(n)|<\mathcal{E},$ $n=n0,n0+1,$ $\cdots$ を満たす $\max\{|x(n0-j)||i=-k, -k+1, \cdots, 0\}<\delta$

となる $\delta=\delta(\epsilon)>0$ が存在することである.

定饒 12 (11) の零解が大域吸引性を持つとは, (11) のすべての解が $narrow\infty$ に対し, $0$ に収束
することである.

定義 13 (11) の幽幽が大域漸近安定であるとは, 一様安定であり, かつ大域吸引性を持つこと
である.

特に $q=1$ の場合, (11)の零解が大域漸近安定であるための十分条件として, たとえば, $f(x)=x$
に対しては Yu (1998), Matsunaga, Hara, S&ta [20], 一般化 Yorke 条件を満足する場合には

Thchenko, nofimchuk [29] 等の $\sup_{n\geq 0}\sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)\leq\frac{3}{2}+\frac{1}{2(m+1)}$が知られている. その他にも

$\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\varphi \mathrm{a}$, Ishiwata, Gughelmi [24] や $\mathrm{U}\infty \mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{i}$ , Murqra, Ishiwata [30] 等が従来の結果を大幅に拡張
している.
さらに. $0<q<1$ の場合 (詳細は Thchenko, Roffinchuk [28]. 室谷, 石渡 [21]参照) や Volterra

積分方程式から得られる非有界遅れを持つ差分方程式にまで応用可能である.
本報告では回数の制約もあるので, 1つ目の話題として, 2節では Clarkモデルについて紹介す

る (主に Mur\mbox{\boldmath $\pi$}a, Ishiwata[22] 参照). これは (ll) に関して q=1の場合の結果を 0<q\leq l まで
拡張するきっかけになった問題であり, Nicokon blowffiae モデル等の unimodml タイプで $f(x)$ の

単調性を仮定しない場合を考えている.
方, 2つ目の話題として, 途中で遅れがなくなる場合のモデルの代表である比例的遅れを持つ

パンタグラフ方程式 (Fox 他 [12], $\mathrm{I}\epsilon \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{e}[13]$参照)

$y’(t)=ay(t)+by(qt)+f(t)$ , $y(\mathrm{O})=y0$ , $0<q<1$

に対する数値解析に関する結果を 3節で紹介する (主に Ishiwata, Murqra [15] 参照).
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2 $x_{n+1}=qx_{n}+(1-q)g(x_{n-k})$ に対する大域吸引性
ここで次の離散 Clarkモデル (Clark [7] 参照):

$\{$

$x_{n+1}=qx_{n}+(1-q)g(x_{n-k})$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$ ,
$x_{-j}=\phi_{-j}\geq 0$, $j=0,1,2,$ $\cdots,$

$k$ , $\phi 0>0$
(2.1)

に対する $g(x)$ の不動点 $x^{*}$ の大域漸近安定性の十分条件について考える. ただし, $0<q<1,$ $g(x)\in$

$C(\mathrm{O}, \infty)$ かつ $g(x)>0,$ $x>0$ とする.
次の定理 21-24と補題 21が成り立つ.

定理 2.1 任意の $x>0$ に対して $g(x)<x$ ならば, (2.1) のすべての解 $x_{n}$ は $0$ に収束する.

次式を満たすとき. (2.1) の正の解 {x訂鴇。は persistent と呼ばれる.

$0< \mathrm{h}\mathrm{m}\bm{\mathrm{i}}\mathrm{f}x_{n}narrow\infty\leq\lim_{narrow}\sup_{\infty}x_{n}<+\infty$ . (2.2)

$(0, \infty)$ において,
$x=qx+(1-q)g(x)$ , すなわち $x=g(x)$ (2.3)

が唯–の正の解 $x=x^{*}$ を持つと仮定するとき, $x^{*}$ は (2.1) の正の平衡点となる.

定理 2.2 (Giang, Huong [10]) $g(x)$ は単調増加関数で

$\lim_{xarrow}\sup_{\infty}\frac{g(x)}{x}<1$ $i^{\mathrm{a}^{\alpha}}\supset$ $\lim \bm{\mathrm{i}}\mathrm{f}\frac{g(x)}{x}xarrow 0>1$ (2.4)

を仮定する. このとき, (2.1) のすべての解 $\{x_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ は $narrow\infty$ のとき, $x^{*}$ に収束する.

定理 2.3 (Krakoetae, Philoe, Sficae [17]) $g(x)$ は単調増加関数とし, $\alpha=g(\beta),$ $\beta=g(\alpha)$ が唯
の解 $\alpha=\beta=x^{*}$ を持つと仮定する. このとき, (2.1) のすべての解 {x\sim 鴇。は $narrow\infty$のとき,

x* に収束する.

KociP, $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{d}\epsilon\epsilon$ [$18$ , p.47] と同様な議論で容易に次の補題を得る (El-Morsh何 y [8, p.754] 参照).

補題 2.1 $g(x)$ が 2周期の点を持つとし,

$\underline{y}=\inf\{x>0|g(g(x))=x\}$ , $h^{\mathrm{a}}\supset$ $\overline{y}=\sup\{x>0|g(g(x))=x\}$

とおく. このとき, $\underline{y}\leq \mathrm{h}\mathrm{m}\text{血}narrow$
$x_{n}\leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{p}x_{n}narrow\infty\leq\overline{y}$

が成り立つ.

ここで, ある $\hat{y}>0$ に対して, 9(y^)=ma& $\geq 0g(x)$ かつ $[0,\hat{y}]$ では $g(x)$ は増加し $(\hat{y}, \infty)$ では
減少するとする. この関数 $g(x)$ は unimd回と呼ばれる.

$g(\hat{y})>\hat{y}$ を仮定し, $I$ を区間 $[0,g(\hat{y})]$ とすると明らかに, 関数 $g$ は $I$ 自分自身への写像となる.
$\lim 8\mathrm{u}\mathrm{p}x_{\mathfrak{n}}narrow\infty\leq g(\hat{y})$

から, すべての $n$ に対して, $x_{n}\in I$ は有界である.

定理 2.4 (Singer [26]). $g(x)\in C^{3}(0, \infty)$ かつ $|g’(x^{*})|\leq 1$ . また $g(x)$ の Schwafz微分

$Sg(x)= \frac{g’’’(x)}{g(x)},-\frac{3}{2}(,\frac{g’’(x)}{g(x)})^{2}$

が I–{y^} において負であることを仮定する. このとき, (21) のすべての解力\sim * に収束する.
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注意 21 $Sg(x^{*})<0$ は $|g’(x^{*})|<1$ . つまり, $x^{*}$ の漸近安定性を示している.

上記の既知の結果に加えて, Nicho化 on’s blowflies 方程式の場合, Tkachenko, Troffim$(\bm{\mathrm{i}}\mathrm{u}\mathrm{k}[28]$

は–般化Yorke条件の下で微分方程式の結果を適用し, 大域吸引性を満たす十分条件を与えた. こ

れを適用すると, $2<P<PA= \frac{\beta(1+\gamma)}{q+\beta-1}\text{ならば}$, (2.1) の正の平衡点が大域吸引性を持つことが得
られている (ただし, $\gamma=\gamma(q)$ は $q^{k+1}=\gamma \bm{\mathrm{t}}_{\gamma+1}^{f^{2}f}r^{+}$ により定義される). ところが, 単調でない非
線形 Mackey-Glass方程式 (2.18) の場合は [28] の定理 2が適用できずに定理 11を得るに留まって
いる.
これに対し, 本報告では unimodal 関数 g(x) に対して, (21) の正の平衡点の大域吸引性の新た

な十分条件を導き, Mukey-Glae6方程式に条件を適用できることを示す.
ここではまず, unimodal 関数 g(x) に対して, 大域安定性に対する遅れの影響を調べる. g は

$g( \hat{y})=\max_{x\geq 0}g(x)>\hat{y}$ となるので, これより, $\hat{y}<x^{*}<g(\hat{y})$ かつ $g(g(\hat{y}))<g(\hat{y})$ となる.

(2.1) から, 次の関係が得られる.

$\{$

$x_{n+1}$ $=qx_{n}+(1-q)g(x_{n-k})$ ,
$qx_{n}$ $=q^{2}x_{n-1}+q(1-q)g(x_{n-k-1})$ ,
$q^{2}x_{n-1}$ $=q^{3}x_{n-2}+q^{2}(1-q)g(x_{n-k-2})$ ,

:.
$q^{k}x_{n-k+1}$ $=q^{\mathrm{k}+1}x_{n-k}+q^{k}(1-q)g(x_{n-k-k})$ .

ゆえに次式を得る (たとえば, El-MOr8hedy[8] の (27) を参照).

$x_{n+1}=q^{k+1}x_{n-\mathrm{k}}+(1-q)g(x_{n-k})+(1-q) \sum_{j-1}^{k}ig(x_{n-j-k})$ , $n\geq 2k$ .

これは次のように書き直される.

$x_{n+1}= \varphi(x_{n-k})+(1-q)\sum_{j\approx 1}^{k}q^{j}g(x_{n-k-j})$ , $n\geq 2k$ , (2.5)

ただし,
$\varphi(x)=q^{k+1}x+(1-q)g(x)$ , $x>0$ (2.6)

であり,
$\tilde{\varphi}(x)=\varphi(x)+q(1-q^{k})g(x)$, $x>0$ (2.7)

とおくと,
$\tilde{\varphi}(x)=q^{k+1}x+(1-q^{k+1})g(x)$ , $x>0$ .

ここで, 任意の $0<x<x^{*}$ に対して, $g(x)>X^{\mathrm{r}}$ ならば, $x_{*}=0$ とおく. そうでないとき, $x_{*}<x^{*}$

は $g(x)=x^{*}$ の最小正解とする.
このとき, 基本となる次の補題を得る ([28, Lemma817 and18] を参照).

補題 2.2 $\{x_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ を (2.1) の解とする. $x_{\mathrm{n}}$ がある時刻よりずっと $x^{*}$ より大きい (小さい) なら
ば, $X_{\hslash}$ はある時刻より減少 (増加) 1-,, xhhm $x_{n}=x^{*}$ となる. -方で, $n\geq k$ に対し, $x_{n+1}>x_{n}$

となるならば, $x_{n}\leq x^{*}$ もしくは $x_{n-k}\leq x^{*}$ が成り立つ. また, $x_{*}<x_{n+l}$ <x、となるならば,
$x_{n}\geq x^{*}$ もしくは $x_{n-k}\geq x^{*}$ が成り立つ.
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ここで, 次のようにおく.

$\underline{x}=\lim_{narrow}\inf_{\infty}x_{n}$
$h^{\mathrm{a}^{4}}\supset$

$\overline{x}=\lim_{narrow}\sup_{\infty}x_{n}$ .

補題 22により, $\underline{x}<x^{*}<\overline{\mathcal{I}}$ となること, および $\{x_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ は $x^{*}$ の周りで振動する場合のみを調
べればよい. そこで, hm $x_{n}=x^{*}$ を証明する.

$narrow\infty$

(2.1) より,
$m_{0}= \min_{\mathit{0}\leq j\leq k}x_{j}>0$ , $M_{0}=_{0} \max_{\leq j\leq k}x_{j}$

なので,

$x_{n} \geq\min(m_{0}, g(m_{0}),g(g(\hat{y})))>0$ $h^{\mathrm{a}}\supset$ $x_{n} \leq\max(M0,g(M_{0}),g(\hat{y}))$ , $n\geq k+1$

となる. また, $0<\underline{\prime x}<x^{*}<\overline{x}<+\infty$が成り立つ. ゆえに, $\underline{x}<g(\underline{x})$ と (2.1) から, $\underline{x}\geq$

$q\underline{x}+(1-q)\mathrm{m}\ln(\mathrm{g}(\underline{x}), g(\overline{x}))$ となる. このように, $\underline{x}\geq\min(g(\underline{x}), g(\overline{x}))=g(x)$ となる. 同様に,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}<g(\underline{x})$ は $\underline{x}<\tilde{\varphi}(\underline{x})$ を意味するので, $\underline{x}\geq\min(\tilde{\varphi}(\underline{x}),\tilde{\varphi}(\overline{x}))=\tilde{\varphi}(\overline{x})$ といえる.

$g(x)\in C^{1}(0, \infty)$ および

$\varphi(x)$ が唯–の極値点をもち, $\hat{x}$ は $(0,x^{*})$ での極小点 (2.8)

を仮定し, $g(\hat{y})=\mathrm{n}1\alpha g(x)x>0>\hat{y}$ となる唯–の $\hat{y}>0$が存在すると仮定すると $g’(\hat{y})=0$ を得る.

加えて, (2.6) と仮定 (2.8) により. $\varphi’(\hat{y})=q^{k+1}>0=\varphi’(\hat{x})$を得て, $\hat{y}<\hat{x}<x^{*}$ となる.
さらに, $[0,\hat{z}]$ では増加関数で $[\hat{z}, +\infty)$ では減少関数となるような関数 $\tilde{\varphi}(x)$ について, $\hat{y}<\tilde{z}<\hat{X}\wedge$

を満たす $\tilde{\varphi}’(x)=0$ の唯–の解 2が存在する. これは $\hat{y}<\hat{x}<x^{*},$ $g’( \hat{z})=\frac{-q^{\mathrm{k}+1}}{1-q}<0$ , $\tilde{\varphi}’(\hat{y})=$

$q^{k+1}>0$ および $\tilde{\varphi}’(\hat{x})=r_{2}g’(\hat{x})<0$ となることからいえる.
ここで,

$M=\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y})$ , $r_{2}=(1-q) \sum_{j\Leftarrow 1}^{k}q^{j}=q(1-q^{k})$ かつ $m=\tilde{\varphi}(M)>0$ (2.9)

とおくとき, $\underline{x},\overline{x}$の評価として, Liz, Thchenko, 恥面 r–ndmk [19, p.608-609] の結果を改良する次
の補題を得る.

補題 23 次の関係が成り立つ.
$m\leq\underline{x}\leq\overline{x}\leq M$ . (2.10)

ここで.

91 $(x)=\overline{q}x^{*}+(1-\overline{q})g(x)$ , $M=\overline{q}\hat{x}+(1-q)g(\hat{x})+q(1-q^{k})g(\hat{y})<g\iota(\hat{y})<g(\hat{y})$

と次の関係に注意せよ ([19, Lemma 51] 参照).

$m>\tilde{\varphi}(g_{1}(\hat{y}))=\overline{q}g_{1}(\hat{y})+(1-\overline{q})g(g_{1}(\hat{y}))>\overline{q}x^{*}+(1-\overline{q})g(g_{1}(\hat{y}))=g_{1}(g_{1}(\hat{y}))>g(g_{1}(\hat{y}))$ .

簡単のため, 以後, $m>x_{*}$ を仮定した場合のみを考える.
$\epsilon<m$ と $g(m-\epsilon)>g(x_{*})=x^{*}$ を満たす十分に小さな定数 $\epsilon>0$ をとると, 補題 23より,
任意の $n\geq$ 恥に対して, $m-\epsilon<x_{n}<M+\epsilon$ となる十分大きな $no\geq 0$ が存在する (この鞠は
初期条件に依存することに注意).
さらに, gの仮定から, 任意の $x\in$ [$m$ -\epsilon , x*] に対して. $g(x)\geq x^{*}$ , および, 任意の $x\in[x^{*}, M+\epsilon]$

に対して, $g(x)\leq x^{*}$ を得る.

$\overline{g}(x)=\mathrm{m}\alpha g(s)x\leq\ell\leq ae$. かつ $\underline{g}(x)=.\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}g(s)x\leq e\leq x$ (2.11)

とし, Uaeugi, $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\wp \mathrm{a}$, Ishiwata [30, Lemma 2.2] と同様に, 補題 22を (2.5) に適用すると, 次
の基本となる補題を得る.
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補題 24 $m-\epsilon\leq x\leq x^{*}$ に対して,

$F(x) \equiv\varphi(\varphi(\max\{\hat{x},x\})+r_{2}\overline{g}(x))+r_{2}\underline{g}(\varphi(\max\{\hat{x}, x\})+r_{2}\overline{g}(x))$ (2.12)

とするとき, 任意の $m-\epsilon\leq x<x^{*}$ に対し,

$F(x)>X$ (2.13)

ならば, $n\infty 1x_{n}=x^{*}$ が成り立つ.

ここで,

$\{$

$\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x)>\varphi(x^{*})+r_{2}g(x^{*})=\tilde{\varphi}(x^{*})=x^{*}$, $m-\epsilon\leq x\leq x^{*}$ ,
$\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y})>\varphi(x^{*})+r_{2}g(x^{*})=\tilde{\varphi}(x^{*})=x^{*}$.

となるので,
$F(x)=\tilde{\varphi}(Q(x))=\varphi(Q(x))+r_{2}g(Q(x))$ , $m-\epsilon\leq x\leq x^{*}$

である. ただし,

$x^{*}\leq Q(x)=\{$

$\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y})$ , $m-\epsilon\leq x\leq\hat{y}$ ,
$\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x)$ , $\hat{y}\leq x\leq\hat{x}$,
$\tilde{\varphi}(x\rangle,$ $\hat{x}\leq x\leq x^{*}$ .

副区間 $m-\epsilon\leq x\leq\hat{x}$ に対する (2.13) の十分条件について, 次の補題を得る.

補題 2.5 仮定 (2.8) に加えて, 次を仮定する.

$\{$

$F(\hat{x})>\hat{x}$ , $\hat{y}\leq x\leq\hat{x}$ ,
$F’(x)=\{q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x))\}r_{2}g’(x)\leq 1$ . (2.14)

ここで.
$F(x)=\tilde{\varphi}(\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x))$ , $\hat{y}\leq x\leq\hat{x}$ . (2.15)

このとき, 任意の $m-\epsilon\leq x\leq\hat{x}$ に対して, $F(x)>x$ が成り立つ.

ただし, $m=F(\hat{y})>\hat{y}>x_{*}$ となることに注意.

注意 22 $\hat{y}<x<\hat{x}\wedge$に対して, $g(x)\in C^{2}[\hat{y},\hat{x}]$ かつ $g”(x)<0$ ならば, 定義および $\hat{z}<\hat{x}<x^{*}$ よ
り, 任意の $y<x<$ 塗に対して, $0=g’(\hat{y})>g’(x)>g’(\hat{x})$ かつ

$\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y})>\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x)\geq\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{x})=\tilde{\varphi}(\hat{x})>\tilde{\varphi}(x^{*})=x^{*}>\hat{y}$

を得る. このとき,

$q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(\varphi(\hat{x})+r_{2}g(x))>q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y}))$.
これより, 次のように (2.14) の十分条件を得る.

$F(\hat{x})>\hat{x}$ かつ $\{q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(\varphi(\hat{x})+r_{2}g(\hat{y}))\}r_{2}g’(\hat{x})-1\leq 0$ . (2.16)

$\hat{y}<\hat{z}<\hat{x}$ および $\tilde{\varphi}’(\hat{z})=0$ なので, $\tilde{\varphi}(x)$ は [$\hat{x},\tilde{\varphi}(\hat{x})|$ における狭義単調減少関数であり,
$\hat{x}\leq x\leq x^{*}$ に対して, $\tilde{\varphi}(\hat{x})\geq\tilde{\varphi}(x)\geq\tilde{\varphi}(x^{*})=x^{*}$ となる. さらに, $F(\hat{x})>\hat{x}$ より, $x\leq x\leq\tilde{\varphi}(\hat{x})$

に対して, $\hat{x}<F(\hat{x})=\tilde{\varphi}(\tilde{\varphi}(\hat{x}))\leq\overline{\varphi}(x)\leq\tilde{\varphi}(x^{*})=x^{*}$ となる. ゆえに, $\tilde{\varphi}([\hat{x},\tilde{\varphi}(\hat{x})|)\subset[\hat{x},\tilde{\varphi}(\hat{x})]$

となる.
補題 25より, $n\geq n_{1}$ に対して $\hat{x}\leq x_{n}\leq\tilde{\varphi}(\hat{x})$ となる十分に大きな整数 $n_{1}\geq$ 勾が存在する.
そこで, $[\hat{x},\tilde{\varphi}(\mathit{2})]$ における $\tilde{\varphi}(x)$ の Siwarz微分 $S\tilde{\varphi}(x)$ を用いて, 次の主定理を得る ([8, $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$

$31]$ および [19, Propoeition 33] 参照).
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定理 25 補題 35で条件 (2.8) および (2.14) を仮定し,

$\tilde{\varphi}\in C^{3}[\hat{x},\overline{\varphi}(\hat{x})]$ , かつ すべての $x\in[\hat{x},\tilde{\varphi}(\hat{x})]$ に対し, $S\tilde{\varphi}(x)<0$ (2.17)

とするとき, 任意の $\hat{x}\leq x<x^{*}$ に対して $F(x)>x$ となり, $n\mathrm{h}\mathrm{m}x_{n}=x^{*}$ が成り立つ.

定理 25の条件によって, 補題 24の条件 (213) が成り立つ.

注意 2.3 $\tilde{\varphi}’(x)=q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(x),\tilde{\varphi}’’(x)=(1 - q^{k+1})g’’(x)\backslash$ および, $\overline{\varphi}’’’(x)=(1-$

$q^{k+1})g’’’(x)$ となるので,

$\{$

$\overline{\varphi}’(x^{*}.)=q^{k+1}+(1-q^{k+1})g’(x^{*})$ ,
$S\tilde{\varphi}(x)(\tilde{\varphi}’(x))^{2}=(1-q^{k+1})^{2}Sg(x)(g’(x))^{2}+q^{k+1}(1-q^{k+1})g’’’(x)$

が成り立つ. よって, $|\tilde{\varphi}’(x^{*})|\leq 1$ の必要+分条件は $-1- \frac{2q^{k+1}}{1-q^{-+\iota}}\leq g’(x^{*})\leq 1$ であり. 注意
21より, (2.17) は $|\tilde{\varphi}’(x^{*})|\leq 1$ を表す. さらに, $\tilde{\varphi}’(x)\neq 0$ かつ $S\tilde{\varphi}(x)<0$の必要十分条件は
$Sg(x)(g’(x))^{2}<- \frac{q^{k+1}}{1-q^{k+1}}g’’’(x)$ となる.

unimodi関数 $g(x)$ に対し, 仮定 (2.8) の下で定理 25は [10] と [28] を改良している.

21 応用例

応用として, 次の bobwhite qual populationモデルを取り上げよう. これは単調でない非線
形Mackey-Grass方程式である (詳細は [10], [28, Theorem 11] 参照):

$x_{n+1}=qx_{n}+ \frac{\beta x_{n-k}}{1+x_{n-k}^{p}}$ , $0<q<1$ , $\beta,p>0$ . (2.18)

$q+\beta\leq 1$ ならば, 定理 21より $n\mathrm{m}\mathrm{n}x_{n}=0$ となることを [10] は示している. ここで

$g(x)= \frac{\beta x}{(1-q)(1+x^{\mathrm{p}})}$

$\text{とおき},()=\beta\frac{\beta>1\text{を}1+(1-\mathrm{p}}{(1-q)(1+}\text{より}.p\leq q+\text{仮定しよう}1$

ならば $g’(x)>0$ となり, $g(x)$ は増加関数となる. さらに定
理 22と $g(\mathrm{O})=0$ によって,

$\lim_{xarrow+\infty}\frac{g(x)}{x}=xarrow\infty]\mathrm{i}\mathrm{m}g’(x)=0<1$ $k^{\mathrm{a}}\supset$ $x arrow 0\mathbb{I}\mathrm{m}\frac{g(x)}{x}=\lim_{xarrow 0}g’(x)=\frac{\beta}{1-q}>1$.

これより. $narrow\infty \mathrm{h}\mathrm{m}x_{n}=x^{*}$ を得る. ただし, $x^{*}=\sqrt{\mathrm{L}_{1}^{+\underline{p}_{\frac{-1}{q}}}}$ である.

次に $p>1$ と仮定すると, 9(X) は unimodal であり. $\hat{y}=\nu\overline{\frac{1}{p-1}}$ かつ $g(\hat{y})=\mathrm{E}_{1}=_{qp}^{1\beta}\hat{y}$ である.

$1<p \leq\frac{\beta}{q+\beta-1}$ ならば $g(\hat{y})\leq\hat{y},$ $g’(x^{*})= \frac{\iota}{\beta}\{\beta-p(q+\beta-1)\}\geq 0$ であり, かつ, 定理 23よ
り, $\lim x_{n}=x^{*}$ を得る ( $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{l}\epsilon \mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y},$ $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{E}\mathrm{m}\bm{\mathrm{i}}\mathrm{u}\mathrm{k},$ Bantsur [11] 参照).

$narrow\infty$

今から, $p>\mp_{q\beta\overline{-1}}^{4}$ を仮定する. このとき, $g(\hat{y})>\hat{y}$ かつ $g’(x^{*})= \frac{1}{\beta}\{\beta-p(q+\beta-1)\}<0$

となるので,

$p \leq\frac{2\beta}{q+\beta-1}$ (2.19)
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ならば, $|g’(x^{*})|\leq 1$ となる.

$Sg(x)=- \frac{p(p-1)x^{p}\{(p-1)(p-2)x^{p}+2(p+1)\}}{2x^{2}\{(p-1)x^{\mathrm{p}}-1\}^{2}}$

なので,

$\{$

$P\geq 2$ ならば すべての $x>0$ に対して. $Sg(x)<0$

$1<p<2$ かつ $\mathit{4}1-\overline{q}\leq\sqrt{\mathrm{m}212-p}\overline{p}\underline{z}\overline{1}$ ならば, すべての $0<x<g(\hat{y})$ に対して, $Sg(x)<0$
(2.20)

を得る. このように定理 24\hslash 、ら, 条件 (2.19) $\text{と}(2.20)$ !は $n’ x_{n}=x^{*}$ を意味する.
方で, $[28, \mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}11]$ には次の結果がある.

定理 2.6 ($\mathrm{T}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}]\omega,$ noflmiuk [28]) $\beta>1-q$ とする. このとき, 次の条件のいずれかが成
り立てば. (2.18) の正の平衡点は大域吸引性を持つ.
(a) $0<p\leq 2$ ;
(b) $2<p \leq\frac{\beta}{q+\beta-1}$ ;

(c) $2<p<PA$ , ただし $\gamma=\gamma(q)$ は $q^{k+1}=\gamma\ln_{\gamma+1}^{\alpha^{\mathrm{z}_{+}}}\neq$ で定義さ礼 $p_{A}=*\overline{q}\beta+-11+\gamma$ である.

ここで, (218) に対し, [28, Th\mbox{\boldmath $\omega$}rem2] の条件 (5) は次の条件と同等である.

$p \leq p_{B}=\frac{2\beta}{q+\beta-1}(1+\frac{q^{k+1}}{1-q^{k+1}})$ . (2.21)

しかしながら, [28] では (218) に対するこの条件については調べておらず, 本報告の表 21の数値
実験結果から, $PA<PB$ が示される.

$p_{B}= \frac{2\beta}{(1-q^{k+1})(q+\beta-1)}<\frac{2\beta}{(1-q)(q+\beta-1)}$

であ.り (19さ 0らがに証明してい\beta るこ 1となにら注ば意す正るの平衡点 $y^{*}$ が局所的に漸近安定であることをMilton,

方で, $\cdot S\tilde{\varphi}(x^{*})<0$ は $|\tilde{\varphi}’(x^{*})|\leq 1$ を表し, これは

$\frac{\beta}{q+\beta-1}<p\leq PB$ (2.22)

と同等である. ここで,

$\{$

$g”(x)=- \frac{\beta px^{p-1}\{(1+p)+(1-p)x^{p}\}}{(1-q)(1+x^{p})^{3}}$ , $\hat{y}<x<\hat{x}$ ,

$S \overline{\varphi}(x)=\frac{-fs(x)}{2\{(1-q)q^{k+1}(1+x^{p})^{2}+\beta(1-q^{k+1})(1-(p-1)x^{p})\}^{2}}$,

$fs(x)=\beta p(1-q^{k+1})x^{\mathrm{p}-2}[\beta(p-1)(1-q^{k+1})(2+2p+2x^{P}-3px^{\mathrm{P}}+p^{2}x^{P})$

$+2(1-q)q^{k+1}\{-(1+x^{p})^{2}+p^{2}(1-4x^{P}+x^{2p})\}]$ .

が成り立ち, [11] より, $x\neq\hat{y}$ に対して $Sg(x)<0$ を得る.
(2.18) と (2.22) に対して, 条件 (2.8) と補題 25の (2.14) および. 定理 25の (2.17) を数値的に満

たす例を調べ, 条件を満たした場合が表 21に示されている. これらの例は $g”(x)<0$ と $S\tilde{\varphi}(\prime x)<0$

を満たしており. これは定理 25の十分条件が実用面で有効であることを表している. (218) につい
て $\beta$ に独立な条件として. [28] では $0<P\leq\hat{P}A=1+\gamma$ を得ており, 我々は $0<p \leq\hat{p}B=\frac{2}{1-q^{\hslash+\iota}}$
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を得た. ここで, $\hat{P}A<\hat{P}B$ である. これにより, (2.18) の正の平衡点が大域吸引性を持つための十
分条件について, 我々は [28] の条件の幾つかを改良できたことになる.
なお現在, Clarkモデルに関連する論文が非常に多く発表されており (たとえば, Saker [25] 等),
同様に数値実験によりパラメータを動かしながら条件の改良を図っているものもある. 特にごく
最近出版された El-Morshedy, Liz [9] の Theorem 1は, 本報告の結果を大幅に改善するものとし
て注目に値する.

表 21 (2.18) に対する数値例

3 比例的遅れを持つ微分方程式に対する選点法での最適達成精度
パンタグラフ方程式と呼ばれる比例的遅れのある微分方程式

$y’(t)=ay(t)+by(qt)+f(t)$ , $y(\mathrm{O})=y0$ , $0<q<1$ (3.1)

と Volterra積分方程式に対して, Brunner [3] は $m$ 次の選点法を用いた際に第–区間での誤差の
最適達成精度について問題点を提起した. この問題点の解決と条件の–般化として, $f(t)\equiv \mathit{0}\text{の}$

場合は Ihima, M\varpi 科》$\mathrm{a}$ , -泊 hiwata [27], $f(t)\not\equiv 0$ の場合は $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\varphi \mathrm{a},$ Ishiwata, Brunner [23] があ
る (石渡 [14] も参照).

方, 第–区間以降の大域的誤差解析に関する分点の選び方について, Brunner, Hu, Lin [5]
は比例的遅れを持つ第二種Volterra積分方程式に対して, $q$ に応じて区分的選点多項式を用いた
gmmetrical meshによる改良を示している. また, (3.1) に対する選点法の超収束について, $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{U}\mathrm{e}\mathrm{n}$

[1] $\iota\mathrm{h}_{S}$-段階の連続的 BX法で quaei-g\infty metric m可を提案し, 遅れの項の近似について, p次の
最適達成精度を得た.
このように選点法は計算に便利であるが, これらの分点の選び方には問題点もある. 終点 $t=T$

が大きい場合は, 最終区間幅の大きさに比べて, 第–区間近くの区間幅は著しく小さくなる. こ

れは全体の計算量が多くなることを意味する.
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この問題の解決策の–つとして, 本節では (31) に対する m次選点法に対して, 区分的 (2m, m)
有理関数近似を用いた”quasi-uni-form mesh”を提案し, 任意の $0\leq t\leq T$ に対して大域誤差が
$O(h^{2m})$ となることを示す (Ishiwata, Muroya [15] 参照). $T$ が大きいとき, これは今までの方法よ
りも分点の個数が少なくて済むため, 計算の効率が良いといえる.
現在では, さらに–様な分点の選び方 ([51, [15]) や超収束性 (室谷, 石渡, $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}[16]$, Brunner,

Hu [6], Bellen, Brunner, Maeet, Torelli [2] $)$ 等の研究が続けられている.

3.1 選点法と区分的 ($2m$ , m)-有理関数近似

$f(t)= \sum_{k=0}^{\infty}\frac{f_{k}}{k1}t^{k}\in C^{\infty}[0, \infty)$ を仮定すると, (8.1) の解 $y(i)$ は $C^{\infty}[0, \infty)$ で唯–存在し, $y(t)=$

$\sum_{k=0}^{\infty}\psi_{k}t^{k},$ $\geq 0$ で与えられる. ここで, $\psi 0=y0$ であり, $\psi_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots$ は次の通りである.

$\psi_{k}=\frac{(a+bq^{k-1})\psi_{\mathrm{k}-1}+\frac{f_{k-1}}{(k-1)\mathrm{I}}}{k}$

$= \frac{1}{k1}\{(\prod_{\mathrm{j}=0}^{k-1}(a+bq^{j})y\mathit{0}+f_{k-1}+(a+bq^{k-1})f_{k-\mathrm{z}}+\prod_{j=k-2}^{\mathrm{k}-1}(a+bd)f_{k-\theta}+\cdots+\prod_{j-1}^{k-1}(a+bq^{j})f\mathrm{o}\}\cdot$

まず, 選点解 $v(t)$ と $0\leq t\leq h$ での $y(t)$ の $(2m,m)$-有理関数近似 Q-2m,m(のとの関係を示そう
(詳細は Muroya, lshiwata, Brunner [23, $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2.\mathit{2}]$ 参照). $v(t)$ を $y(t)$ に対する選点とし, 選
点多項式が

$M_{m}(t) \equiv\frac{M_{m}}{m!}t^{m}+\frac{M_{m-1}}{(m-1)!}t^{m-1}+\cdots+\frac{M_{1}}{1\mathrm{I}}t+M_{0}$ (3.2)

で与えられるとき. 次の $(2m, m)$-有理関数近似を考えよう ([23, Thmrem 2.1] 参照).

$\overline{Q}_{2m,m}(h)=\frac{\Gamma_{0}+\Gamma_{1}h+\Gamma_{2}h^{2}+\cdot+\Gamma_{2m}h^{2m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda_{2}h^{2}++\Lambda_{m}h^{m}}::.\cdot$

ここで, $A^{-1}=(a_{li}^{(-1)}’)$ は $(m-1)\mathrm{x}(m-1)$ 上三角行列 A=(果 j) の逆行列とし, その成分は

綱 $=$ $\{$

$M_{m+:-j}$ , $i\leq j$

$0$ , $i>j$

となる. このと us, $a_{1i}^{(-1)}.=0,1\leq j\leq i-1$ , $a_{1}^{(-1)}.,:= \frac{1}{a}‘,‘=\frac{1}{(^{m_{l}+\mathrm{t}})M_{n}},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ である.

$\{$

$c_{1,j}= \sum_{k=0}^{m-1-i-j}(.\prod_{\iota_{-\neg+k+1}}^{1+k+j}(a+bq^{\downarrow))(\begin{array}{l}j+k.\end{array})\ovalbox{\tt\small REJECT}_{++1}^{M}},$ $0\leq i\leq m-1$ , $0\leq j\leq m-1-i$ ,

$d_{\mathrm{O},m+1}=-\psi_{m+1}(m+1)!$,

$d_{\{i}=-( \prod_{l-m-j+1}^{m}(a+bq^{l}))M_{m-:-j}$ , $1\leq i\leq m$ , $0\leq j\leq m-i$ ,

$e_{i_{\dot{\theta}}}=-a_{j_{\dot{\theta}}-(m+1)}^{(-1)}f_{j-1}$ , $m+i+1\leq j\leq 2m$

と

$\{$

$\overline{\phi}_{m+j},=d_{0,m+1\Phi,j-1}$ , $1\leq j\leq m$ ,
$\overline{d}:_{\dot{o}:,0\mathrm{q}_{\dot{\theta}}\mathrm{c}+\cdots+d_{1}}=(d+d_{i,1\mathfrak{v}_{i^{-1}\dot{o}\infty,0)+(c_{*,0}\Lambda_{j}+c_{i,1}\Lambda_{j-1}+\cdots+c_{i_{\dot{\theta}}}\Lambda_{0})}}\cdot$,

$1\leq i\leq m-1$ , $0\leq j\leq m-i-1$ ,
$\overline{e}_{i|j:\dot{o}-\langle m+i+1)}\dot{o}^{=e,\overline{d}_{i,0}+e:_{\dot{o}-\iota\overline{d}_{i,1}+\cdots+e_{1m+:+1}\overline{d}}},$ , $1\leq i\leq m-1$ , $m+i+1\leq j\leq 2m$
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とおく. ただし,

$| \Gamma_{m}+:=\sum_{l-:}\psi_{m*-\iota\Lambda_{l}+\overline{d}_{0,m+j}+\overline{e}_{|m+|}}\cdot,+\cdots+\overline{e}_{i-1,m+1}.,i=2,3,\cdot\cdot’\cdot,m\Gamma_{l}=\sum_{k=0}^{l}\psi_{l-k}\Lambda_{k},l=0,1,2,$

$\cdot\cdot,m,.\Gamma_{m+1}=$

$\sum_{l=1,m}^{m}\psi_{m+1-l}\Lambda_{l}+\overline{\phi}_{m+1}\Lambda_{0}=kI_{m},\Lambda_{l}=(\prod_{j=m-l+1}^{m}(a+.bi))M_{m-l},l=1,\mathit{2},\cdots,m,,$

.

このとき, 第–区間 tl= んに対しては次の基礎的な補題が得られる.

補題 3.1 ([23, Thmrem 2.2]) (3.1) に対して, 次を満たすような唯–の選点解 $v(t),$ $0\leq t\leq h$ が
存在すると仮定する.

$\Gamma_{m+:}=\sum_{\iota=0}^{m}\psi_{m+:-\iota^{\Lambda_{l}}}$ , $1\leq i\leq m$ . (3.3)

v(t) の m次選点多項式 (32) に対して, (3.3) は次の {Mk}mk$=0^{\text{についての方程式と}\prod \text{等である}}\overline{\mathrm{Q}}$ .

$\{$

$\psi m+1(m+1)1’\sum_{l=0}^{1*}\frac{M_{l}}{(l+1)!}=0$ ,

$\psi m+1(m+1)\mathrm{I}\sum(a+bq^{1+\iota})\frac{M_{l}}{(l+2)!}+\frac{f_{m+1}}{m+1}\sum+2\Pi=0mm$ ,
$\mathrm{t}=0$ $ld$

$\psi m+1(m+1)!\sum_{l-0}^{m}(\dot{a}+bq^{l+2})(a+bq^{l+1})\frac{M_{l}}{(l+3)^{1}}$

$+f_{m+1}+f_{m+2}:.[ \frac{(a+bq\mathrm{A}^{J}I_{m}}{(m+3)\mathrm{I}}+(a_{1,2}m)\tau \mathrm{q}+\prod_{(-\iota)_{\overline{d}_{1,0}}}+(a+a_{2,2}^{(-1)}\overline{d}_{2,0}m+2M+bq^{m+1})\frac{M_{m-1}}{)\}=0(m+2)\mathrm{I}},+a_{1,1}^{(-1)}\overline{d}_{1,1\}}$

$\psi m+\iota(m+1)1\sum_{l=\bm{0}}^{m}(\prod_{j\approx l+\iota}^{l+m-1}(a+bq^{\mathfrak{l}});)\frac{hf_{l}}{(l+m)^{[}}$

$+fm+ \iota\{\sum_{l=2}^{m}(\prod_{j-l+2}^{l+m-1}(a+bq^{j}))\frac{M_{l}}{(l+m)1}+a_{1,1}^{(-1)}\overline{d}_{1,m-2\}}$

$+fm+ \mathrm{z}\{\sum_{l\approx 3}^{m}(\prod_{j-l+S}^{l+m-\iota}(a+bq^{\mathrm{j}}))\frac{kI_{l}}{(l+m)!}+(a_{1,2}^{(-1)}\overline{d}_{1,m-\theta}+a_{2,2}^{(-1)}\overline{d}_{2,m-S})\}+\cdots$

$+f_{2m-1} \{\frac{M_{m}}{(2m)!}+(a_{1,m-1}^{(-1)}\overline{d}_{1,0}+a_{2,m-1}^{(-1)}\overline{d}_{2,0}+\cdots+a_{m-1,m-1}^{(-1)}\overline{d}_{m-1,0})\}=0$ .

(3.4)

このとき, $v(h)=\overline{Q}_{2m,m}(h)+O(h^{2m+\iota})$ と $|v(h)-y(h)|=O(h^{2m+1})$ が成り立つ.

続いて, $y(t)$ に対する区分的 $(2m, m)$-有理関数近似 $\tilde{Q}_{2m,m}(t)$ を決定しよう. $0\leq t\leq t_{1}=h$

に対して. $\tilde{Q}_{2m,m}(t)=\overline{Q}_{2m,m}(t)$ とおく 第二区間 $t_{1}\leq t\leq t_{2}$ 以降については, quui-uniform
$\mathrm{m}\infty \mathrm{h}$を提案する.

O<q\leq 05の場合は, 次のように等分割幅に対する分点を用いることができる.

tn=nん, $h= \frac{T}{N}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ . (3.5)

次に $0.5<q<1$ の場合, 等分割にすると初期区間近くでは qちが既知の関数近似によって計
算できないことがあり, 分割幅の選び方には少し工夫が必要になる. 本報告では始めの恥区間に
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ついて $q$ に応じた geometric mesh を利用することにする. ここで, no は $q^{n_{0}}\leq 1-q<q^{n0-1}$ を
満たす正整数であり, t、から終点 $T=t_{N}$ までの残りの区間に対しては–様な区間幅を用いる.
よって, 05<q<l の場合には, 次のような部分的に q に依存した分割を用いる.

$|t_{n}==q^{n-1})+(n-n_{0})ht_{n}=q^{n0-1}hh$

,
$n\geq n_{0}+11\leq n\leq n_{0}.$

’

(36)

これより, $N\geq$ 恥で最後の分点が $t_{N}=T$ により与えられるならば, 区間幅んは次のように制
限される.

$h= \frac{T}{\frac{1}{q^{n_{0}-1}}+(N-n_{0})}$ , $t_{N}=T$. (3.7)

このとき, 分割数 $N$ は

$\frac{T}{h}+\frac{\log(\mathrm{l}-q)}{\log q}-\frac{1}{1-q}<N\leq\frac{T}{h}+\frac{\log(\mathrm{l}-q)}{\log q}+1-\frac{q}{1-q}$

について独立である. さらに, $Th^{\backslash ^{\backslash }}$

$\mathrm{g}_{\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\text{とき}}$

, no l N に比べると非常に小さく. (T–t一は
であり, $0.\bm{5}<q<1$ に対しては

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1-}\leq n_{0}<\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon q}^{1}-\Delta+1$ となることに注意すると. no は $N$

一様に区間を分割することができる. たとえば, 具体的には $q=0.6$ のとき恥 $=2$. $q=0.7$ の
とき勾 $=4,$ $q=0.8$ のとき鞠 $=8,$ $q=0.9$ , のとき $n_{0}=22$ になる.
以後, この分点の選び方を quasi-uniform mesh と呼ぶ.
さて, 上記のような分点の選び方に対して, 次の局所誤差解析が与えられる ( $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{r}\varphi \mathrm{a}$, Ishiwata,

Brunner [23, Corogary 2.1] 参照).

補題 3.2 $m$次ルジャンドル多項式 $P_{m}(x)$ に対し,

$\frac{m!}{(\mathit{2}m)!}P_{m}(2t-1)=\frac{M_{m}}{m!}t^{m}+\frac{M_{m-1}}{(m-1)!}t^{m-1}+\cdots+\frac{M_{1}}{1!}t+M_{0}$ (3.8)

とする. 初期値問題 $z’(t)=az(t)+\tilde{f}(t),$ $t>0,$ $z(0).=z0$ の $z(t)$ に対する ($2m$, m)-有理関数
近似を次のように定義する.

$Q_{2m,m}(t)= \frac{\Gamma_{0}+\Gamma_{1}t+\Gamma_{2}t^{2}+\cdot+\Gamma_{2m}t^{2m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}t+\Lambda_{2}t^{2}++\Lambda_{m}t^{m}}::.\cdot$

ここで

$\{$

$z(t)= \sum_{n-0}^{\infty}.\wedge nt^{n}\sim$, $z_{n}= \frac{a^{n}z_{0}+a^{n-1}\tilde{f}_{0}+a^{n-2}\tilde{f}_{1}+\cdots+a\tilde{f}_{n-2}}{n!}\underline{+\tilde{f}_{n-1}}$ , $\tilde{f}(t)=\sum_{n-0}^{\infty}\frac{\tilde{f}_{n}}{n1}t^{n}$ ,

$\Lambda_{n}=a^{n}M_{m-n}$ , $0\leq n\leq m$ , $\Gamma_{n}=\sum_{k=0}^{n}z_{n-k}\Lambda_{k}$ , $0\leq n\leq 2m$ .

このとき, $[0, h]$ での $v(t)$ の選点多項式は (3.8) となり, 次の関係を得る.

$v(h)=Q_{2m,m}(h)+O(h^{2m+1})$ かつ $|Q_{2m,m}(t)-y(t)|=O(t^{2m+1})$ .
$2\leq n\leq N$ に対しては $q\text{転}\leq t_{n-1}$ を仮定し, $y(t)$ に対する区分的 ($2m$,m)-有理関数近似

$\tilde{Q}_{2m,m}(t)$ はすでに $0\leq t\leq t_{n-1}$ において定義されている.
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今, $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ での $\tilde{Q}_{2m,m}(t)$ を次のように定義し, $Q_{2m,m}(t)$ は補題 32により.

$\tilde{f}(t)=b\tilde{Q}_{2m,m}(q(t+t_{n-1}))+f(t+t_{n-1})$ , $0\leq t\leq h=t_{n}-t_{n-1}$ かつ $\tilde{k}\mathit{0}=\overline{Q}_{2m,m}(t_{n-1})$

の条件の下で定義されるとする. さらに,

$Q_{2m,m}(t;n)=Q_{2m,m}(t)$ , $0\leq t\leq t_{n}-t_{n-1}$

とおくと, 帰納法により, $n=2,3,$ $\cdots,$
$N$ に対して, $y(t)$ に対する区分的 ( $2m$, m)-有理関数近似

$\tilde{Q}_{2m,m}(t)$ は次のように定められる.

$\tilde{Q}_{2m,m}(t)=Q_{2m,m}(t-t_{n-1;n})$ , $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $2\leq n\leq N$ .
このとき, 補題 32より, 任意の区間 $0\leq t\leq T$ において, $y(t)$ の区分的 ($2m$ , m)-有理関数近似
Q2m,m(t) に対し, 次の大域誤差解析 O(h2m) が容易に得られる.

定理 31 仮定の下で, $y(t)$ の区分的 $(2m,m)$ -有理関数近似 $\tilde{Q}_{2m,m}(t)$ は $[0, T]$ において定義され,
次が成り立つ.

$|\tilde{Q}_{2m,m}(t)-y(t)|=O(h^{2m})$ , $0\leq t\leq T$ .

3.2 数値実験例

ここで数値実験例を示そう.

例 31 次のパンタグラフ方程式を考える. ここで, 解析解は $y(t)=e^{-t}$ である.

$y’(t)=-y(t)+ \frac{q}{2}y(qt)-\frac{q}{2}e^{-qt}$ , $y(0)=1$ , $0<q<1$ .

$q=0.5,$ $m=2$ と $h=2^{-n},$ $n=0,1,$ $\cdots,$
$7$ に対して, 初期点 $t=h$ における誤差は表 31の 2

列目に示されている. $\overline{2}\iota_{\mathrm{w}=0.03125}$ に注意すると, $t=h=2^{-\hslash},$ $n=0,1,$ $\cdots,$
$7$ における誤差が

$O(h^{\mathit{2}m+1})$ であることを確認できる. また. $T=10$ での大域誤差が表 31の 3列目に示されてい
る. 同様に, $\mathbb{Z}^{1}$ =0.0625に注意すると, t=Tでの大域誤差は O(h2m) であることが確認できる.

表 31 $m=2,$ $q=0.5$, h=1/2叫こおける誤差 $e_{h}(t)/e_{2h}(t)$

例 3.2 他の例も見てみよう ($\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{U}\mathrm{e}\mathrm{n}[1]$ 参照). 解析解は $y(t)=\sin t$ である.

$\{$

$y’(t)=-y(t)+ \frac{1}{2}y(qt)+\cos t+8\mathrm{i}\mathrm{n}t-\frac{1}{2}\sin qt$ , $0\leq t\leq T$,

$y(0)=1$ , $0<q<1$ .
(3.9)

$q=0.5,$ $m=2$, および $h=2^{-(6+\hslash)},$ $n=0,1,$ $\cdots,$
$4$ に対し. 初期点 $t_{1}=$ んでの誤差は

$e(h)=Q_{4,2}(h)-y(h)$ で表の 2列目に示されている. $\mathrm{Y}21=0.03125$ に注意すると. 誤差 $O(h^{2m+1})$

となることが確認できる.
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$q=0.5,$ $T=2\pi,$ $h=2\pi/2^{\delta}$ に対して, $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{U}\mathrm{e}\mathrm{n}[1]$ の分割数は 194になるのに対し, 我々の方法
ではすべての–様分割で 64ステップで済む. さらに, $q=0.5,$ $T=2^{k}\pi,$ $h=\urcorner 2\pi 2’\overline{m}=2^{k+l-2}$ な
らば, [1] では

$N= \lceil\frac{\log(1-q)-\log\overline{m}}{\log q}\rceil\overline{m}+2=(k+l-1)2^{k+l-2}+2$

となるが, (3.6) のステップ数は $N=T/h=2^{k+l-1}$ だけで済む. このように, $k+l$ が大きいと,
[1] のステップは (3.6) の $\frac{k+l-1}{\mathit{2}}$ 倍かかる.
なお, 我々の結果では任意の O\leq t\leq T に対する大域誤差が O(ん 2m) であるが. [1] での大域誤

差 $O(h^{2m})$ は分点 $t=t_{n}$ , O\leq n\leq N.に対してだけ成り立つことに注意しよう.
ここで, . $q>0.5$ における 2つの数値例も示しておこう. (3.9) に対して, $q=0.6$ の場合は $n_{0}=2$

となり表 33に示される. また, q=o8の場合は恥 =8となり表 34に示される.

表 $.\theta $m=2,$ $q=0.6,$ $h=2\pi/2^{t+n},$ $T=2\pi$ における誤差 $e_{\hslash}(t)/e_{2h}(t)$

現在, 以上のような有理関数近似による quwi-umform mesh から, さらに [5] の g\infty metricd
mesh の改良として, quasi constrained meshを考えている. この手法は各区間での最大区間幅が
第–区間幅を越えないように定めるため, 長期間の積分計算が安定になる.
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