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Abstract

本稿では, 複素 2次元射影空間 $\mathrm{P}^{2}$ 上の有理写像 $F$ の周期的不定点 $P$ に

存在する不変曲線族について考察する. これまでに筆者は, カントール集合の
部分集合 $J\subset\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ と対応付けられる, 不定点 $P$ を通り写像 $F$ により不変
な曲線族 $\{W_{j}\}_{j\in j}$ を代数的に定義した. また, $\{W_{j}\}_{j\in J}$ はその別な曲線族の
中で最大の族であることを示した. 本稿では, ある具体的な有理写像 $F$ の不変
曲線族 $\{W_{j}\}_{j\epsilon J}$ について考察を行い, その曲線の数と性質を完全に決定する.
特に, {W}j\in J が不安定多様体からなる族であることを示す.

1. Introduction.
複素 2次元射影空間 $\mathrm{P}^{2}$ 上の有理写像 $F$ の不定点 $p\in \mathrm{P}^{2}$ における力学系構造

の研究は, これまで Y. Yamagishi [5], [6] や T. C. Dinh, R. Dujardin, N. Sibony [2]
らによって行われてきた. 彼らは, 周期的という性質を満たす不定点 p で, F のヤ
コビ行列 $DF(p)$ が安定な固有ベクトルを持つ場合について研究を行い, カントー
ル集合 $\{1, 2\}^{\mathrm{N}}$ によって対応付けられる安定多様体の族や, カレントの族が不定点

$P$ において存在することを示した.
方, これまでに筆者は, カントール集合の部分集合 $J\subset\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ によって対応

付けられる, 不定点 $P$ を通り写像 $F$ により不変な曲線族 $\{W_{j}\}_{j\in J}$ を代数的に定義
した. また, $\{W_{j}\}_{j\in J}$ は不定点 $P$ で存在する, $F$ により不変な曲線族の中で最大の

族であることを示した. ここで, この不変曲線族は安定多様体だけではなく, 中心多
様体や不安定多様体も含むことから, これらの結果は Y. Yamagishi や T. C. Dinh
らの結果のある種の –般化となっていることに注意しておく (詳しくは [4] 参照). 本
稿では, ある具体的な有理写像 $F$ の $\{W_{j}\}_{j\in j}$ について考察を行い, その曲線の数
と性質を完全に決定する. 特に, {W5}jEJ が不安定多様体からなる族であることを
示す. これはこれまでに知られていない新しい例である.

1 Support\’e by the Mini\S try of Education, Culture, Sport8, Science and Rhnology, Grulta.in-
Aid for Young Scientist8 (B) No. 18740094

数理解析研究所講究録
1537巻 2007年 46-54 46



本稿の概要は以下の通りである. 2節で記号の準備を行い, これまでに得ていた
Theorem 1, 2を紹介する 3節では, ある具体的な写像 $F$ に対しての $\{W_{j}\}_{j\in J}$ を

考察する.

2. 準備と Theorem 1,2.

まず, 記号を準備する. $f_{i}(x, y, z),$ $(i=0,1,2)$ を次数 $d$ の斉次多項式, $F:[x:y$ :
$z]\mapsto[f_{0} : f_{1} : f_{2}]$ を $\mathrm{P}^{2}$ 上の有理写像, $G:(x,y, z)rightarrow(f_{0}, f_{1}, f_{2})$ を $\mathrm{C}^{3}$ 上の多項式
写像とする. このとき $\mathrm{C}^{3}$ からいくつかの解析的集合を除いたところで $\tilde{\pi}$。$G=F$。$\tilde{\pi}$

が成立する. ここで $\tilde{\pi}$ : $\mathrm{C}^{3}\backslash \{(0,0, \mathrm{O})\}arrow \mathrm{P}^{2}$ は標準射影とする. 点 $P\in \mathrm{P}^{2}$ が

$F$ の不定点であるとは, $G(\tilde{p})=(0,0,0)$ がある点 $\tilde{p}\in\pi^{-1}(p)$ で成り立つこととす
る. 一般に, $P$ が不定点であるとき, $\bigcap_{U_{\mathrm{p}}}\overline{F(U_{\mathrm{p}}\backslash \{p\})}$ は–点にならない. ここで $U_{p}$

は $P$ の任意の開近傍とする. よって $F$ は不定点 $P$ では連続でない. 更に, 不定点
$P$ が $p \in\bigcap_{U_{\mathrm{p}}}\overline{F(U_{p}\backslash \{p\})}$ を満たすとき $P$ を周期的不定点と呼ぶことにする. 定義
より, 周期的不定点は再帰性を持っているため, 不動点の場合と同様に様々な力学
系構造が存在することが期待される. 本稿では, 有理写像 $F:\mathrm{P}^{2}arrow \mathrm{P}^{2}$ は不定点

$p=[0:0:1]$ を持つと仮定する. しばしば, 複素 2次元ユークリッド空間 $\mathrm{C}^{2}$ を $\mathrm{P}^{2}$

の座標近傍系 $\{[x:yarrow z]\in \mathrm{P}^{2}|z\neq 0\}$ と同一面する. この座標近傍高上で, 点 $P$ は

$p=(\mathrm{O}, 0)$ となることに注意する. 点 $p_{j}=(0, \alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$ に対し, $\mathrm{C}^{2}\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}$ の部分集合

$X:=\{(x,y)\mathrm{x}[u:v]\in \mathrm{C}^{2}\cross \mathrm{P}^{1}|xv-(y-\alpha_{j})u=0\}$

を定義する. $X$ は $\mathrm{C}^{2}\cross \mathrm{P}^{2}$ の閉集合であり, 部分多様体となる. $X$ の座標近傍系
は次の $\{(U^{i},\mu^{i})\}|=0,1$ で与えられる.

$U^{0}:=\{(x,y)\mathrm{x}[u : v]\in X|u\neq 0\},$ $\mu^{0}$ : び $\ni(x,y)\cross[u : v]\mapsto>(x,v/u)\in \mathrm{C}^{2}$,

$U^{1}:=\{(x,y)\cross[u : v]\in X|v\neq 0\},$ $\mu^{1}$ : $U^{1}\ni(x,y)\mathrm{x}[u : v]\mapsto(u/v,y-\alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$.

Definition 1 ([3] 参照) 第一回分への射影 $\mathrm{C}^{2}\cross \mathrm{P}^{1}arrow \mathrm{C}^{2}$ の $X$ への制限写像
$\pi$ : $Xarrow \mathrm{C}^{2}$ を点恥を中心とする $\mathrm{C}^{2}$ の blow up と定義する. また $E:=\pi^{-1}(p_{j})=$

$(0, \alpha_{j})\cross \mathrm{P}^{1}$ を除外曲線と呼ぶ.

$U^{i}$ の座標を $(s,t)$ とすると $\pi$ は次の様に表される:

$\pi:X\cap U^{0}\ni(s,t)rightarrow(s, st+\alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$ , $\pi:X\cap U^{1}\ni(s,t)-\rangle(st,t+\alpha_{j})\in \mathrm{C}^{2}$ .
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ここで $\pi$ : $X\backslash Earrow \mathrm{C}^{2}\backslash \{p_{j}\}$ は双正則写像であることに注意する. また $\mathrm{C}^{2}$ を $\mathrm{P}^{2}$

の座標近傍系 $\{[x:y:z]\in \mathrm{P}^{2}|z\neq 0\}$ とみなし, $\mathrm{P}^{2}$ の残りの座標と自然に張り合
わせることで, 堅 $p_{j}=[0:\alpha_{j}$ : 11を中心とする $\mathrm{P}^{2}$ の blow uP を定義することがで
きる. 議論を簡単にするため, $\mathrm{C}^{2}$ の blow uP と $\mathrm{P}^{2}$ の blow uP を同–視すること
にする.

周期的不定点での局所的な力学系構造の研究は最初に, Y. Yamagishi によって
始められた ( $[5],[6]$ 参照). ここでは, その結果を紹介する. 点 $P$ を中心とする $\mathrm{P}^{2}$ の

blow uP $\pi$ を用いて $F$ のリフト写像 $\tilde{F}:=F$ 。$\pi$ : $Xarrow \mathrm{P}^{2}$ を定義する. 更に, 写像
$F$ は次の条件を満たすとする.

$(A.0)$ $\{$

$\tilde{F}\{\iota E\sigma)_{\grave{1}}\epsilon 6T\not\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{I}\mathrm{J}\Leftrightarrow(tau\tilde{F}^{-1}(p)\cap E=\{p_{1},p_{2}\}*\mathrm{C}\hslash 6$ .
$l’\backslash \backslash Pi\#\emptyset \mathrm{F}*\mathrm{i}_{\grave{1}}\mathrm{E}\hslash N_{1}t^{\mathrm{f}}\mathrm{E}\not\in\llcorner,\tilde{F}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}N_{1}\downarrow \mathfrak{N}\not\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{I}\mathrm{J}\Leftrightarrow(*\tau\hslash 6$ .

この条件の下で, 点 $P$ は $F$ の周期的不定点となることに注意する. 更に, $\tilde{F}$ は $N_{1}$

之, 水平方向に吸引的であると仮定する. この時, カントール集合 $\{1, 2\}^{\mathrm{N}}$ により

順序づけられた曲線の族 $\{W_{j}\}_{j\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}}$ が存在すること, 各曲線 $W_{j}$ は点 $P$ の安定多
様体になることが証明された. この曲線族は Cantor bouquet と呼ばれるものである
(詳細は [5], [6] 参照).
本稿では, 次の様な曲線族を扱う. この曲線族は, 点 $P$ の安定多様体だけでな

く, 中心多様体や不安定多様体も含み, Cantor bouquet の拡張になっていることに
注意する.

Definition 2. 点 $p$ を通る曲線族 $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が $F$ により点 $P$ で局所的に不変である

とは次の 2条件を満たすこととする.

(1) 正則写像 $\Phi_{\lambda}$ : $\Delta_{\rho_{\lambda}}arrow \mathrm{C}^{2}$ で $\Phi_{\lambda}(0)=p$ と $\Phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})=V_{\lambda}$ を満たすものが存在す
る,

(2) 任意の照に対して, ただ–つの $\lambda’\in\Lambda$ と $P$ のある開近傍 $N_{\lambda’}$ が存在し $F$ 。

$\Phi_{\lambda}(0)=p$ と $F$ 。$\Phi_{\lambda}(\Delta_{\rho_{\lambda}})\cap N_{\lambda’}\subset V_{\lambda’}$ が成立する 但し $\Delta_{\rho_{\lambda}}:=\{z\in \mathrm{C}||z|<\rho_{\lambda}\}$

とする.

本稿では, この曲線族はある正則関数のグラフとして与えられるものと仮定する.

Remark 1. 合成写像 $F$ 。$\Phi_{\lambda}$ は, 点 $p$ が不定点であっても z=0\in \Delta \rho 、で定義され
る. 実際, 正則写像 $g:\Delta_{\rho_{\text{、}}}arrow \mathrm{C}^{2}$ で, 任意の $Z\in\Delta_{\rho_{\lambda}}\backslash \{0\}$ に対し $g(z)=F$。$\Phi_{\lambda}(z)$

を満たすものがただ–つ存在する (詳細は [1] 参照).
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$i=0,1$ に対して, $U^{i}\cong \mathrm{C}^{2}$ であることより, この座標を用いて (A.0) の点 $p_{j_{1}}\in E$

を $p_{j_{1}}=(0, \alpha_{j_{1}})\in \mathrm{C}^{2}$ と表す また点 $p_{j_{1}}$ における blow up $\pi_{j_{1}}$ を次の集合 $X_{j_{1}}$ を

用いて $X$ の場合と同様に定義する.

$X_{j_{1}}:=\{(s, t)\cross[u:v]\in \mathrm{C}^{2}\cross \mathrm{P}^{1}|sv-u(t-\alpha_{j_{1}})=0\}$ ,

$\pi_{j_{1}}$ : $X_{j_{1}}arrow \mathrm{C}^{2}$ .
また除外曲線を $E_{j_{1}}:=\pi_{j_{1}}^{-1}(0, \alpha_{j_{1}})=(0, \alpha_{j_{1}})\mathrm{x}\mathrm{P}^{1}$ と定義する. 更に $X$ の場合と同

様の記号を用いて, $\{(U_{j_{1}}^{i}, \mu_{j_{1}}^{j})\}_{i=0,1}$ を $X_{j_{1}}$ の座標近傍系とする. さらに $\mathrm{C}^{2}$ を $X$ の

残りの座標系と貼り合わせることで点 $p_{j_{1}}$ 中心の $X$ の blow uP を定義することが
できる. 次の定理では, 同様の手順により, blow up の列を帰納的に定義する.

Theorem 1. 不定点 $p=[0:0:1]$ を持つ有理写像 $F:\mathrm{P}^{2}arrow \mathrm{P}^{2}$ が条件 (A.0) を満

たすとする. このとき, $j_{1},j_{2}\in\{1,2\}$ に対して次の主張が成立する;

(1) $F_{0}:=\pi^{-1}\circ\tilde{F}$ : $N_{j_{1}}arrow X$ と定義する. このとき, 点 $p_{j_{1}}$ は凡の不定点である.

点物 1中心の $X$ の blow up を $\pi_{j_{1}}$ : $X_{j_{1}}arrow X,$ $X_{j_{1}}$ の除外曲線を $E_{j_{1}},$ $F_{0}$ のリフ

$\}$ 写像を $\tilde{F}_{j_{1}}:=F_{0}$ 。$\pi_{j_{1}}$ : $\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})arrow X$ と定義する. この $\text{と}$ き, $E_{j_{1}}\subset\pi_{j_{1}}^{-1}(N_{j_{1}})$ で

あり, 次が成立する:
$\tilde{F}_{j_{1}}|_{E_{j_{1}}}$ : $E_{j_{1}}arrow E$ は単射であり, $p_{j_{1}j_{2}}:=\tilde{F}_{j_{1}}^{-1}(p_{j_{2}})\in E_{j_{1}}$ とおくことができる. さ

らに点 $Pj_{1}\mathrm{j}_{2}$ の開近傍 $N_{j_{1}j_{2}}$ が存在し, $\tilde{F}_{j_{1}}|_{N_{j_{1}j_{2}}}$ は双正則写像となる.

任意の自然数 $n$ とあ $\in\{1,2\}$ に対して, 同様の操作を繰り返すことができ, 次の

主張が成立する

$(n)$ 点 $p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}:=\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{-1}(p_{j_{2}\ldots j_{n}})\in E_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ と写像 $F_{j_{1}\ldots jn}=\pi_{j_{2}\ldots j_{n}}^{-1}\circ\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ :
$N_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}arrow X_{j\mathrm{z}\cdots j_{\hslash}}$ を定義する. このとき点 $p_{j_{1}\ldots j_{n}}$ は $F_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ の不定点である.

点 $Pj_{1}\ldots j_{\hslash}$ を中心とする $X_{j_{1}\ldots j_{n-1}}$ の $bl\sigma w$ up を $\pi_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ : $X_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}arrow X_{j_{1}\ldots j_{\hslash-1}}$ ,
$X_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ の除外曲線を $E_{j_{1}\ldots j_{n}},$ $F_{j_{1}\ldots j_{n}}$ のリフト写像を $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}:=F_{j_{1}\ldots j_{n}}$ 。$\pi_{j_{1}\ldots j_{n}}$ :
$\pi_{j_{1}..\text{伽}^{}-1}$ (Nji...jn)\rightarrow Xj2..伽と定義する. このとき $E_{j_{1}..\text{伽}}\subset\pi_{j_{1}..\text{伽}^{}-1}$ $(N_{j_{1}\ldots j_{\hslash}})$ であり, 次

が成立する:
$\tilde{F}_{j\iota\cdots j_{\hslash}}|_{B_{j_{1}\ldots j_{n}}}$ : $E_{j_{1}\ldots j_{n}}arrow E_{j_{2}\ldots j_{n}}$ は単射であり,pj, ..jn+l $:=\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{n}}^{-1}(p_{j_{2}\ldots j_{\hslash+1}})\in$

$E_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}$ とおくことができる. 更に点 $p_{j_{1}\ldots j_{n+1}}$ の開近傍 $N_{j_{\mathit{1}}}$ . $..j_{n+1}$ が存在し $\tilde{F}_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}|_{N_{j_{1}\ldots j_{n+1}}}$

は双正則写像となる.

これより先, Theorem 1に現れる全ての点 $p_{j_{1}\ldots jn}$ は, $p_{j_{1}\ldots j_{n}}\in U_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{0}\cap E_{j\iota\cdots j_{\hslash-1}}$
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と仮定する. このとき $X_{j_{1}\ldots j_{\hslash-1}}$ の局所座標 $U_{j_{1}\ldots j_{n-1}}^{0}$ を用いて $p_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}=(0, \alpha_{j_{1}\ldots j},.)$ と

おくことができる. 任意の記号列 $j\in\{1,2\}^{\mathrm{N}},$ $j=(j_{1}\ldots j_{n}, \ldots)$ に対して形式的べ

き級数 $y=\phi_{j}(x)=\alpha_{j_{1}}x+\alpha_{j_{1}j_{2}}x^{2}+\cdots$ と集合

$J:=\{j\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}|\phi_{j}(x)$ の収束半径 $\rho_{j}\text{が正の定数である}\}$ ,

任意の $j\in J$ に対して $W_{j}:=\{(x,y)\in N_{j}|y=\phi_{j}(x)x\in\Delta_{\rho_{j}}\}$

を定義する. ここで N陽 は点 $P$ のある開近傍とする. このとき, 次の結果を得る.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2$ .
(1) $\{W_{j}\}_{j\in J}$ は点 $P$ で局所的に不変な曲線族であり, また, その中で最大のもので

ある. ここで, 最大であるとは, 点 $P$ で局所的に不変な任意の曲線族 $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ に対

して $\{V_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}\subset\{W_{j}\}_{\mathrm{j}\in J}$ が成り立つことである.

(2) ある単射写像 $\Psi$ : $\{W_{j}\}_{j\in J}\ni W_{j}rightarrow j\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ , で $\Psi$ 。$F=\sigma$ 。$\Psi$ を満たすも

のが存在する. ここで $\sigma$ : $\{1, 2\}^{\mathrm{N}}\ni(j_{1}, j_{2}, \ldots)rightarrow(j_{2},j\mathrm{a}, \ldots)\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}$は左シフト

写像とする.

Theorem 1と 2の詳細については [4] を参照して欲しい.

3. $\{W_{j}\}_{j\in J}$ が不安定多様体からなる例

これ以降, P2上の有理写像 F で, 座標近傍 C2野次の形をしたものを考える:

$(*)$ $F(x,y)=(ax,$ $\frac{y(y-x)}{x^{2}})$ , $|a|>4$ .

この写像については, Theorem 1と 2が成立するので, 曲線族 $\{W_{j}\}_{j\in J}$ が存在す

ることがわかる. この節では, 更に $W_{j}$ の数と $W_{j}$ が不安定多様体であることを順
番に見ていく.

まず, $W_{j}= \{(x,y)\in\Delta_{r}^{2}|y=\sum\alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}x^{n}\}$ とおく Theorem 2より点 $p$ のある

開近傍 $N_{\sigma[j)}$ が存在し $F(W_{j})\cap N_{\sigma(\text{」})}$ $\subset W_{\sigma(j)}$ が成立することから, 漸化式

$\alpha_{i_{1}\cdots in+1}=\alpha_{j_{2}\ldots j_{\hslash+1}}a^{n}-\sum_{k+l=2,k,\mathrm{t}\geq 2}\alpha_{j_{1}\ldots j_{\mathrm{k}}}\alpha_{j_{1}\ldots j\iota}(n\geq 2)$

を得る. これにより, 以下の場合については, 簡単な計算により $W_{j_{1}j\mathrm{a}}\ldots$ の具体的な

形を求めることができる.

$W_{11}.$ . . $=\{(x,y)\in \mathrm{C}^{2}|y=0\},$ $W_{211}\ldots=\{(x,y)\in \mathrm{C}^{2}|y=x\}$ ,
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$W_{2211}\ldots=\{(x, y)\in N_{p}|y=\phi_{2211}\ldots:=x+ax^{2}-a^{2}x^{2}+\cdots\}$ ,

$W_{1211}\ldots=\{(x,y)\in N_{p}|y=\phi_{1211}\ldots:=-ax^{2}+a^{2}x^{3}-2a^{3}x^{4}+\cdots\}$ .
特に, $F(x, \mathrm{O})=(ax, 0)$ より $W_{11}\ldots$ は $P$ の不安定多様体であること, $W_{211}\ldots,$ $W_{2211}\ldots$ ,
$W_{1211}\ldots$ は $W_{11}\ldots$ の四丁であることに注意する.

ここでは, まず $W_{11}\ldots$ の $F$ による逆像が $x$ のグラフで表されることを示す.
$\tilde{F}:=F$。$\pi(s, t)$ を $p_{j_{1}}=(0, \alpha_{j_{1}})$ のある開近傍 $N_{\mathrm{p};_{1}}$ 上で Taylor 展開したものを

$\tilde{F}(s, t)=(a_{10}s+a_{01}(t-\alpha_{j_{1}})+\cdots, b_{10}s+b_{01}(t-\alpha_{j_{1}})+\cdots)=:(f(s,t),$ $g(s,t))$

とおく. また

$W_{\sigma[j)}=\{y=\phi_{\sigma(j)}=\alpha_{j_{2}}x+\alpha_{j_{2}j_{3}}x^{2}+\cdots\}$

とおくと, 次が成り立つ.

Lemma 4. $b_{01}-\alpha_{j_{2}}a_{01}\neq 0$ であるとき $F^{-1}(W_{\sigma(j\rangle})$ は $x$ のグラフで表される.

証明. 定義より

$\tilde{F}^{-1}(W_{\sigma \mathrm{C})})=\{(s,t)\in\Delta_{r}^{2}|g(s,t)-\phi_{\sigma[j)}(f(s,t))=0\}$

である. $\Phi(s, t):=g(s, t)-\phi\sigma(j)(f(s, t))$ とおき, $t$ で偏微分すると

$\frac{\partial\Phi}{\partial t}=\frac{\partial g}{\partial t}-(\phi_{\sigma \mathrm{C})})’(f(s,t))\frac{\partial f}{\partial t}(s,t)$, $\frac{\partial\Phi}{\theta t}(0, \alpha_{j_{1}})=b_{01}-\alpha_{j_{2}}a_{01}$

が成り立つ. よって恥 1 $-\alpha_{j_{2}}a_{01}\neq 0$ であるとき, $\tilde{F}^{-1}(W_{\sigma \mathrm{U})})$ は点 $p_{j_{1}}$ の近傍で $s$

のグラフとして表されることがわかる. また, $\pi\circ\tilde{F}^{-1}(W_{\sigma \mathrm{C})})=F^{-1}(W_{\sigma \mathrm{C})})$ であ

ること, $\tilde{F}^{-1}(W_{\sigma(j)})$ が $s$ のグラフとして表されるとき $\pi$ 。$\tilde{F}^{-1}(W_{\sigma(j)})$ は $x$ のグ

ラフとして表されることより主張が成り立つ. 口

$(*)$ より得られる戸を $p_{1}=(0,0)$ と $p_{2}=(0,1)$ それぞれのある開近傍 $N_{\mathrm{P}J}$ 上で

Taylor 展開すると以下の形になる.

$N_{\mathrm{p}_{1}}$ 上 $\tilde{F}(s,t)=(as, -t+t^{2})$ , $N_{\mathrm{P}2}$ 上 戸 (s, $t$ ) $=(as, (t-1)+(t-1)^{2})$ .

これより, $\tilde{F}$ は Lemma 4の仮定を満たすことがわかる よって, Lemma 4を繰り返

し用いることで $W_{11}\ldots$ の憶による逆像は全て $x$ のグラフになり, これが $W_{j_{1}\cdots j_{\hslash}11}\ldots$

となる. また定義より, 不安定多様体となることがわかる.
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一般の $W_{j_{1}j_{2}}\ldots$ について調べるため, 次の補題を準備する.

Lemma 5.

(1) 任意の記号列 $j=(j_{1},j_{2}, \ldots)\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ に対し, ある正の定数の列 $\{M_{n}\}_{n\geq 2}$ ,
$\{M_{n}’\}_{n\geq 2}$ で次を満たすものが存在する;

$M_{2}=1,$ $M_{2}’=3/2$ ,

$n\geq 2$ に対して $M_{n+1}=M_{n}M_{\mathrm{n}}’$ , $1\leq M_{n}’\leq 3/2$ , $|\alpha_{j_{1}\ldots j_{\hslash}}|\leq M_{n}|a|^{\frac{n(\mathfrak{n}-1)}{2}}.\cdot$

(2) 任意の $j_{1},$ $\ldots j_{n\text{。}-1}\in\{1,2\}$ と $j_{n_{\text{。}}}=2$ に対し, ある正の定数の列 $\{m_{n}\}_{2\leq n\leq n\text{。}}$ ,

{mn’}25n5n。で次を満たすものが存在する;
$m_{2}=1,$ $m_{2}’=3/4$ ,

$2\leq n\leq$ 恥 $-1$ に対して $m_{n+1}=m_{\mathrm{n}}m_{n}’$ , $1/2\leq m_{n}’\leq 1$ ,

$2\leq n\leq n_{0}$ に対して $m_{n}|a|^{\frac{n(n-1)}{2}}\leq|\alpha_{j_{1}\ldots jn}|$ .
Lemma 5の (1) は三角不等式を用いて証明される. ここでは (2) の証明を行う.

Lemma 5 (2) の証明.

. $n=2$ のとき. $\alpha_{1}=0$ と $\alpha_{2}=1$ より, $\alpha_{12}=-a,$ $\alpha_{22}=a$ であるので $m_{2}:=1$ と

すると主張が成立する.

$n=3$ のとき. 計算により $\alpha_{112}=a^{3},$ $\alpha_{122}=-a^{3}+a^{2},$ $\alpha_{212}=-a^{3}$ ,

$| \alpha_{222}|=|a^{3}-a^{2}|=|a|^{3}(1-\frac{1}{|a|})\geq\frac{3}{4}|a|^{3}$

である. よって $m_{2}’=3/4$ とすると主張が成立する.

$n=4$ のとき. $j_{4}=2$ であることから $\alpha_{j_{2}jsj_{4}}$ の評価に $n=3$ の評価を用いるこ

とができる. これと Lemma 5 (1) を用いると

$\alpha_{j_{1}j_{2}j\mathrm{a}j_{4}}$
$\geq$ $|\alpha_{j_{2}j_{\theta}j_{4}}||a|^{3}-2|\alpha_{j_{1}j_{2}}||\alpha_{j_{1}j_{2}j_{S}}|$

$\geq$ $m_{3}|a|^{3}|a|^{3}-2M_{2}|a|M_{S}|a|^{3}$

$=$ $m_{3}|a|^{6}(1- \frac{2M_{2}M_{3}}{m_{3}|a|^{2}})$

$=$ $\frac{3}{4}m_{S}|a|^{6}$
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が成立する. よって $m_{3}’:=3/4$ とすると主張は成立する. $n\geq 5$ の場合も同様に示

される 口

Lemma 5を用いると, 漏 $=2$ となる自然数 $n_{0}$ が無限個存在するような $i=$

$(j_{1},j_{2}, \ldots)$ に対して, \mbox{\boldmath $\phi$}」の収束半径 $R$ は $R=0$ となることがわかる. 実際, 丸 $=2$

となる $\alpha_{j_{1}\ldots j_{n_{0}}}$ に対しては, Lemma 5(2) より,

$( \frac{1}{2})^{n0-2}|a|^{\Delta \mathrm{L}^{n_{\star^{-\lrcorner}}}}\hslash 1\leq|\alpha_{j_{1}\ldots j_{n_{0}}}|$

が成立する. よって

$\frac{1}{R}$ $=$
$\lim_{karrow\infty},\sup_{n\geq k}|\alpha_{j_{1}\ldots j\mathfrak{n}}|^{\frac{1}{n}}$

$\geq$
$\lim_{karrow\infty,n\mathrm{o}\geq k}\{(\frac{1}{2})^{n0-2}|a|^{\Delta^{(}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2\}^{\frac{1}{n_{0}}}=\lim_{karrow\infty,n\mathrm{o}\geq k}(\frac{1}{2})^{1-\Delta}|a|^{\frac{\mathfrak{n}-1}{2}}=0}^{\underline{-1)}}}\hslash n_{\overline{0}}$.

以上をまとめると, 以下の定理を得ることができる.

Theorem 6. $j=(j_{1},j_{2}, \ldots)\in\{1,2\}^{\mathrm{N}}$ を任意の記号列とする. このとき次が成り

立つ :
(1) ある自然数恥が存在し任意の $n>no$ に対しあ $=1$ であるとき $W_{j}\neq\emptyset$ ,

$W_{j}=F^{-n\mathrm{o}}(W_{11}\ldots)$ である. 特に $W_{j}$ は点 $P$ の不安定多様体となる.

(2) 任意の自然数 $n$ に対し, ある $no\geq n$ で五。$=2$ であるものが存在するとき,
$W_{j}=\emptyset$ である.
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