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1 はじめに

本稿の内容は [11] に基づいている. 詳細についてはそちらを参照して
いただきたい.
以下, 多様体や多様体間の写像は $C^{\infty}$ 級であるものとする. $M$ を $n$ 次

元多様体とし, $f$ : $Marrow$ 躍を $c\infty$ 級写像とする. ただし $1\leq P\leq n$ と

する. このとき, $f$ の正則値 $y\in F$ に対して, その逆像 $f^{-1}(y)$ は, 空集
合でなければ $n-p$次元の多様体となる. これを $f$ の正則ファイバーと
呼ぶ. 一般にはこうした正則ファイバーとして様々な多様体が現れるが,
本稿では次の問題を考えてみる.

問題 1.1上のような $C^{\infty}$級写像 $f$ が「単純な」正則ファイバーしか持た
ないとき, 定義域多様体 $M$ の微分位相幾何学的な性質を調べよ.

このような問題を考える動機を説明しよう. $f$ : $Marrow$ 膨を $C^{\infty}$ 級写像
で, $n=\dim M>p\geq 1$ であり, $M$ は閉多様体であるとする.

定義 1.2上のような写像 $f$ が, 定値折り目特異点, すなわち, 局所座標
を用いて

$(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ ト$arrow(x_{1}, x_{2_{7}}\ldots, x_{p-1}, x_{p}^{2}+x_{p+1}^{2}+\cdots+x_{n}^{2})$

と $f$が局所的に書き表せるような点しか特異点に持たないとき, $f$ を $sp\triangleright$

cial generic map (以下 SGM と略記) という (詳細については $[1, 10]$

等を参照).
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図 1: $S^{n}$ 上の高さ関数は SGM の典型例

たとえば, $\mathbb{R}^{n+1}$ 内の単位球面 $S^{n}$ 上の 「高さ関数」

$f$ : $S^{n}arrow \mathbb{R}$, $f(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n+1})=x_{n+1}$

は典型的な SGM である (図 1参照).

定値折り目特異点はすべての $\backslash \grave{\grave{\grave{\nearrow}}}$エネリックな特異点の中で, ある意味
でもっとも単純なものである. したがって, 一般のジエネリックな可微
分写像の大域的な微分位相幾何学的性質を調べるための最初のステップ
として, 上記のような SGM を考えることは自然であろう.
定値折り目特異点の近くにある正則ファイバーを調べることにより,

SGM の正則ファイバーの各連結成分は $n-p$次元の標準的な球面に微分
同相であることがわかる. したがって, 上述のような研究を遂行するに
は, 正則ファイバーが球面の非交和になっているような可微分写像を調
べる必要がある.
高次元においては, 単に標準的な球面だけを扱うよりも, 次のような

対象を考えることの方が自然である.

定義 1.3 $m$ 次元閉多様体 $F$ が, 2つの $m$次元球体 $D^{m}$ を境界に沿って貼
り合わせてできる多様体と微分同相であるとき, すなわち $F\cong D^{m}U_{\theta}D^{m}$

となるとき, $F$ を almost sphere という (図 2参照).

標準的な球面はもちろん almost sphere であるが, その逆は必ずしも
正しくない. 実際 7次元以上では, ホモトピー球面と almost sphere の概
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境界に沿って貼り合わせる

図 2: $m$ 次元の almost sphere

念は一致する. ただし 6次元以下では, almost sphere は標準的な球面と
常に微分同相であることが知られている. (なお, すべての次元で almost
sphere は標準的な球面に同相ではある.)

本稿では, 各正則ファイバーが almost sphereの非交和となるような
Morse 関数 $f$ : $Marrow \mathbb{R}$ を考察する. 以下, そのような関数を almost
sphere fiber を持つMorse関数と呼ぶ. 念のため本稿における 「 $Morse$

関数」 という言葉の意味を書いておこう (Morse 関数の詳細については
$[7, 8]$ 等を参照).

定義 1.4 $C^{\infty}$ 級関数 $f:Marrow \mathbb{R}$のすべての臨界点が非退化であるとき,
$f$ を Morse 関数という. (異なる臨界点での値は必ずしも異なるとは限ら
ないことに注意して欲しい.)

なお, Morse の補題により, 各臨界点の近くでの関数 $f$ の振る舞いは,

非退化 2次形式のそれと同じである.

2 特徴付け定理
本節では, almost sphere fiber を持つ Morse 関数を許容する多様体の

微分同相類の特徴付け定理を紹介する.
以下 $M$ は $n$ 次元閉多様体であるとする.
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命題 2.1多様体 $M$ が almost sphere fiber を持つ Morse 関数を許容する
ためには, $M$ 上に, 臨界値が高々 3個の Morse 関数 $g:Marrow \mathbb{R}$ が存在す
ることが必要十分である.

証明. もし上のような $g$ があったとする. $g$ の最小値, 最大値をそれ
ぞれ $a,$

$b$ とし, それ以外の臨界値 (がもしあればそれ) を $c$ とおく. $a<$

$c<b$ である. すると Morse の補題等 (たとえば [8] を参照) から, 勝手
な $t\in(a, c)\cup(c, b)$ に対して $g^{-1}(t)$ は有限個の標準的な $n-1$ 次元球面の
和と微分同相となる. よって特に $g$ は almost sphere fiber を持つことに
なる.
逆に almost sphere fiber を持っMorse 関数 $f$ : $Marrow \mathbb{R}$があったとす

る. この Morse 関数に付随したハンドル分解を考えよう (たとえば [12]
を参照) :

$M=(h_{1}^{0}\cup\cdots\cup h_{r_{0}}^{0})\cup(h_{1}^{i_{1}}\cup\cdots\cup h_{r_{1}}^{i,}1)U\cdots U(h_{1}^{n}\cup\cdots U\hslash_{\Gamma\ell}^{n})$ .

ここで $h_{*}^{i}$ は $n$ 次元の $i$ ハンドルを表し, 各カッコ内のハンドルはちょう
ど一つの $f$ の臨界点に対応するものとする. (最初の $r_{0}$ 個の $0$ハンドルは

$f$ の最小値に対応し, 最後の $r\ell$個の $n$ハンドルは $f$ の最大値に対応する.
$\ell\geq 1$ である.) 必要ならこの分解をほんの少し (カッコの付け方だけ) 修
正することにより, 1番目から $\ell-1$ 番目の臨界点に対応するハンドルの
指数は $0$ でもなく $n$ でもないとして良い. (つまり, $0$ ハンドルは最初に,
$n$ ハンドルは最後に持ってくる.)

最小値を $0$番目として数えて $k$番目の臨界値まで ( $0\leq k\leq$ のに対応す
るハンドルの和集合を砥と書く : $M_{0}\subset M_{1}\subset\cdots\subset M_{\ell}=M$. 仮定か
ら $f$ の正則ファイバーは常に almost spheres の非交和であるので, $\partial M_{k}$

は $n-1$ 次元の almost spheres の非交和である. したがって, �M臨から
小さな $n-1$ 次元開球体を取り除くと, それは $n-1$ 次元球体と微分同相
となる. つまり, $\partial M_{k}(0\leq k\leq P-1)$ に貼り付けるハンドルの「のりし
ろ」 は, $\partial M_{k}$ 内の球体に含まれるとして良い. このことから, 指数が 1
と $n-1$ の間のハンドルはすべて交わらないようにスライドさせることが
できることがわかる.

こうして, $M$ は 「 $3$ 段階」 からなるハンドル分解を持つことがわかっ
た. すなわち, まず $0$ハンドルをいくつか用意し, それに指数が 1と $n-1$

の間にあるハンドルを同時に貼り付け, 最後にいくつかの $n$ハンドルを

貼り合せることにより $M$ が得られる. これに対応する $M$ 上の Morse 関
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図 3: $\partial D^{n}$ 内の 2つの球面

数を $g$ : $Marrow \mathbb{R}$ とすれば, これは臨界点を高々3個しか持たないMorse
関数となる. $\blacksquare$

次に命題 2.1の性質を満たすような多様体 $M$ の特徴づけ定理を述べよ
う. そのために以下の概念を導入する.

定義 2.2 $r,$ $n$ を自然数で $1\leq r\leq n/2$ を満たすものとする. $n$ 次元球体
$D^{n}$ の境界 $\partial D^{n}=S^{n-1}$ 内に埋め込まれた $n-r-1$ 次元球面で, その法
束が自明なものを $S_{2}$ とする. (この球面は, $S^{n-1}$ 内に標準的に埋め込ま
れたものと必ずしも isotopic である必要はない.) さらに, その法円板東
のファイバー $\triangle$ (次元は $(n-1)-$ ($n-r-1\rangle=r$ である) の境界 $\partial\Delta$ を
$S_{1}$ とする (図 3参照).

$D^{n}$ に, $S_{1}$ に沿って $r$ハンドルを, $S_{2}$ に沿って $n-r$ハンドルを同時に貼
り付けて得られる, コンパクトで境界を持った $n$次元多様体を $W$ と書く.
境界 $\partial W$ が $n-1$ 次元の almost sphere であるとき, $W$ を elementary
handlebody と呼ぶ.

$r=n/2$ のとき, $D^{n}$ に, いくつかの r.ハンドルを同時に貼り付けて得
られる, コンパクトで境界を持った $n$ 次元多様体を $W’$ と書く. 境界 $\partial M^{;^{r}}$

’

が $n-1$ 次元の almost sphere であるとき, $W’$ を pseudo elementary
handlebody と呼ぶ.

本稿の主定理は次である.
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定理 2.3 $n$ 次元閉多様体 $M$ が almost sphere fiber を持つ Morse 関数
$f$ : $Marrow \mathbb{R}$ を許容するためには, $M\backslash IntD^{n}$ が, 有限個の elementary
handlebodies ($n\equiv 0(mod 4)$ のときは, 有限個の elementary handlebod-
ies と有限個の pseudo elementary handlebodies) の境界連結和と微分同
相となることが必要十分である.

証明は, 命題 2.1の証明で登場したハンドル分解をうまい形に分解し
なおすことにより行う. 詳細は [11] を参照していただきたい.
主定理の系として次を示すことができる.

系 2.4連結な $n$ 次元閉多様体 $M(n=3,4,5\rangle$ が almost sphere fiber を持
つ Morse 関数を許容するためには, 以下の多様体のいずれかと微分同相
であることが必要十分である.

(i) $n=3$ :
$S^{3}$ , $(\#^{k}S^{1}\cross S^{2})\#(\#^{\ell}S^{1}xS^{2})\sim$.

(ここで, $S^{1}\cross-S^{2}$ は $S^{1}$ 上の non-orientable $S^{2}$ 束の全空間であり,
$k\geq 0,$ $l\geq 0,$ $k+l\geq 1$ である.)

(ii) $n=4:M_{1}\# M_{2}$ . ただし, $M_{1}$ は

$S^{4}$ または $(\#^{k}S^{1}\cross S^{3})\#(\#^{\ell}S^{1}\cross S^{3})\sim$ ,

$\Lambda f_{2}$ は $1$ つの $0$ハンドル, いくつかの 2ハンドル, 1つの 4 ハンドル

からなるハンドル分解を持つ, 単連結閉 4次元多様体である. (ここ

で, $S^{1}\overline{\cross}S^{3}$ は $S^{1}$ 上の non-orientable $S^{3}$ 束の全空間であり, $k\geq 0_{d}$.
$\ell\geq 0,$ $k+f\geq 1$ である.)

(iii) $n=5$ : $S^{5}$ または,

$S^{1}\cross S^{4},$ $S^{1}\overline{\cross}S^{4},$ $S^{2}\cross S^{3},$ $S^{2}\overline{\cross}S^{3}$

のコピー有限個の連結和. (ここで, $S^{1}\overline{\cross}S^{4}$ は $S^{q}$ 上の non-orientable
$S^{4}$ 束の全空間であり, $S^{2}\overline{\cross}S^{3}$ は $S^{2}$ 上の非自明な $S^{\theta}$ 束の全空間で
ある.)

系 2.5 $Af$ を連結な $n$ 次元閉多様体 $(n\geq 3)$ とし, $f$ : $Marrow \mathbb{R}$ を almost
sphere fiber を持つ Morse 関数とすると, 以下が成り立っ.

(i) $M$ の基本群は自由群である.

(ii) $M\backslash$ { $1$ 点} は球面のブーケとホモトピー同値である.
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3 $\cdot$ Special generic mapへの応用
もともと almost sphere fiber を持つ Morse 関数を研究する動機は SGM

の研究であった. 自然なことであるが, 我々の主結果の系として, SGM
を許容する多様体の特徴づけ定理 ([10] で得られている) の別証明を得る
ことができる.

系 3.1連結な $n$ 次元閉多様体 $(n\geq 2)$ が $\mathbb{R}^{2}$ への SGM を許容するため
には,

$\Sigma^{n}\#(\# iS^{1}\cross\Sigma_{i}^{n-1})\#(\#_{J}S^{1}\cross\Sigma_{j}^{n-1})\sim$

の形をした多様体と微分同相となることが必要十分である. ここで, $\Sigma^{n}$

は $n$ 次元の almost sphere を, $\Sigma_{*}^{n-1}$ は $n-1$ 次元の almost sphere を表し,
$S^{1}-\cross\Sigma_{j}^{n-1}$ は $S^{1}$ 上の non-orientable な $\Sigma_{j}^{n-1}$ 束の全空間を表す.

証明. まず, 上に挙げた多様体については, Cerf [2] の pseudo isotopy
theorem等を用いることによって平面への SGM を構成することができる.
詳細はここでは省略する ([10] を参照).

逆に, 連結な $n$ 次元閉多様体 $M$ 上に SGM $g$ : $Marrow \mathbb{R}^{2}$ があったとす
る. このとき, 直交射影 $\pi$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{R}$ を十分 $\sqrt[\backslash ]{}$エネリックに選ぶと, 合成

$f$ : $M \frac{9(}{r}\mathbb{R}^{2}arrow^{\pi}\mathbb{R}$

が Morse 関数となることがわかる (たとえば $[4|$参照). このとき $f$ の正

則値 $y$ に対して, $f^{-1}(y)=g^{-1}(\pi^{-1}(y))$ であるが, $\ell=\pi^{-1}(y)$ は平面内
の直線であり, しかも $g$ と横断的であることがわかる. よって $g^{-1}(p\rangle$ は

$n-1$ 次元閉多様体であり, しかも仮定より $g$ は SGM であるから,

$g|_{g}-1(\ell)$ : $g^{-1}(p)arrow p$

は Morse 関数でその臨界点の指数は $0$ または $n-1$ であることがわかる.
したがって, $g^{-1}(\ell)$ の各連結成分は almost sphere である. すなわち. $f$

は almost sphere fiber を持つ Morse 関数である.
さらに, $f$ の臨界点の指数を考えると, それは $0,1,$ $n-1,$ $n$ のいずれ

かであることもわかる. これと定理 2.3 (の証明) より, $M$ が系 3.1にあ
るような多様体に微分同相であることがわかる. $\blacksquare$
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4 3次元の場合
定義域多様体 $M$ が 3次元の場合, Morse 関数の正則ファイバーとして

現れるのは閉曲面であり, $M$ が向き付け可能なときは, 正則ファイバー

も向き付け可能な閉曲面となる. 特に正則ファイバーとして種数の低い
曲面しか現れない Morse 関数を考えてみよう.
球面しか現れない場合は定理 2.3及び系 2.4で既に調べた. トーラスが

現れる場合も考えると, 次のことを証明することができる.

定理 4.1 $M$ を連結で向き付け可能な閉 3次元多様体とする. このとき,

Morse 関数 $f$ : $Marrow \mathbb{R}$ で, 各正則ファイバーの各連結成分が球面かトー
ラスであるようなものが存在するためには, $M$ が以下に挙げる多様体の
いくつかのコピーの連結和と微分同相となることが必要十分である.

$S^{3},$ $S^{1}\cross S^{2},$ $L(p, q)$ .

ここで $L(p, q)(p\geq 2)$ は $(p, q)$ 型のレンズ空間を表す.

証明は, 標準的な 3次元多様体論を用いて行う. 詳細は [11] を参照.

定理 4.1は, 3次元多様体上の Morse 関数の正則ファイバーと, 3次元

多様体のいわゆる Heegaard分解 (あるいは Heegaard genus) が深い関係
にあることを示唆している.

5 多様体の不変量
この節では, 多様体上の可微分関数に関連して定義される多様体の微

分同相不変量と, 関連したホモトピー不変量について述べる.

定義 5.1 $M$ を $n$ 次元閉多様体とする.
(1) $M$ 上の Morse 関数の臨界値の個数の最小値を $\mu(M)$ と書く.

(2) $Af$ 上の可微分関数の臨界点の個数の最小値を Crit $(M)$ と書く.

もちろん Crit $(M)$ も $\mu(M)$ も多様体 $M$ の微分同相不変量である. なお,

歴史的には Crit $(M)$ の方が古くから定義され, 研究されてきているよう
である (たとえば [6] を参照).
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定義 5.2以下 $X$ を位相空間とする.
(1) $X$ 内の開集合 $U$ が categorical であるとは, 包含写像 $Uarrow X$ が

null homotopic であるときを言う.

(2) $X$ を覆う categorical な開集合の個数の最小値から 1を引いた数を
cat(X) と書き, $X$ の Lusternik-Schnirelmann category と呼ぶ [6].
(もしそのような開集合族が存在しなければ, cat $(X)=\infty$ と定める.)

(3)1点から出発して, それに「錐 $i$ (どんな空間の上の錐でも構わない)

を添付していって $X$ とホモトピー同値な空間を作るために必要な「錐」
の個数の最小値を C1(X) と書き, $X$ の cone length と呼ぶ.

(4) 1点から出発して, それに球面のブーケ上の 「錐」 を添付していっ
て $X$ とホモトピー同値な空間を作るために必要な 「錐」 の個数の最小値
を Cls(X) と書き, $X$ の spherical cone length と呼ぶ.

上述の cat(X), C1(X), $C1_{S}(X)$ はすべて $X$ のホモトピー不変量である
(詳しくは [3, 5] 等を参照).

たとえば, 球面 $S^{n}$ 上には臨界点の個数が丁度 2個である Morse 関数が
存在し, また $S^{n}$ は, $n$ 次元胞体 ($n-1$ 次元球面上の錐) を 1点に添付
することにより得られるので,

$\mu(S^{n})=Crit(S^{n})=2$ ,

cat $(S^{n})=C1(S^{n})=C1_{S}(S^{n})=1$

となることが容易に分かる.
上で定義した不変量の間には一般に次の不等式が成り立つことが知ら

れている.

命題 5.3 $n$ 次元閉多様体 $M(n\geq 1)$ に対して, 以下が常に成り立っ.

$2 \leq cat(M)+1\leq C1(M)+1\leq\min\{C1_{S}(M)+1, Crit(M)\}$

$\leq\max\{C1_{S}(M)+1, Crit(M)\}\leq\mu(M)\leq n+1$ .

\S 2等の結果より, 次がわかる.

命題 5.4 $n$ 次元閉多様体 $M(n\geq 1)$ に対して, 以下が成り立っ.
(1) $\mu(M)=2$ となるためには, $M$ が almost sphere となることが必要

十分である.
(2) $\mu(M)\leq 3$ となるためには, $M$上に aImost sphere fiber を持つMorse

関数が存在することが必要十分である.
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上のことから, 各 $k\geq 2$ に対して, $\mu(M)\leq k+1$ となるためには,

Morse 関数 $f$ : $Marrow \mathbb{R}$ で, 各正則値 $y\in f(M)$ に対して $\mu$ ( $f^{-1}$ (穿)) $\leq k$

となるものが存在することが必要十分であることが予想される. 上の命
題はこのことが $k=2$ のときに正しいことを主張している.

注意 5.5 $f$ : $Marrow \mathbb{R}$ を閉多様体 $M$ 上の Morse 関数とする. [9, Theo-
rem 1.1] をうまく適用することにより, もし各正則値 $y\in f(M)$ に対して
$\mu(f^{-1}(y))\leq k$が成り立てば, cat $(M)\leq 2k+1$ となることは証明できる.

さて, 命題 5.3より, Crit $(M)$ と $C1_{S}(M)+1$ の比較が問題となるが,

次を具体的構成により示すことができる.

命題 5.6勝手な正の整数 $k$ に対して, ある閉多様体 $M_{k}$ (その次元は $k$

に依存する) が存在して,

$(C1_{S}(M_{k})+1)-Crit(M_{k})\geq k$

となる. 特に, 差
$\mu$ –Crit

はいくらでも大きくなり得る.

上のことは, 必ずしも Morse 関数とは限らない関数を考えると, 臨界
点や臨界値の個数を大幅に節約できることを示している.
最後に問題として次を挙げておく. この問題は難しく, もし解ければ

3, 4次元におけるボアンカレ予想が解けることになる.

問題 5.7 Crit $(M)$ や $\mu(M)$ は多様体 $M$ のホモトピー不変量か ?
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