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1 交通流とモデル化

交通流研究の対象は, いわゆるニュートン力学に従うような粒子と異なり, 自らの意思

を持って運動を律する個体である. この点において古典力学を基礎とする既存の力学体

系 (流体力学, 平衡統計力学) とは別の取り組みが必要となる. また, このような粒子が

多数集まって初めて発現する集団現象は単体からは想像もつかないほどの多様性を持つ

[1, 2, 3, 4].

基礎となる力学 (古典あるいは量子) から出発し, 等重率の原理から統計力学に至る道

筋とは別に確率的動力学から出発し統計力学に至る方法がある. これは非平衡統計力学で

主に用いられる手法で交通流などの自己駆動粒子系に対しても容易に適用される. 特に,

セルオートマトンによるモデル化は, 微分方程式による従来のモデル化よりも, シミュ

レーションの観点のみならず排除体積などの独特の性質を取り入れるという点でモデル化
に適している. 本研究では, 非対称単純排他過程 (ASEP) と呼ばれる単純ではあるが交

通流の特徴を端的に捉えたモデルについて, その厳密解を与える. [5]

2 非対称単純排他過程とゼロ距離過程

一次元の交通流をセル・オートマトンによりモデル化するに際し, 一次元格子上を粒子

が一定の方向へ運動するものとする. このとき各サイトには高々一つの粒子が入ることが

可能であるとする. (一般にこのようなモデルを排他過程という.) 以降, 格子には周期境

界条件を課すものとする. 各粒子は衝突と追越が禁止され, また各離散ステップ毎に同時

に運動する. (この条件をパラレル・アップデートという. ) ここでは, それらの基本的な

モデルとなる非対称単純排他過程 (ASEP) とゼロ距離過程 (ZRP) を導入し, 前者が後者

数理解析研究所講究録
第 1541巻 2007年 139-149 139



の特別な場合であることを見る.

2.1 ASEP

ASEP を以下のように定義する. 粒子が運動する際, 各粒子は一定の確率 $P$ を以って次

のサイトに移動する. このとき, もし移動しようとするサイトが他の粒子によって占有さ

れているならばこの移動は無効となる (図 1).

Vehicle:

$\bullet\overline{1}--\bigcap_{-}^{p}\bullet\overline{2}\bigcap_{-}^{p}\bullet\overline{3}-\bigcap_{-}^{p}\bullet\overline{4}\bullet\overline{5}\bigcap_{-}^{p}\bullet\overline{6}\bullet\overline{7\cdot}$

図 1 各粒子は格子上を左に向かって進む. 各時刻, 粒子は一定の確率 $p$ ですぐ隣

のサイトに移る. ただし, 隣のサイ,}‘が既に粒子によって占められている場合は移

動できない.

2.2 ZRP

ZRP は以下のように定義される. ASEP と同じく一次元格子上でサイト間を移動する

粒子系により記述される. ZRP の場合, ASEP と異なり各サイトに複数の粒子が入るこ

とが可能となる. そして, 各粒子の移動確率は, その粒子の移動前のサイトに入っている

粒子数の関数として与えられる. ZRP は排他過程への対応付けが可能であって, それは

ZRP のサイトを排他過程の粒子に対応させ, さらに ZRP の粒子を排他過程での粒子間

の空きサイトに対応させることにより実現される (図 2). ここで, 両モデルの粒子の移

動確率は (進行方向は逆転するが) そのまま対応し, 特に一定値に取った場合に ZRP は

ASEP と同等になる. 以降, ASEP も ZRP の表示で考えることにする. すなわち, 粒子

及びサイトといった場合は ZRP のものを指すものとする.

ZRP の最も著しい特徴は, 非平衡定常状態が積の形に書けることである. (非平衡定常

状態については次章を参照.)すなわち, 非平衡定常状態において粒子の配置 $\{n_{1}, \ldots, n_{M}\}$
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の実現する確率 $P^{*}(\{n_{m}\})$ がある因子 $f(n)$ によって

(2.1) $P^{*}( \{n_{m}\})=Z_{M,N}^{-1}\prod_{m=1}^{M}f(n_{m})$

という形に表わされる. ただし, $N$ は粒子数, $M$ はサイト数であり, $i$ 番目のサイトを

占める粒子の数を $n_{i}$ と書き, 各サイトに $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots$ , $n_{M}$ 個の粒子が配分された状態を

$\{n_{1}, n_{2}, \ldots, n_{M}\}$ と表わした. ここで, $Z_{M,N}$ は規格化定数であり, 平衡統計力学での分

配関数に当たる役割を果たす. そこで, これを分配関数と呼ぶことにすると, (2.1) から

$Z_{M,N}$ は

(2.2) $Z_{M,N}= \sum_{\{n_{m}\}}\prod_{m=1}^{M}f(n_{m})\delta(\sum_{m=1}^{M}n_{m}-N)$

と書かれることが分かる. $\delta$ はデルタ関数である. 次章でこの因子 $f(n)$ が粒子の移動確

率 $u(n)$ により

(2.3) $f(n)=f(0)( \frac{f(1)}{f(0)})^{n}\frac{u(1)^{n}}{1-u(n)}\prod_{j=1}^{n}\frac{1-u(j)}{u(j)}$

で与えられることをみる.

3 マスター方程式と非平衡定常状態

ZRP や ASEP のような確率過程はマルコフ過程に属する. すなわち, 時刻 $t$ に系があ

る状態 $\{n_{n\iota}\}$ を取る確率 $P(\{n_{m}\}, t)$ はその直前の時刻の確率分布のみによって決まる.

ただし, $n_{m}$ はサイト $m$ に入っている粒子数を示す. 今のモデルでは離散時間で考えてい

るので, 確率分布の時間発展を定めるマスター方程式は
(3.1)

$P(\{n_{m}\})t+1)-P(\{n_{m}\},t)$

$= \sum_{\{n_{m}’\}\neq\{n_{m}\}}[T(\{n_{m}\}|\{n_{m}’\})P(\{n_{m}’\}, t)-T(\{n_{m}’\}|\{n_{m}\})P(\{n_{m}\},t)]$

により与えられる. ここで, $T(\{n_{m}\}|\{n_{m}’\})$ は状態 $\{n_{m}’\}$ から $\{n_{m}\}$ への遷移確率を表
わす. さらに, この遷移確率を, あるサイト $m$ を $n_{m}$ 個の粒子が占めている場合にそこ
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$(a)$ $u(3)$

$o^{O_{\bigcap_{O^{\cap}}}^{u(1)_{u(2)}}}$
$u(1)$

Site:
$\overline{1}\frac{OO}{2}\frac{O}{3}\frac{O}{4}\overline{5}\frac{O}{6}n_{\overline{7}}$

$(b)$ $u(3)$ $u(1)$ $u(2)$ $u(1)$

Vehicle:
$\bullet\overline{1}--\bigcap_{-}\bullet\overline{2}\bigcap_{-}\bullet\overline{3}-\bigcap_{-}\bullet\overline{4}\bullet\overline{5}\bigcap_{-}\bullet\overline{6}\bullet\overline{7\cdot}$

図 2 (a)ZRP を表わす. ZRP では, 各サイトに複数の粒子が入ることが可能であ
る. 粒子はすぐ隣のサイトに, 元のサイトにある粒子数に依存した確率で移動する.

(b)ZRP に対応する排他過程. ZRP は車間距離に依存した移動確率を持つ排他過程
に読み替えることが出来る. ここで, 確率を定数に取れば ASEP に一致する.

から $\nu_{m}$ 個の粒子が出て行く確率 $\phi(\nu_{m}|n_{m})$ により表わすと

(3.2) $T( \{n_{m}\}|\{n_{m}’\})=\sum_{\nu_{1}=0}^{n_{1}}$ . .. $\sum_{\nu_{M}=0}^{n_{M}}[\prod_{m=1}^{M}\phi(\nu_{m}|n_{m}’)\prod_{k=1}^{M}\delta(\Delta n_{k})]$

となる. ただし, $\delta$ はデルタ関数で $\Delta n_{k}=n_{k}-n_{k}’+\nu_{k}-\nu_{k-1}$ はサイト $k$ の粒子の増

加量を示す. 各サイトは同等であるから $\phi(\nu_{m}|n_{m})$ はサイト番号に依らない.

非平衡系の定常状態は, その実現確率が $P(\{n_{m}\},t+1)=P(\{n_{m}\}, t)$ という条件を

満たすマスター方程式の解として定義される. この解を $P^{*}(\{n_{m}\})$ と書くことにすると,

ZRP に対して, $P^{*}(\{n_{m}\})$ が (2.1) の積の形で与えられるために $\phi(\nu|n)$ が

(3.3) $\phi(\nu|n)=\frac{v(\nu)w(n-\nu)}{[v*w](n)}$

という形になることが必要十分条件である. ただし, $v$ および $w$ は粒子数の関数で..

$[v*w](n)= \sum_{\nu=0}^{n}v(\nu)w(n-\nu)$ はこれらの関数の畳み込みを表す. このとき, 分配関数

を与える因子 $f(n)$ は

(3.4) $f(n)=[v*w](n)$

となる. このことは Evans らによって 2004年に示された [6].
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さらに, 各関数 $v,$ $w$ を具体的に与えなくても $f(n)$ は $\phi(\nu|n)$ により得られる. このた

めに,

(3.5) $\frac{\phi(\nu+1|n+2)\phi(\nu|n)}{\phi(\nu+1|n+1)\phi(\nu|n+1)}=:R(n)$

とすると, この $R(n)$ は (3.4) により

(3.6) $R(n)= \frac{f(n+1)^{2}}{f(n+2)f(n)}$

とも計算される. この漸化式は $f(n)$ について簡単に解くことができて

(3.7) $f(n)=f(0)( \frac{f(1)}{f(0)})^{n}\prod_{j=0}^{n-2}[\prod_{k=0}^{j}\frac{1}{R(k)}]$ $(n\geq 2)$

となる. よって $R(n)$ が与えられれば良いことになるが, ZRP の場合は $\phi(0|n)=1-$

$u(n),$ $\phi(1|n)=u(n),$ $\phi(k|n)=0(k>1)$ であるから,

(38) $R(n)= \frac{u(n+2)(1-u(n))}{u(n+1)(1-u(n+1))}$

となる. 以上から (2.3) を得る [7].

4 ASEP の厳密解

既に述べたように ASEP は ZRP の特別な場合に相当する. 一方で, ZRP の非平衡定

常状態は形式的ではあるが厳密な表示を持つ. そこで, ASEP に対応する ZRP の分配関

数を計算することにより ASEP の分配関数を求める.

4.1 ZRP の分配関数

まず, ZRP の場合について計算を進める. ここでは [8] に従って, 因子 $f(n)$ を

(4.1) $f(n)=\{\begin{array}{ll}1-u(1) (n=0)\frac{1-u(1)}{1-u(n)}\prod_{j=1}^{n}\frac{1-u(j)}{u(j)} (n\geq 1)\end{array}$

とする. ( $(2.1)$ より $f(n)$ は $c$ を定数として $c^{n}$ 倍の不定性があるので, (2.3) において

$u(1)f(1)/f(0)=1$ として良い. また, $f(O)$ は任意に取ってよいがここでは便宜上 $1-p$

としている.)
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ここで, $u(n)$ は前述の通り $n$ 個の粒子が入ったサイトから一つの粒子が隣のサイトに

移動する確率を与え, 特に $u(O)=0$ である. まず, (4.1) から次の漸化式を得る :

(4.2) $u(n+1)f(n+1)=f(n)-u(n)f(n)$ .

この式は後に有用となる. 非平衡定常状態における確率分布は (2.1) により与えられる.

ここで, 定常状態においてあるサイトに $n$ 個の粒子が入っている確率 $p(n)$ は, $f(n)$ とは

異なるということに注意すべきである. 実際, この確率は (2.1) から

(4.3) $p(n)= \sum_{n_{2}+n_{3}+\cdots+n_{M}=N-n}P(\{n, n_{2}, \ldots, n_{M}\})=f(n)\frac{Z_{M-1,N-n}}{Z_{M,N}}$

により得られる. そして, $p(n)$ の $n$ についての総和は定義により 1だから我々は分配関

数 $Z_{M,N}$ に対して次の漸化式を得る :

(4.4) $Z_{M,N}= \sum_{n=0}^{N}f(n)Z_{M-1,N-n}$ ,

(4.5) $Z_{1,k}=f(k)$ $(k\geq 1)$ .

この漸化式により原理的には有限のシステムサイズ $M,$ $N$ に対して, 分配関数を計算す

ることが出来る.

次に, 因子 $f(n)$ および分配関数 $Z_{M,N}$ の母函数 $f(\zeta)\wedge$ $:= \sum_{n=0}^{\infty}f(n)\zeta^{n},\hat{Z}_{M}(\zeta)$ $:=$

$\sum_{n=0}^{\infty}Z_{M,n}\zeta^{n}$ を考え, 漸化式 (4.4) をこれらを用いて書き直すと

(46) $\hat{Z}_{M}(\zeta)=f(\zeta)\hat{Z}_{M-1}(\zeta)\wedge$

を得る. ここで, (4.4) が二つの添字 $M,$ $N$ に対する二重漸化式になっているのに対して,

(4.6) は一つの添字 $M$ のみの漸化式になっている. よって, (4.6) から

(4.7) $\hat{Z}_{M}(\zeta)=(f\wedge(\zeta))^{M}$

を得る.

42 平均速度

ここで, ASEP の計算に入る前に交通流モデルの基本的な観測量である平均速度に対す

る表式を与えておく.
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平均速度 $v_{M,N}$ は

(4.8) $v_{M,N}= \sum_{n=0}^{N}u(n)p(n)=\sum_{n=0}^{N}u(n)f(n)\frac{Z_{M-1,N-n}}{Z_{M,N}}$

により分配関数から計算される. $u(n)$ に対する漸化式 (4.2) および (4.8) から

(4.9) $v_{M,N+1}Z_{M,N+1}=Z_{M,N}-v_{M,N}Z_{M,N}$

を得る. (ここで, (4.2) との類似性が興味深いものである. ) (4.9) を $N$ に関して解くこ

とにより, 平均速度に対する表式

(4.10) $v_{M,N}=- \frac{\sum_{n=0}^{N-1}.(-1)^{n}Z_{M,n}}{(-1)^{N}Z_{M,N}}$

を得る.

4.3 ASEP の分配関数及び平均速度

ここから, ASEP の計算に入るために

(4.11) $u(0).=0$ , $u(n)=p$ $(0<p<1, n\geq 1)$

とする. これによって ZRP が ASEP に対応することは先に述べたとおりである. (4.1)

および (4.7) から分配関数の母函数は

$(4\cdot.12)$ $\hat{Z}_{M}(\zeta)=(\gamma+\sum_{n=1}^{\infty}\beta^{n}\zeta^{n})^{M}=\sum_{k=0}^{M}(\begin{array}{l}Mk\end{array})\gamma^{M-k}(\frac{\beta\zeta}{1-\beta.\zeta})^{k}$

となる. ただし, 便宜上 $\gamma$ $:=1-p,$ $\beta$ $:=(1-p)/p$ と置いた. ここで, 無限級数に対す

るオイラー変換 [9]

(4.13) $\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}z^{k}=\frac{1}{1+z}\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{z}{1+z})^{n}b_{n}$

(4.14) $b_{n}$ $:= \sum_{r=0}^{n}(\begin{array}{l}nr\end{array})a_{r}$

を用いると, (4.12) は以下のように変形できる :

(4.15) $\hat{Z}_{M}(\zeta)=(1-\beta\zeta)\sum_{n=0}^{\infty}b_{n}(\beta\zeta)^{n}=b_{0}+\sum_{n=1}^{\infty}(b_{n}-b_{n-1})(\beta\zeta)^{n}$
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ただし,

(4.16) $b_{n}= \sum_{r=0}^{n}(\begin{array}{l}nr\end{array})$
$(\begin{array}{l}Mr\end{array})\gamma^{M}$ -

である. ここでさらに右辺の係数に対して計算を進めると
(4.17)

$b_{n}-b_{n-1_{\backslash }}= (\begin{array}{l}Mn\end{array})\gamma^{M-n}+\sum_{r=0}^{n-1}[(\begin{array}{l}nr\end{array})-(\begin{array}{ll}n -1 r\end{array})] (\begin{array}{l}Mr\end{array})\gamma^{M-r}=\sum_{r=1}^{n}(\begin{array}{ll}n -1r -l\end{array}) (\begin{array}{l}Mr\end{array})\gamma^{M-r}$

となる. また, $b_{0}=\gamma^{M}$ である. 従って, 分配関数 $Z_{M,N}$ の母函数は

(4.18) $\backslash \hat{Z}_{M}(\zeta)=\gamma^{M}+\sum_{n=1}^{\infty}[\sum_{r=1}^{n}(\begin{array}{ll}n -1r -1\end{array}) (\begin{array}{l}Mr\end{array})\gamma^{M-r}\beta^{n}]\zeta^{n}$

となる. 以上から分配関数は

$Z_{M,N}= \beta^{N}\sum_{r=1}^{N}(\begin{array}{ll}N -1r -1\end{array}) (\begin{array}{l}Mr\end{array})\gamma^{M-r}$

(4.19)
$= \beta^{N}\gamma^{M-1}M\sum^{N-1}\frac{(1-N)_{k}(1-M)_{k}}{(2)_{k}(1)_{k}}\gamma^{-k}$

$k=0$

$=\beta^{N}\gamma^{M-1}MF(1-N, 1-M_{1}2;\gamma^{-1})$

と得られる. ただし, $(a)_{n}=a(a+1)\cdots(a+n-1)$ は Pochhammer の記号で, また,

$F(\alpha, \beta;\gamma;z)$ はガウスの超幾何級数 $2F_{1}(\alpha, \beta, \gamma;z)$ である.

平均速度を計算するために (4.10) の分子を先に計算しておく. これはパラメータに関
$i$

するガウスの漸化式

(4.20) $\gamma[F(\alpha, \beta+1;\gamma;z)-F(\alpha, \beta;\gamma;z)]=\alpha zF(\alpha+1,\beta+1;\gamma+1;z)$

を用いて
(4.21)

.

$\sum_{n=0}^{N-1}(-1)^{n}Z_{M}(n)=\gamma^{M}+\frac{(-p)^{M}M}{\gamma}\sum_{n=1}^{N-1}\frac{\gamma}{M}[F(M, n+1;1;\frac{1}{\gamma})-F(M, n;1;\frac{1}{\gamma})]$

$=(-p)^{M}F(M, N;1; \frac{1}{1-p})$

となる. よって, 平均速度は (4.10) から

(4.22) $v_{M,N}= \frac{(p-1)F(M,N;1;1/(1-p))}{MF(M+1,N+1;2;1/(1-.p))}$
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により与えられる. また, ASEP と見た場合の粒子密度が $M/(M+N)$ であることに注

意すると, 流量 $Q_{M,N}$ は

(4.23) $Q_{M,N}= \frac{M}{M+N}v_{M,N}=\frac{(p-1)F(M,N;1;1/(1-.p))}{(M+N)F(M+1,N+1;2;1/(1-p))}$

と表わされる.

5 熱力学極限

統計力学の観点から, 一般のパラメータ $(M,N)$ に対する表式を熱力学極限

(5.1) $M,$ $Narrow\infty$ ($\rho:=M/(M+N)$ は有限)

で展開することが望まれる. まず, $v_{M,N}$ の表式を対数微分に書き直す:

(52) $v_{M,N}= \frac{z-1}{M}\frac{d}{dz}\log(z(1-z)^{M+N}F(M+12N+1;z))$ .

ただし, $z=p/(1-p)$ とした. 対数の引数にある関数に対する Riemann 図式侭
(5.3)

$z(1-z)^{M+N}P\{\begin{array}{llll}0 l \infty 0 0 M+1 z-1 -M-N N+1 \end{array}\}=P\{\begin{array}{llll}0 1 \infty 1 M+N -N z0 0 -M \end{array}\}$

であるから, 対応する Fuchs 型微分方程式は

(5.4) $\frac{d^{2}w}{dz^{2}}+\frac{1-M-N}{z-1}\frac{dw}{dz}+\frac{MN}{z(z-1)}w=0$

従って, 平均速度 $v_{M,N}$ は Riccati 方程式

(5.5) $\frac{p(p-1)}{M}\frac{d}{dp}v_{M,N}=v_{M,N}^{2}-(1+\frac{N}{M})v_{M,N}+\frac{Np}{M}$ .

を満足する. よって, $L=M+N$ で展開した

(5.6) $v_{M,N}=v_{0}+v_{1}L^{-1}+v_{2}L^{-2}+,$ . .

を代入することにより各項の係数を比べて,

$v_{0}^{2}- \frac{1}{\rho}v_{0}+\frac{p(1-\rho)}{\rho}=0$ ,

(5.7).
$p(p-1) \frac{d}{dp}v_{j-1}=.\sum_{k+l-j}\rho v_{k}v_{l}-v_{j}$

$(j\geq 1)$ .
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を得る. これを低次から順に解くことにより $v_{M,N}$ のシステムサイズ $L$ による展開

$v_{M,N}= \frac{1-\sqrt{1-4p\rho(1-\rho)}}{2\rho}+\frac{(1-\rho)p(1-p)}{1-4p\rho(1-\rho)}L^{-1}$

(58)
$+\ovalbox{\tt\small REJECT}(1-\rho)p(1-p)[1-2p+p(3p+1)\rho(1-\rho)]_{L^{-2}}[1-4p\rho(1-\rho)]^{5/2}$

$+\cdots$

を得る. 特に

(5.9) $\lim_{Larrow\infty}v_{M,\dot{N}}=\frac{1-\sqrt{1-4p\rho(1-\rho)}}{2\rho}$

である.

6 まとめと考察

本研究では ZRP と ASEP の対応関係に着目し, ZRP の分配関数に対する漸化式を利

用することにより ASEP の分配関数を, 任意のシステムサイズについて与えた. さらに,

この分配関数がガウスの超幾何関数で表わされていることから, 超幾何関数の公式を利用

して平均速度および流量を算出した.

さらに, 格子のサイズによる展開式を求めた. 分配関数が超幾何関数で表わされたこと

により, その熱力学極限での展開 (それは必然的に漸近展開になる) が「特異摂動の代数

解析」に結びっいた. すなわち, 超幾何微分方程式のWKB 解が求めるものであり, 自然

に Riccati 方程式を得た. 特に, Schr\"odinger 方程式の WKB 解と分配関数の熱力学極限

の対応が興味深い. (多くの場合, 統計力学に現れる分配関数は超幾何微分方程式の解に

なると思われる. ) [10]
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