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1 はじめに

本稿では, 3次非線形項を持つ標準的な非線形 $S(hr()(1ing_{e}.r$方程式

$iA_{t}-\alpha A_{xx,}-\beta|A|^{2}A=t)$ , (1)

$A=A(x, t),$ $\alpha,$ $\beta>0$ , $-\infty<x<\infty$ , $()$ $\leq t$

に高次摂動項が付加された

$iA_{\iota}-\alpha A_{J:x}-\beta|A|^{2}A=\tau|A|^{n}A$ , (2)
$n\in N\cup\{0\},$ $\tau>0$ ; sufficiently small

を扱う. ここで, $\tau>0$ としても一般性を失わないことは式の構造から容易に分
かる.

筆者らは, 弾性板の 2次元振動や水波の擬似双色波のコンテクストの中で
非線形 $Schri$)($1i_{1l}g_{(}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \iota$

.方程式を導出し, その解の形状や挙動について論じてきた [5]
[6][7][8]. しかし, その導出された方程式は高次非線形項が複雑に入り組んだも
のとなっており, 何らかの近似を使って解析対象とせざるを得ないのが現状であ
る. 過去には光ソリトンの高次方程式を Lie変換を通して非線形 $Sc^{\backslash }hr()(1inger$方
程式の固有値問題にして逆散乱法で解いた研究 $[2][\backslash 3]$ などもあるが, この場合も
方程式の摂動項はかなり複雑である。現象論的には, 個々の問題について特有な
摂動項を持った方程式を扱えば良いが, こうすると方程式自体が持つ問題が見え
にくくなり, もっと根本的な問題を浮き彫りにしたいという要求が筆者らのモチ
ベーションになっている.

(1) 式が包絡ソリトン解 (以下, ソリトン解) を持つことは良く知られてい
るが, (2) 式の高次摂動項がソリトン解の構造にどのように影響を与えるかを本
稿において解析する. なお, 本稿で扱う方程式 (2) の由来については文献 [7] を
参照のこと.
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2 既知の結果

(1) 式において, 解 $A(x, t)$ を

$A(x, t)=\pm a(x)e^{-i\delta t}$ , (3)

$a(x)> tI,1in1a(x)xarrow\pm\infty=\lim_{xarrow\pm\infty}a’(x)=()$

と置くと単一ソリトン解 :

$a(x)= \sqrt{\frac{2}{\beta}}\delta se,e\cdot h(\frac{\delta}{\sqrt{\alpha}}(x-x_{0}))$ (4)

が得られる. なお, 解 (3) は初期値に対する一意性があることも分かっている.
次輩への展開のために相図を用いて説明すると以下のようになる.

図 1: (6) 式の相図

まず, (3) 式を (1) 式に代入すると

$\delta^{2}a-\alpha a_{xx}$. $-\beta a^{d}=0$
’

(5)

が得られる. これを次のシステム $s_{0}$ で表す.

亀: $\{\begin{array}{l}a_{iP,}=bb_{x}=\frac{\delta^{2}}{\alpha}a-\frac{\beta}{\alpha}a^{3}\end{array}$ (6)
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システム $S_{0}$ は, ダブルウエル・ポテンシャル $V(a)= \frac{\beta}{4\alpha}a^{4}-\frac{\delta^{2}}{2\alpha}a^{2}$ を持ち相図
が図 1のようになることが簡単な計算でわかる. 鞍点 $(a, b)=(0, ())$ から出て渦

心点 $(\delta/ffi, ())$ を周回して同じ鞍点に戻ってくる経路 1と同鞍点から出て渦心点
$(-\delta/\sqrt{\beta}, ())$ を周回する経路 2がホモクリニックオービットになり, これらがそ
れぞれソリトン解 (4) 式を表している.

3 $\mathcal{T}^{}perturbat\ddagger on$の十分条件

$T- p_{C,rtJ\iota rf)ati}()n$ の十分条件である定理を述べる前に補題を述べその証明をす
る.
補題 $t$ について一様に $\lim_{xarrow\pm\infty}A(x, t)=1ig1_{rarrow\pm\infty^{\frac{dA(x.,\iota)}{\partial x}=}}()$ が成立するとき,

(2) 式の解は (3) 式で一意性が保証される.
証明

$\lim_{x,arrow\pm\infty}B(x, t)=\lim_{xarrow\pm\infty}\frac{\partial B(x,t)}{\partial x}=0$ (7)

を仮定し,
$W(x, t)=A(x, t)-B(x, t)$ (8)

と置く. $A$ と $B$ を (2) 式に代入して引算すると

$iW_{l}-\alpha W_{xx}$. $-\beta(|A|^{2}A-|B|^{2}B)=\tau(|A|^{n}A-|B|^{n}B)$ (9)

となる. この式に $W^{*}$ を掛けた式とさらにその式に複素共役をとった式は

$iW_{t}W^{*}-\alpha W_{xx}W^{*}-\beta(|A|^{2}A-|B|^{2}B)W^{*}=\tau(|A|^{\gamma 1}A-|B|^{n}B)W^{*}$, (10)
$-iW_{t}^{*}W-\alpha W_{xx}^{*}W-\beta(|A|^{2}A^{r}-|B|^{2}B^{*})W=\tau(|A|^{n}A^{*}-|B|^{r1}B^{*})W$ (11)

となる. (10) 式から (11) 式を引き $(-\infty, \infty)$ の範囲で $x$ に関して積分すると以下
のようになる.

$2 \Re\int_{-\infty}^{\infty}W_{t}W^{*}dx=2\alpha\Im.\int_{-\infty}^{\infty}W_{x,:r}W^{*}dx+2\beta\Im/$

一

$\infty\infty((|A|^{2}A-|B|^{2}B)W^{*})dx$

$+2 \tau\Im.\int_{-\infty}^{\infty}((|A|^{n}A-|B|^{n}B)W^{*})dx$

(12)

ここで右辺第 2項の積分核について次の不等式が成立する.

$|(|A|^{2}A-|B|^{2}B)W^{*}|=|\{A(|A|^{2}-|B|^{2})+|B|^{2}W\}W^{*}|$

$=|A(|A|^{2}-|B|^{2})W^{*}+|B|^{2}WW^{*}|$

$\leq c_{1}|W|^{2}$ , for }$;(It1e$ constants $c_{1}$ . (13)
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同様にして, 第 3項の積分核についても

$|(|A|^{n}A-|B|^{n}B)W^{*}|\leq c_{2}|W|^{2}$ , for soule constants $c_{2}$ . (14)

が成立する. (13) 式と (14) 式を用いて (12) 式は, $\alpha,$ $\beta>0$ および $A$ と $B$ の仮定
より

$\frac{d}{dt}\int_{-\infty}^{\infty}|W|^{2}dx\leq 2\alpha\Im\{-.\int_{-\infty}^{\infty}|\text{圃^{}2}dx\}+2\beta c_{1}.\prime_{-\infty}^{\infty}|W|^{2}dx+2\tau c_{2}\int_{-\infty}^{\infty}|W|^{2}dx$

$\leq M.\prime_{-\infty}^{\infty}|W|^{2}dx$ , for some $t$-independent congtants M. (15)

が得られる. ここで, $E(t)=/-\infty\infty|W(x, t)|^{2}dx$ として [4] を用いれば.

$E(t)>(),$ $\frac{d}{dt}E(t)\leq CE(t)\Rightarrow E(t)\leq B(0)e^{Cl}$ (16)

が言えるので, $W(x, 0)=0$ のとき $W(x, t)=0$ となる. すなわち, $B(x, t)=$

$A(x, t)$ となり, 解の一意性が証明された. $\blacksquare$

定理 (2) 式において, 単一ソリトン解が保存される $\tau$-perturbation O)十分条件は

次の通りである.

4 定理の証明

(3) 式を (2) 式に代入すると

$\delta^{2}a-\alpha a_{xx}-\beta a^{3}=\tau a^{n+1}$ (17)

となり, これを次のように書き直す.

$S_{\tau}$ $:=\{\begin{array}{l}a_{r,}=bb_{x}=\frac{\delta^{2}}{\alpha}a-\frac{\beta}{\alpha}a^{3}-\frac{\tau}{\alpha}a^{r\iota+1}\end{array}$ (18)

174



システム $S_{\tau}$ をシステム So の $\tau-pcrt_{11}rt$) $ati_{oI1}$ と呼ぶ. $\tau-\iota$)$crtJ1rt$) $\dot{r}tti()I1S_{\tau}$ が $S_{0}$ の

単一ソリトン解を保存するための十分条件は

1. $S_{\tau}$ の固定点が 3個あり, 1個が鞍点, 2個が渦心点である.

2. ポテンシャル $V(a)$ がダブルウエルであり, かつ, 3個の固定点において
$\frac{dV(a)}{da}=0$ である.

概念的には, $S_{\tau}$ の相図が $S_{0}$ の相図と同じようになり, ホモクリニックオービッ
トが二つできればよい.

これらの条件を順に導いていくことにする.
(1) 圃定点の条件

まず, $S_{\tau}$ の固定点は次のシステム $S_{Jp}$

$S_{Jp}$ : $\{\begin{array}{l}b=t1\frac{\delta^{2}}{\alpha}a-\frac{\beta}{\alpha}a^{3}-\frac{\tau}{\alpha}a^{n.+1}=tI\end{array}$ (19)

の解である. $(a, b)=(O, ())$ は容易に岡定点であることが分かり, また. 鞍点であ
ることも分かる. 残り 2個の圃定点を $z_{i}$ とすると, これらは

$\tau z^{n}+\beta z^{2}-\delta^{2}=t),$ $\tau>t$)
$,$

$\beta>t1,$ $\delta^{2}>0$ $(2t))$

を満足せねばならない. (20) 式の根を考える. まず, 2個の周定点が存在する条
件を得るため $R.()J1c^{\backslash }h’(\backslash ’$ の定理を使う.

Rouch6の定理 [1] $f(z)$ と $g(z)$ は閉曲線 $C$上およびその内部で解析的であり, か

つ. $C$上で $|g(z)|<|f(z)|$ とする. そのとき, $f(z)$ と $f(z)+g(z)$ は $C$ の内部で
同じ零点の数を持つ.

図 2のように閉曲線 $C=\{z||z|=R\}$ をとる. ここで,

$\tau<\frac{\beta R^{2}-\delta^{2}}{R^{n}}(\leq\frac{|\beta z^{2}-\tilde{\delta}^{2}|}{|z^{n}|})$ (21)

となるように $\tau$ を決めると, $R.0\iota 1c^{\backslash }.h\acute{e}$ の定理が適用でき (20)式は 2根を持つ. 今.
$R= \frac{3}{2}$毒とすると, 条件

$\tau<\frac{\backslash 5}{4}(\frac{2}{3})^{n}(\sqrt{\beta})^{n}\delta^{2-n}$ (22)
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図 2: $R,()1)c.h\epsilon’\backslash$, の定理と閉曲線 :2根が存在するための条件

を得る. 次に上で求めた 2根が共に実根であるための条件を求める. 閉曲線 $C_{1},$ $C_{2}$

を

$C_{1}=\{z|z=$ $f_{fi}^{\delta^{\sim}}+re^{i0},0\leq\theta<2\pi\},$ $C_{2}=\{z|z=-$ $f_{fi}^{\delta}+re^{i\theta},$ $()\leq\theta<2\pi\}$

とし, $\tau$ を

$\tau<\frac{\min_{z\in C_{1}}|\delta^{2}-\beta z^{2}|}{\max_{z\in C_{1}}|z^{n}|}$ $\tau<\frac{IniI\iota_{z\in C_{2}}|\delta^{2}-\beta z^{2}|}{I11ax_{z\in C_{2}}|z^{n}|}$

とする. ここで, 閉曲線 $C_{1},$ $C_{2}$ を図 3のように交差しないようにすると

$\tau<\frac{|\delta^{2}\sim-\beta z^{2}|}{|z^{7l}\cdot|}z\in C_{1}\cup C_{2}$ (23)

となり, 従って, $R\kappa$) $\mathfrak{j}$)$ch\acute{c}$ の定理が閉曲線 $C_{1:}C_{2}$ において適用でき (20) 式は 2

図 3: $Rx$)$11t^{\backslash }h\acute{e}$ の定理と閉曲線 :2根が実根になるための条件

実根を持つことが言える. すなわち, $C_{1}$ および $C_{2}$ 内にそれぞれ 1個ずつ実根を
持つ. $r=\overline{2}\nabla^{\delta}/7$ と取ると, 条件

$\tau<\frac{3}{4}(\frac{2}{\backslash 3})^{71}(\sqrt{\beta})^{n}\delta^{2-7I}$ (24)
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を得る.

(2) 渦心点であるための条件
このように 2個の固定点 $(z_{1},0),$ $(z_{2},0)$ が求まったが、次にこれらが渦心点であ
るための条件を求める. $S_{\tau}$ において

$h(z)= \frac{\delta^{2}}{\alpha}z-\frac{\beta}{\alpha}z^{3}-\frac{\tau}{\alpha}z^{n+1}$ (25)

と置くと. $S_{\tau}$ のヤコビアン $J_{S_{\tau}}$ と固有値 $\lambda$ は

$J_{S_{\tau}}=\{\begin{array}{ll}() 1h’(z) ()\end{array}\}$ , $\lambda=\pm\sqrt{h’(z)}$ (26)

となり, 従って, $z_{i}$ が渦心点であるための必要十分条件は

$h’(z_{i})<t)$ (27)

である. $h(z)$ は

$h(z)= \frac{\overline{\delta}^{2}}{\alpha}z(z-z_{i})h_{i}(z),$ $i=1,2$ (28)

と変形できるが, ここで, $z_{i}$ は単根であるので $h_{i}(z_{i})\neq()$が言える. (28) 式を微
分して

$h’(z)= \frac{\delta^{2}}{\alpha}(z-z_{i})h_{i}(z)+\frac{\delta^{2}}{\alpha}zh_{i}(z)+\frac{\delta^{2}\sim}{\alpha}z(z-z_{i})h_{i}’(z),$ $i=1,2$ (29)

となるが, $z_{t}$ を代入して

$h’(z_{i})= \frac{\delta^{2}}{\alpha}z_{i}h_{i}(z_{i}),$ $i=1,2$ (30)

を得る. また, ロピタルの定理より

$h_{i}(z_{i})=1 i_{l}n\frac{1-\frac{\beta}{\delta^{2}}z^{2}-\tau\frac{\overline{\sim}^{n}}{(;2}}{z-z_{i}}zarrow z_{*}$

.

$=- \frac{2\beta}{\delta^{2}}z_{i}-\frac{n\tau}{\delta^{2}}z_{i}^{n.-1},\dot{\iota}=1,2$ (31)

となる. 従って, $z_{1}>0$ に対しては, (30),(31) 式において $i=1$ として $h’(z_{1})=$

$\frac{\delta^{2}}{\alpha}z_{1}h_{1}(z_{1})<()$ が任意の $\tau>0$ で成り立つ. 他方, $z_{2}<0$ に対しては $n$ が偶数の
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場合は任意の $\tau>t$) で成り立つが, $n$ が奇数の場合は固定点の条件から, $z_{2}\in C_{2}$

すなわち, $z_{2}>- \frac{3}{2}\pi^{\delta}$ となるので,

$\{\begin{array}{ll}\tau<4\delta ffi, for n=1\tau<\frac{2^{n-1}(ffi)^{n}}{n(3\delta)^{n-2}} for n=3,5,7, \cdots\forall\tau>0, for n=0,2,4, \cdots\end{array}$ (32)

が得られる.

(3) ポテンシャル $V(a)$ がダブルウエルであり, かつ, 3個の固定点において
$\frac{dV(a)}{da}=0$ のための条件

システム $S_{\tau}$ のポテンシャル $V(a)$ は,

$V(a)= \frac{\tau}{(n+2)\alpha}a^{n+2}+\frac{\beta}{4\alpha}a^{4}-\frac{\delta^{2}}{2\alpha}a^{2}$ (33)

である. 簡単な考察により. まず,
(i) $n=()$ の場合

$\tau<\delta^{2}$ の条件で $V(a)$ はダブルウエルとなる.
(ii) $n=1$ の場合

$V(a)$ は無条件でダブルウエルとなる.
(iii) $n=2,4,6,$ $\cdots$ の場合

$V(a)$ は無条件でダブルウエルとなる.
が分かる.
(iv)

$\text{今^{}-3_{\backslash )},7}r\ldots$

の場合

$v(a)= \frac{4\tau}{(n+2)}a^{n}+\beta a^{2}-2\delta^{2}$ (34)

とすると, $v(a)$ が正負それぞれ 1個の根を持てば $V(a)$ はダブルウエルとなる.

$f_{v}(z)=\beta z^{2}-2\delta^{2}$ , (35)

$g_{v}(z)= \frac{4\tau}{(n+2)}z^{n}$ , (36)

とすると, (1) と同様にして次の結果が得られる. 図 4において閉曲線 $C’$ 内に
2根が存在する条件は $R’= \frac{3}{2}\sqrt{\frac{2}{\beta}}\delta$ として

$\tau<\frac{\backslash 5(n+2)}{8}(\frac{\sqrt{2}}{3})^{r\iota}(\sqrt{\beta})^{n}\delta^{2-n}$ (37)
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図 4: $R_{K)11C}h_{C^{-\backslash },}’$の定理と閉曲線 :2根が実根になるための条件

が得られ. また, 閉曲線 $C_{i}’$ 内に実根が存在する条件は $r’= \frac{1}{2}\sqrt{\frac{2}{/;}}\delta$ として

$\tau<\frac{3(n+2)}{8}(\frac{\sqrt{2}}{3})^{n}(\sqrt{\beta})^{n}\delta^{2-n}$ (38)

が得られる.
次に 3個の問定点において $\frac{dV(a)}{d_{l}}=()$ のための条件を導く.

$\frac{dV(a)}{da}=\frac{a}{\alpha}(\tau a^{n}+\beta a^{2}-\delta^{2})$ (39)

となり, 固定点を与える $a$ は方程式 $a=()$ と方稗式 $\tau a^{r\iota}+\beta a^{2}-\delta^{2}=t$) を満足す
るので条件 $\frac{dV(a)}{\ell ia}=()$ は必然的に満足される.

以上 (1). (2). (3) をまとめると次表のようになり, これを $n$ によって

整理したのが定理の十分条件である. $\blacksquare$
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