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1 導入とベクトル最適化からの準備
Ekeland の変分原理では取り扱う関数の定義域の基礎空間を完備距離空間と仮定する。そして

実数値関数の下への有界性を仮定すると関数の下限値にいくらでも近い値をとる点の存在性が保
証される。 これらを Ekelandは下半連続性という関数の連続性を弱めた条件下で初期値から距離
に比例した改善度による近似下限値を与える結果を 1972年に発表している。

定理 1.1 (Ekeland [3]). $(X,d)$ を完備距離空間とし、 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ を実効定義域が空となら
ない (dom$f:=\{x\in X|f(x)<\infty\}\neq\emptyset$), 下半連続な (拡張実数値) 関数とする。 この時, 任意
の $x_{0}\in domf$ と $\epsilon>0$ に対して、 次の 2つの条件を同時に満たすような $\overline{x}\in X$ が存在する

(1) $f(v)\leq f(u)$ .
(2) $d(u,v)\leq 1$ .
(3) 任意の $w\neq v$ に対して $f(v)-\epsilon d(v,w)<f(w)$。

この定理は、最適化の分野で数学的な理論のみならず数値計算の理論においても幅広い応用が
あり、 様々な研究がなされている。 また, その後、 Caristi により応用上重要な次の不動点定理
が発表された。

定理 1.2 (Caristi [2]). (X, $d$) を完備距離空間とし、 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ を dom$f\neq\emptyset$ で下半連続
な関数とする。写像 $T:Xarrow X$ が任意の $x\in X$ で

$d(x,Tx)\leq f(x)-f(Tx)$

を満たすものとする。 この時、 写像 $T$ は不動点をもつ。
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前の 2つの定理は別々に発見されたものだが、実は同値であることが後の研究で分かってい
る。 さらに、東京工業大学の高橋渉先生は次の定理を発表し、 これらの 3つの定理が同値となる
ことを示した。

定理 1.3 (高橋 [12]). (X, $d$) を完備距離空間とし、 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ を domf\neq \phi 、下半連続な関数
とする。さらに、 $\inf_{x\in}xf(x)<f(u)$ が成り立つ $u\in X$ に対して、 $v\neq u$で $f(v)+d(u, v)\leq f(u)$

を満たす $v\in X$ が存在するとする。 この時、 $f(x_{0})= \inf_{x\in}xf(x)$ となるような $x_{0}\in X$ が存在
する。

以上の結果が実数値関数の場合に知られているものである 9
本稿では [1] の結果の続きとして、 ベクトル値関数に対する高橋の最小値定理について考察し

ていくことにする。私たちは $Gopfert$ 、 $Ibmmer$、 Zalinescu によって得られた、ベクトル値関数
に対する Ekeland の変分原理の結果 ([5], [6], [13]) に注目した。 $Gopfert$、 $Rmmer$、 Zalinescu
による変分原理の拡張については、大きく次の 2つの手法に分類することができる。

(1) 定義域の空間と値域の空間との直積空間に順序を導入する方法。

(2) Tammer と Weidner が [4] で提案した、 ベクトル値関数に対する非線形スカラー化関数を
利用する方法。

私たちはこの 2つの手法と $Gopfert$ 、 $Ihmmer$、 ZaJinescu の結果を利用し、 また上記の 3つの定
理の同値性に着目して、 ベクトル値関数に対する 2つの異なるタイプの最小値定理を得たのでこ
こに報告する。
まず最初に、本稿で使ういくつかの記号を導入する。 (X, $d$) を完備距離空間、 $Y$ を Banach空

間、 $K\subset Y$ を凸錐とする。 なお、 錐 $K$ が pointed とは $K\cap(-K)=\{0\}$ を満たすことである。
$f:Xarrow Y$ とし、 $f(X)= \bigcup_{x\in X}\{f(x)\}$ とする。 $K$ によって以下のようなベクトル順序 $\leq\kappa$ が導
入され、 空間 $(Y, \leq\kappa)$ は半順序ペクトル空間となる。

&f
$\forall y_{1},y_{2}\in Y$, $y_{1}\leq Ky_{2}\Leftrightarrow y_{2}-y_{1}\in K$.

もし、 $K$ が pointed ならベクトル順序 $\leq\kappa$ は反対称的となる。逆に一般の (実) 半順序ベクト
ル空間に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成さ
れる半順序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる。点 $a\in A\subset Y$ が $A$ の minimal
pointであるとは $A\cap(a-K)=\{a\}$ を満たすときである。 そして ${\rm Min}(A;K)$ を $K$ に対する $A$ の

minimal point全体の集合とする。今特別に $Y=\mathbb{R}$
、 $K=\mathbb{R}+$ とすると $A$ の minimal point とは

$A$ の最小値に他ならない。また集合値写像 $\Gamma$ : $Aarrow 2^{A}$ が dynamical systemであるとは、任意の
$x\in A$ について $\Gamma(x)$ は空でないときで、点 $x_{*}\in A$が $\Gamma$ の critical pointであるとは $\Gamma(x_{*})=\{x_{*}\}$

を満たすときである。 各 $x\in A$ に対して $\Gamma_{A}(x):=A\cap(x-K)$ と定めると、 この $\Gamma_{A}$ が $A$ 上の

dynamical systemであることは明らかであり、 また次のことも定義より容易にわかる。

命題 1.4. 点 $x_{*}\in A$ が $A$ の minimd pointであることと $x_{*}$ が $\Gamma_{A}$ の critical yintであることは
同値である。
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2 ベクトル値関数の Caristiの不動点定理と Ekelandの変分原理の同
値性

まず最初に [1] の結果の拡張定理とその定理とベクトル値関数の Ekeland の変分原理との同値
性について述べる。なおここで述べる定理はベクトル値関数の変分原理の証明の仕方の違いによ
り 2つのタイプに分かれる。

2.1 type 1

このタイプでは凸錐 $K$ を pointed とし、 $k^{0}\in K\backslash \{0\}$ とする。 [6] の第 1章で $Gopfert$、 $Ihmmer$、
Zalinescu は、 $X\cross Y$上に次のような半順序 $\preceq_{k^{O}}$ を導入することにより極小値定理を得ている。

$(x_{1},y_{1})\preceq k^{0}(x_{2},y_{2})\Leftrightarrow y_{1}+d(x_{1},x_{2})k^{0}\leq\kappa y_{2}d\epsilon f$ .
今 $K$ が pointed なので半順序 $\preceq_{k^{0}}$ は反対称的となることから、 $(XxY, \preceq_{k^{0}})$ は半順序集合とな
ることが確かめられる。さらに [5] で $Gopfert$、 Tammer, Zalinescu は、 関数 $f:Xarrow Y$ の有界
性の条件 ( $\exists\overline{y}\in Y$ s.t. $\overline{y}\leq Kf(x):[6]$ の第 1章参照) をより弱い条件に取り替えることにより、
次のような結果を得ている。

定理 2.1 (Gopfert, Ttmmer and $Zalinacu[\epsilon]$). $f$ : $Xarrow Y$ が次の条件を満たすとする。
$K\backslash \{0\}\subset intB$ を満たすような凸錐 $B\subset Y$ が存在し、 $f(X)\cap(\tilde{y}-B)=\emptyset$ となる $\tilde{y}\in Y$ が存
在する。 さらに、 条件

(H1) $\{x’\in X|f(x’)+d(x’,x)k^{0}\leq Kf(x)\}$ が任意の $x\in X$ で閉集合

が成立するものとする。 この時初期ペクトル $x_{0}\in X$ に対して、次の 2つの条件を同時に満たす
ような $\overline{x}\in X$ が存在する

(1) $f(\overline{x})+d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq\kappa f(x_{0})$
、

(2) ある $x\in X$ が $f(x)+d(x,\overline{x})k^{0}\leq Kf(\overline{x})$ ならば、 $x=\overline{x}$
。

この定理の系として次のような不動点定理を得ることができる。尚次の定理は [1] の $T$ を集合
値写像に拡張している。

定理 2.2 (改荒谷田中 [1]). $f$ : $Xarrow Y$ とし、 凸錐 $B\subset Y$ が $K\backslash \{0\}\subset$ intB を満たし
$f(X)\cap(\tilde{y}-B)=\emptyset$ となる $\tilde{y}\in Y$ が存在するとする。 さらに、条件 (H1) が成立するものとす
る。 加えて写像 $T:Xarrow 2^{X}$ が任意の $x\in X$ に対し、次の不等式を満たす $y\in Tx$が存在すると
する。

$f(y)+d(y,x)k^{0}\leq\kappa f(x)$

この時、 写像 $T$ は不動点をもつ。 つまり $x_{0}\in Tx_{0}$ となるような $x_{0}\in X$ が存在する。
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Proof. 任意の $\overline{y}\in T\overline{x}$ に対して $\overline{x}\neq\overline{y}$ と仮定すると、定理 21を $x_{0}\in X$ に適用して [定理 21の
(2) 参照]

$f(\overline{y})+d(\overline{x},\overline{y})k^{0}\not\leq\kappa f(\overline{x})$

が得られるが、 これは定理 22の仮定の最後の不等式に反する。 口

定理 2.3. 上記の 2つの定理は同値

Proof. (Gopfert, Tammer and Zalinescu)=-\Rightarrow (荒谷田中) 定理 22参照。
(荒谷・田中)\Rightarrow (Gopfert, Tammer and Zalinescu)

$X_{0}:=\{x\in X|f(x)+d(x,x_{0})k^{0}\leq Kf(x_{0})\}$

とすると仮定より $x_{0}$ は閉集合でしたがって完備。また

$Sx:=\{y\in X|x\neq y,f(y)+d(x,y)k^{0}\leq Kf(x)\}$

$Tx:=\{\begin{array}{ll}\{x\} Sx=\emptyset Sx Sx\neq\emptyset\end{array}$

とする。すると $T:X0arrow 2^{X_{0}}$ がわかる。したがって定理 22の仮定を満たし、 $T$は不動点 $\overline{x}\in X_{0}$

をもつ。 $\overline{x}\in X_{0}$ より定理 21の (1) が成立する。 また $S\overline{x}=\emptyset$ から (2) が成立する。 口

2.2 type 2

このタイプでは $K$ は閉凸錐で $k^{0}\in K\backslash (-K)$ とする (凸錐 $K$ は pointed とは限らない) 。

Gopfert, Ibmmer, Zalinescu はスカラー化関数 $\varphi$ : $Yarrow 1-\infty,\infty$] として $\varphi(y):=\inf\{t\in$

$R|y\in tk^{0}-K\}$ を導入した。関数 $\varphi$ は線形ではないが線形に近い性質を持っていることがわかっ
ている ([6] の第 3章を参照せよ)。 この関数を使ってベクトル値関数をスカラー化し、 Ekeland の
変分原理を適用するという手法で $Gopfert$、 $Ibmmer$、 Zalinescu は次の結果を得た。

定理 2.4 (Gopfert, Tammer and $Zalinescu[6]$ ). $f$ : $Xarrow Y$ が次の条件を満たすとする。

(H2) 任意の $r\in R$ に対し、 集合 $\{x\in X|f(x)\leq Kf(xo)+rk^{0}\}$ は閉集合

さらに、任意の $x0\in X$ 、 $\epsilon>0$ に対し $f(X)\cap(f(x_{0})-\epsilon k^{0}-K\backslash \{0\})=\emptyset$ とする。 この時次の
3つの条件を同時に満たすような $\overline{x}\in X$ が存在する。

(1) $f(\overline{x})+\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq\kappa f(x_{0})$,

(2) $d(\overline{x},x_{0})\leq\sqrt{\epsilon}$、

(3) ある $x\in X$ が $f(x)+\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x)k^{0}\leq\kappa f(\overline{x})$ ならば $x=\overline{x}$
。
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定理 2.5 (改荒谷田中 [1]). $f$ : $Xarrow Y$ が条件 (H2) を満たし、 $f(X)\cap(\tilde{y}-K\backslash \{0\})=\emptyset$ を
満たすような $\tilde{y}\in Y$ が存在するとする。加えて写像 $T:Xarrow 2^{X}$ が任意の $x\in X$ に対し、 次の
不等式を満たす $y\in Tx$ が存在するとする。

$f(y)+d(y,x)k^{0}\leq\kappa f(x)$

この時、 $T$ は不動点を持つ。

Pmof. [1] の定理 33参照。 口

定理 2.6. 上記の 2つの定理は同値。

Proof. (Gopfert, Ibmmer and Zalinescu)\Rightarrow (荒谷) [1] の定理 33参照。
(荒谷)\Rightarrow (Gopfert, Tammer and Zalinescu)

$X_{0}:=\{x\in X|f(x)+d(x,x_{0})k^{0}\leq Kf(x_{0})\}$

とすると仮定より $x_{0}$ は閉集合でしたがって完備。一般性を失うことな $<0<\epsilon<1$ とする。そ
して $\tilde{y}:=f(x_{0})+\epsilon k^{0}$ とする。 また

$Sx:=\{y\in X|x\neq y, f(y)+\sqrt{\epsilon}d(x,y)k^{0}\leq Kf(x)\}$

$Tx:=\{\begin{array}{ll}\{x\} Sx=\emptyset Sx Sx\neq\emptyset\end{array}$

とする。すると $T:X_{0}arrow 2^{X_{0}}$ がわかる。したがって定理 25の仮定を満たし、 $T$ は不動点 $\overline{x}\in x_{0}$

をもつ。 $\overline{x}\in X_{0}$ より

$f(\overline{x})+\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x_{0})k^{0}\leq Kf(\overline{x})+d(\overline{x},xo)k^{0}\leq Kf(xo)$ (1)

となり、定理 24の (1) が成立する。また $d(\overline{x},x_{0})>$ 湾とすると $(d(\overline{x}, xo)-\tau\cap\epsilon k^{0}+K\subset K\backslash \{0\}$

がわかり $(\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x_{0})-\epsilon)k^{0}+K\subset K\backslash \{0\}$ がいえる。 (1) より

$f(\overline{x})$ $\in$ $f(x_{0})-\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x_{0})k^{0}-K$

$\in$ $f(x_{0})-\epsilon k^{0}-(\sqrt{\epsilon}d(\overline{x},x_{0})-\epsilon)k^{0}-K$

$\in$ $f(x_{0})-\epsilon k^{0}-K\backslash \{0\}$

となり仮定に矛盾する。 したがって (2) が成立する。 さらに $S\overline{x}=\emptyset$から (3) が成立する。 口

3 ベクトル値の critical point theorem とベクトル値の高橋の最小値
定理について

3.1 ベクトル値の critical point theorem
前章で述べたベクトル値の Caristi の定理を利用して私たちはベクトル値関数の critical point

の存在定理を得た。
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定理 3.1 (tyPe 1). $f$ : $Xarrow Y$ が条件 (H1) を満たし、 さらに凸錐 $B\subset Y$ が $K\backslash \{0\}\subset intB$ を
満たし $f(X)\cap(\tilde{y}-B)=\emptyset$ となる $\tilde{y}\in Y$ が存在するとする。加えて写像 $T:Xarrow 2^{X}$ が任意の
$x\in X$ に対し $Tx\neq\emptyset$ でかつ、 任意の $y\in Tx$ に対し次の不等式を満たすとする

$f(y)+d(y,x)k^{0}\leq Kf(x)_{\text{。}}$

この時、 写像 $T$ は critical point をもつ。

Pmof. 定理 22と同様の議論により不動点 $\overline{x}\in X$ をもつ。 さらに任意の $y\in T\overline{x}$ について $y=\overline{x}$

が成立するので critical point をもつ。 口

定理 3.2 (tyPe 2). $f:Xarrow Y$ が条件 (H2) を満たし、 さらに $f(X)\cap(\tilde{y}-K\backslash \{0\})=\emptyset$ を満た
すような $\tilde{y}\in Y$ が存在するとする。加えて写像 $T:Xarrow 2^{X}$ が任意の $x\in X$ に対し $Tx\neq\emptyset$ で

かつ、任意の $y\in Tx$ に対し次の不等式を満たすとする

$f(y)+d(y,x)k^{0}\leq Kf(x)$

この時、 写像 $T$ は critical point を持つ。

3.2 ベクトル値関数の高橋の最小値定理

定理 3.3 (tyPe 1) $\cdot$

$U$ を空でない集合とし、 $f$ : $Uarrow Y$ とする。 完備な部分集合 $X\subseteq f(U)$ が

次を満たすとする

(i) 条件 $(H1)$ 、

(ii) 凸錐 $B\subset Y$ が $K\backslash \{0\}\subset intB$ を満たし $f(X)\cap(\tilde{y}-B)=\emptyset$ となる $\tilde{y}\in Y$ が存在する、

(iii) $\Gamma(X)\subseteq X$ .
(iv) 集合値写像 $\Gamma(x):=f(X)\cap(x-K)$ が任意の $x\in X$ 、 $y\in\Gamma(x)$ に対し $f(y)+d(y,x)k^{0}\leq K$

$f(x)$ が成り立っ。

そのとき ${\rm Min}(f(X);K)$ は空でない。

Pmof. 命題 14と定理 31を使うと得られる。 口

定理 3.4 (tyPe 2). $U$ を空でない集合とし、 $f$ : $Uarrow Y$ とする。 完備な部分集合 $X\subseteq f(U)$ が

次を満たすとする

(i) 条件 $(H2)$ 、

(ii) $f(X)\cap(\tilde{y}-K\backslash \{0\})=\emptyset$ を満たすような $\tilde{y}\in Y$ が存在する、

(iii) $\Gamma(X)\subseteq X$ ,

(iv) 集合値写像 $\Gamma(x):=f(X)\cap(x-K)$ が任意の $x\in X$ 、 $y\in\Gamma(x)$ に対し $f(y)+d(y,x)k^{0}\leq\kappa$

$f(x)$ が成り立つ。

そのとき ${\rm Min}(f(X);K)$ は空でない。

注意 1. 今特別に $Y=\mathbb{R}$
、 $K=\mathbb{R}_{+}=[0, \infty$), $k^{0}=1\in \mathbb{R}+\backslash \{0\}$ とすると、定理 33と定理 34

は特殊な場合の定理 13となる。
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4 まとめ

Minimal point(Efficient point) の存在性についての研究はベクトル最適化のなかで重要なもの
の一つである。 $Luc[9]$ 、 $Borwein$、 Jahn やその参考文献の著者によって様々な研究がなされてき
たが、 ある種のコンパクト性の仮定が課せられていた。私たちの結果はコンパクト性の仮定を加
えることな $<$ Minimal point の存在定理を得ることができた。
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