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1 序論

本論文では, 不動点問題と均衡問題の共通解への収束定理のうち, 最近の結果について

の概説を行う.
$H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない部分集合とする. 写像 $T:Carrow H$ が与えられた

とき, その不動点を求める問題を不動点問題と呼ぶ. 関数 $f:CxCarrow \mathbb{R}$ が与えられたと

き, $f(x, y)\geq 0(\forall y\in C)$ を満たす $x\in C$ を求める問題を均衡問題と呼び, この $x$ を均衡

問題の解という. 本論文で取り扱うのは, この二つの問題の共通解を求める問題であり, 特

に, 共通解へ収束する点列の構成方法とその応用についての議論を行う.
均衡問題については, これまでに多くの研究が行われている. 例えば, Blum-Oettli [4]

は均衡問題の解の存在についての研究を行った. Iusem-Sosa [11] は均衡問題の解と制約

可能性問題の解との関係についての議論を行い, さらに, [12] では均衡問題の解を求める

アルゴリズムについての研究も行っている. Combettes-Hirstoaga [$5|$ は, 関数 $f$ のレゾ

ルベント (3節で述べる) を使って, 均衡問題の解に収束する点列の研究を行っている. 関

連した結果としては, Moudafi [14] がある.

本論文では, まず次節で記号の定義などの準備を行う. 第 3節も準備のための節である

が, そこでは特に均衡問題に関連した準備を行う. 第 4節では, 不動点問題と均衡問題の

共通解への収束定理を四つ紹介する. そして最後の節では, 前節で得られた定理の応用と

これまで知られていた収束定理との関係を述べる.
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2 準備

$H$ を実 Hilbert 空間とし, その内積を $\langle\cdot, \cdot\rangle$ , ノルムを $\Vert\cdot\Vert$ で表す. $C$ を $H$ の空でな

い部分集合とする. 写像 $T:Carrow H$ が非拡大であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して,

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ が成り立つときをいう. 写像 $T$ の不動点の集合を $F(T)$ で表す.

つまり, $F(T)=\{x\in C:Tx=x\}$ である.

$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とするとき, 各点 $x\in H$ に対して,

$\Vert x-z\Vert=\min\{||x-y|| : y\in C\}$

を満たす $z\in C$ が唯一存在する. $x$ に対して, この $z$ を対応させる写像を $H$ から $C$ の上

への距離射影といい, $P_{C}$ などと表す. つまり, この場合 $z=P_{C}x$ である. 距離射影 $P_{C}$

は, 非拡大写像であることが知られている (詳しくは, [20] を見よ).

3 均衡問題

$H$ を実 Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない凸部分集合, $f$ を $C\cross C$ から $\mathbb{R}$ への関数とす

る. 均衡問題とは,
$f(x, y)\geq 0$ $(\forall y\in C)$

を満たす $x\in C$ を求める問題である. このとき, $x$ を均衡問題の解といい, 解の集合を

$EP(C, f)$ と表す. つまり,

$EP(C, f)=\{x\in C:f(x, y)\geq 0, \forall y\in C\}$

である. 本論文では, 関数 $f$ に次のような仮定を設ける.

(F1) すべての $x\in C$ に対して, $f(x, x)=0$.
(F2) すべての $x,$ $y\in C$ に対して, $f(x, y)+f(y, x)\leq 0$ . このとき, $f$ は単調であると

いう.

(F3) すべての $x\in C$ に対して, $f(x, \cdot)$ は凸かつ下半連続.

(F4) すべての $x,$ $y\in C$ に対して,

$\tau(t)=f((1-t)x+ty, y)$ , $t\in[0,1]$

で定義される関数 $\tau:[0,1]arrow \mathbb{R}$ が上半連続. このとき, $f$ は上半ヘミ連続であると

いう.
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均衡問題は, 変分不等式問題を抽象化した問題であり, 最適化問題, Nash均衡問題, 相

補性問題, 不動点問題などと深い関係がある. このことについて, いくつか例をあげて説明

する (詳しくは, [3, 4, 11] を参照するとよい).

例 3.1 (凸関数の最小化問題). $g:Harrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ を下半連続な真凸関数とし, $C=\{x\in$

$H:g(x)<\infty\}$ とする. このとき, 凸関数の最小化問題とは,

$g(x)\leq g(y)$ $(\forall y\in C)$

となる $x\in C$ を求める問題である. ここで, $x,$ $y\in C$ に対して, $f(x, y)=g(y)-g(x)$ と

$f$ を定義すると, $\arg\min\{g(y) :y\in C\}=EP(C, f)$ であり, $f$ は (F1) から (F4) をすべ

て満たすことがわかる.

例 3.2 (非拡大写像の不動点問題). $T;Carrow H$ を非拡大写像とする. このとき, $x,$ $y\in$

$C$ に対して, $f(x, y)=$ \langle x--TX, $y-x\rangle$ と $f$ を定義すると, $T$ の不動点集合 $F(T)$ と

$EP(C, f)$ は一致する. さらに, $f$ は (F1) から (F4) をすべて満たすことがわかる.

例 3.3 (変分不等式問題). $A:Carrow H$ を単調かつヘミ連続な写像とする. つまり, すべて

の $x,$ $y,$ $z\in C$ に対して,
$(x-y,\sim Ax-Ay\rangle\geq 0$

であり, $\tau(t)=\langle z, A((1-t)x+ty)\rangle$ で定義される関数 $\tau:[0,1]arrow \mathbb{R}$ が連続であるとす

る. このとき, 変分不等式問題とは,

$\langle y-x,Ax)\geq 0$ $(\forall y\in C)$

を満たす $x\in C$ を求める問題である. 変分不等式問題の解の集合を $VI(C, A)$ で表す. つ

まり, $VI(C, A)=\{x\in C:\langle y-x, Ax\rangle\geq 0, \forall y\in C\}$ とする. ここで, $x,$ $y\in C$ に対し

て, $f(x, y)=\langle y-x, Ax\rangle$ と $f$ を定義すると, $VI(C, A)=EP(C, f)$ であり, $f$ が (F1) お

よび (F3) を満たすことが容易にわかる. また, $A$ は単調であるから, すべての $x,$ $y\in C$ に

対して,

$f(x,y)+f(y, x)=(y-x,$ $Ax\rangle$ $+(x-y,$ $Ay\rangle$ $=-(x-y,$ $Ax-Ay\rangle$ $\leq 0$

が成り立つ. したがって, $f$ は (F2) を満たす. さらに, 各 $x,$ $y\in C$ に対して,

$f((1-t)x+ty, y)=\langle y-((1-t)x+ty), A((1-t)x+ty)\rangle$

$=(1-t)\langle y-x, A((1-t)x+ty)\rangle$

であり, $A$ はヘミ連続であるから, $f$ は (F4) を満たすことがわかる.
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次に, $f$ のレゾルベントの定義を述べる. 関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ と実数 $r>0$ が与えられ

たとき, $H$ から $C$ への集合値写像」r を, $x\in C$ 対して,

$J_{r}(x)= \{z\in C : 0\leq f(z, y)+\frac{1}{r}\langle y-z, z-x\rangle, \forall y\in C\}$

で定義する. この集合値写像みに関して次の定理が知られている.

定理 3.4 ([4]). $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とし, $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ は, 条

件 (F1) から (F4) をすべて満たすとする. このとき, すべての実数 $r>0$ と $x\in C$ に対し

て, $J_{r}(x)$ は (空ではなく)1点集合である. つまり, みは $H$ から $C$ への 1価写像である.

この定理の仮定のもとで, 写像」r を, $f$ の $r$ に関するレゾルベントと呼ぶ. レゾルベン

トみの性質については, 次の事実が知られている.

補助定理 3:5 ([4], [5, Lemma 2.12]). $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とし,
$f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ は, 条件 (F1) から (F4) をすべて満たすとする. このとき, すべての実数

$r>0$ に対して, みは非拡大写像である. さらに, $F(J_{r})=EP(C, f)$ . つまり, レゾルベン

ト $J_{r}$ の不動点集合と均衡問題の解の集合は一致する.

4 不動点問題と均衡問題の共通解への収束定理

この節では, 次のような問題を議論する.

問題 4.1. $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. 非拡大写像 $T:Carrow H$ と

条件 (F1) から (F4) をすべて満たす関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ が与えられ, $F(T)\cap EP(C, f)\neq\emptyset$

を仮定するとき, $T$ の不動点問題と $f$ の均衡問題の共通解

$z\in F(T)\cap EP(C, f)$

へ収束する点列を求めよ.

前節の定理 3.4より, この問題の仮定のもとで, $r>0$ に関する $f$ のレゾルベント

み: $Harrow C$ が存在する. このレゾルベントを介して, 問題 4.1を解くことが可能である.

以下に, この問題の直接の解となる定理を四つ紹介する.

最初は, Halpern [7] 型と呼ばれる点列構成方法に関する定理で, この場合, 共通解へ強

収束する点列を得る.
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定理 4.2 (多田-高橋 [17]). $H,$ $C,$ $f,$ $T$ は, 問題 4.1と同じとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数

列, $\{r_{n}\}$ は正の数列とし,

$\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty,$ $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0,\sum_{n=1}^{\infty}|r_{n+1}-r_{n}|<\infty$

を満たすとする. $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ を, $x_{1}=x\in H,$ $n\in N$ に対して,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T\text{」_{}r_{n}}x_{n}$

で定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $F(T)\cap EP(C, f)$ の点に強収束する.

二つ目は, Mann [13] 型と呼ばれる点列構成方法に関する定理で, この場合, 共通解へ弱

収束する点列を得る.

定理 4.3 (多田-高橋 [18]). $H,$ $C,$ $f,$ $T$ は, 問題 4.1と同じとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数

列, $\{r_{n}\}$ は正の数列とし,

$a\leq\alpha_{n}\leq b,$ $\forall n\in N$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすとする. ここで, $0<a\leq b\leq 1$ である. $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ を, $x_{1}=x\in H,$ $n\in N$

に対して,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TJ_{r_{n}}x_{n}$

で定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $F(T)\cap EP(C$,のの点に弱収束する.

三つ目は, ハイブリッド法 (例えば, [15, 16] を参照) による点列構成方法に関する定理

で, この場合, 共通解へ強収束する点列を得る.

定理 4.4 (多田-高橋 [18]). $H,$ $C,$ $f,$ $T$ は, 問題 4.1と同じとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数

列, $\{r_{n}\}$ は正の数列とし,

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}\alpha_{n}>0,$ $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすとする. $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $\{w_{n}\}$ を, $x_{1}=x\in H,$ $n\in N$ に対して,

$\{\begin{array}{l}w_{n}=(1-\alpha_{n})x_{n}+\alpha_{n}TJ_{r_{n}}x_{n}C_{n}=\{z\in H : \Vert w_{n}-z\Vert\leq||x_{\mathfrak{n}}-z\Vert\}D_{n}=\{z\in H : \langle x_{n}-z, x-x_{n}\rangle\geq 0\}x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x)\end{array}$

$\pi$

と定義する. ここで, $P_{C_{n}\cap D_{n}}$ は $H$ から $C_{n}\cap D_{n}$ の上への距離射影である. このとき,
$\{x_{n}\}$ は $F(T)\cap EP(C, f)$ の点に強収束する.
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最後は, Ces\‘aro 平均を用いた点列構成方法に関する定理である. この場合, 共通解へ弱

収束する点列を得る.

定理 4.5 (青山-高橋 [1]). $H,$ $C,$ $f,$ $T$ は, 問題 4.1と同じとする. $\{\alpha_{n}\}$ は $[0,1]$ の数列,

$\{r_{n}\}$ は正の数列とし, $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすとする. $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $\{z_{n}\}$

を, $x_{1}=x\in H,$ $n\in N$ に対して,

$\{\begin{array}{l}x_{n+1}=T\text{」_{}r_{n}}x_{n}z_{n}=..\frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}x_{k}\end{array}$

と定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $F(T)\cap EP(C, f)$ の点に弱収束する.

この節の最後に, 定理 45を使った応用例を述べる. 次の定理は, Baillon [2] の非線形エ

ルゴード定理の拡張である.

定理 4.6. $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸集合とする. $T:Carrow H$ を非拡大写像

とし, $F(T)\neq\emptyset$ とする. また, $P_{C}$ を $H$ から $C$ の上への距離射影とし, $H$ の点列 { $x$訂お
よひ $\{z_{\mathfrak{n}}\}$ を, $x_{1}=x\in H$ , 各 $n\in N$ に対して,

$\{\begin{array}{l}x_{n+1}=TP_{C}x_{n}z_{n}=\frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}x_{k}\end{array}$

で定義する. このとき, $\{z_{n}\}$ は $F(T)$ の点に弱収束する.

この定理で, $x\in C$ かつ $T:Carrow C$ とすれば,

$z_{n}= \frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}T^{k-1_{X}}$

となり, よく知られた Baillon [2] の非線形エルゴード定理になる.

定理 4.6の証明. 関数 $f:C\cross Carrow \mathbb{R}$ を, 各 $x,$ $y\in C$ に対して $f(x, y)=0$ と定義す

る. すると, $f$ は条件 (F1) から (F4) を全て満たし, $EP(C, f)=C$ であり, $f$ のレゾ

ルベントみは $H$ から $C$ の上への距離射影 $P_{C}$ と一致することがわかる. したがって,

$F(T)\cap EP(C, f)=F(T)\cap C=F(T)\neq\emptyset$ であり, 定理 45より, $\{z_{n}\}$ は $F(T)$ の点に

弱収束することがわかる. 口
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5 他の研究成果との関連

高橋-豊田 [21] は, 次のような不動点問題と変分不等式問題の共通解を求める問題に関
する研究を行っている.

問題 5.1. $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とする. 非拡大写像 $T:Carrow H$

と逆強単調写像 $A:Carrow H$ が与えられ, $F(T)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ を仮定するとき, $T$ に関す

る不動点問題と $A$ に関する変分不等式問翠の共通解

$z\in F(T)\cap VI(C, A)$

へ収束する点列を求めよ.

ここで, $VI(C, A)=\{x\in C:\langle y-x, Ax\rangle\geq, \forall y\in C\}$ である. また, $A:Carrow H$ が逆

強単調写像であるとは, ある $\alpha>0$ が存在し, 任意の $x,y\in C$ に対して,

\langle Ax--Ay, $x-y\rangle$ $\geq\alpha\Vert Ax-Ay\Vert^{2}$

が成り立つときをいう. このとき, $A$ を $\alpha$-逆強単調写像と呼ぶことがある.

問題 5.1 &
|

飯塚-高橋 [8-10] でも議論されている. その中から一つの定理を紹介しよ

う. 下記の飯塚-高橋 [10] の定理は, 青山-高橋 [1] の研究の動機付けの一つである.

定理 5.2 (飯塚-高橋 [10]). $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $\alpha,$ $a$ お

よび $b$ は, $0<a\leq b<2\alpha$ を満たす実数とする. $T:Carrow C$ は非拡大, $A:Carrow H$ は $\alpha-$

逆強単調写像であり, $F(T)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ を仮定する. また, $Pc$ を $H$ から $C$ の上への

距離射影とし, $\{\lambda_{n}\}$ を $[a, b]$ の数列とする. $C$ の点列 { $x$訂および $\{z_{n}\}$ を, $x_{1}=x\in C$ ,

各 $n\in N$ に対して,

$\{\begin{array}{l}x_{n+1}=TP_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})z_{n}=\frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}x_{k}\end{array}$

で定義する. このとき, $\{z_{n}\}$ は $F(T)\cap VI(C, A)$ の点に弱収束する.

例 33と定理 45から, この定理と似た次の結果を即座に得ることができる.

定理 5.3. $C$ を実 Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $T:Carrow C$ は非拡大,

$A:Carrow H$ は単調かっへ ‘\approx 連続であり, $F(T)\cap VI(C, A)\neq\emptyset$ を仮定する. $\{r_{n}\}$ を

$\lim 1nf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たす正の数列とし, $J_{r_{\mathfrak{n}}}$ を $f(x, y)=(y-z,$ $Ax\rangle$ の $r_{n}$ に関する
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レゾルベントとする. さらに, $H$ の点列 $\{x_{n,\text{・}}\}$ および $\{z_{n}\}$ を, $x_{1}=x\in H$ , 各 $n\in N$ に

対して,

$\{\begin{array}{l}x_{n+1}=T\text{」_{}r_{n}}x_{n}z_{n}=\frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}x_{k}\end{array}$

で定義する. このとき, $\{z_{n}\}$ は $F(T)\cap VI(C, A)$ の点に弱収束する.

写像 $A:Carrow H$ が $\alpha$-逆強単調ならば, その定義から明らかに, 任意の $x,$ $y\in C$ に対

して,
$\Vert Ax-Ay\Vert\leq\frac{1}{\alpha}||x-y\Vert$

が成り立つ. つまり, $A$ が逆強単調写像ならば, $A$ は単調かつ (Lipschitz) 連続であること
がわかる. このことから, 定理 5.3は, 定理 52に比べて, より広いクラスの単調写像に関

する変分不等式問題に利用できるといえる. さらに, 定理 53では, レゾルベントの性質

から, 非拡大写像 $T$ の値域を $C$ に限定する必要がない. 一方, 定理 52と定理 5.3では,

点列の作り方に違いがある. 前者は, $A$ を直接使う陽的な点列構成方法であるのに対して,

後者は, レゾルベントを使った陰的な点列構成方法である.
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