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1 はじめに

大域的最適化の分野において, 代表的な問題の一つに DC. 計画問題がある. この問題は配置問題や経済
モデルなどにみられ, 凹最小化問題, 逆凸計画問題など多くの非線形計画問題が, 等価な DC. 計画問題
に変換できることが知られている. 一般に, DC. 計画問題の実行可能集合が凸集合ではないので, 降下法
等の非線形計画問題の解法により大域的最適解を求めることは困難である.
本研究では, 目的関数が線形関数で, 制約関数が 2回連続微分可能な関数で定義された DC. 計画問題
に対し, 外部近似法に基づいた逐次近似解法を提案する. 従来の外部近似法のアルゴリズムでは得られた
近似解の目的関数値と問題の最適値の差を評価することが出来なかった. そこで, 本研究で提案するアルゴ
リズムは切除平面法を導入することにより, 必ず有限回の反復で終了し, 最適値との差が許容誤差内である
ような目的関数値をもつ実行可能解を見つけることができる. また, DC. 計画問題の実行可能解は容易に
見つけることができないため, 従来のアルゴリズムでは多くの反復で暫定解が更新されなかった. 本研究で
は, 2次近似を導入し, 従来のアルゴリズムより効率的に暫定解を更新するアルゴリズムを提案する.

2 D.C.計画問題
本研究では次の DC. 計画問題を対象とする.

(DC) $\{\begin{array}{ll}minimize ( c, x\rangle,subject to p(x)\leq 0, q(x)\geq 0, x\in R^{n}.\end{array}$

ただし, $H^{*}$ は $n$ 次元ユークリッド空間, ( $\cdot,$

$\cdot\rangle$ は内積を表し, $c\in R^{n}(c\neq 0)$ とし, $p,q:R^{n}arrow R$ は 2回連
続微分可能な凸関数とする. 問題 (DC) に対して, 次の条件を仮定する.

(A1) $\{x\in R^{n} : p(x)<0, q(x)>0\}\neq\emptyset$ .
(A2) $O\in\arg\min\{\langle c, x\rangle : p(x)\leq 0\}\subset\{x\in R^{n} : q(x)<0\}$ .
(A3) $\{x\in R^{n} : q(x)\leq 0\}$ はコンパクト集合.

(A4) $\{x\in R^{n} : p(x)\leq 0, q(x)\geq 0\}=c1\{x\in R^{n} : p(x)<0, q(x)>0\},$ {$x\in R^{n}$ : $p(x)\geq 0,$ $q(x)\leq$

$O\}=c1\{x\in R^{\mathfrak{n}} : p(x)>0, q(x)<0\}$ . ただし, c1S は集合 $S$ の閉包を表す.

(A5) 任意の $x\in R^{n}$ に対して, $\nabla^{2}p(x),$ $\nabla^{2}q(x)$ は正定値行列. ただし, $\nabla^{2}p(x)$ は関数 $P$ の $x$ における

ヘッセ行列を表す.

(A6) $M> \max\{||x-y|| : q(x)\leq[1, q(y)\leq 0\}$ を満たす正の実数 $M$ が既知である. ただし, $||\cdot||$ はノル

ムを表す.
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ここで, $Y=\{x\in R^{n} : p(x)\leq 0\},$ $X=\{x\in R^{n} : q(x)\geq 0\}$ とすると, $Y$ は閉凸集合, 仮定 (A3) より $X$ は
コンパクトな凸集合である. また, 関数 $p,$ $q$ の凸性と仮定 (A1), (A2) より, int $Y=\{x\in R^{n} : p(x)<0\}\neq\emptyset$ ,
bd $Y=\{x\in R^{n} : p(x)=0\}\neq\emptyset$ , int $X=\{x\in R^{\mathfrak{n}} : q(x)<0\}\neq\emptyset$ , bd $X=\{x\in R^{n} : q(x)=0\}\neq\emptyset$

となる. ただし, int $Y$ と bd $Y$ はそれぞれ集合 $Y$ の内部集合と境界を表す. さらに, 問題 (DC) の制
約集合は $Y\backslash intX$ と表される. 仮定 (A1) より, $Y\backslash intX\neq\emptyset$ が分かる. 仮定 (A5) より, 関数 $p,$ $q$ は
狭義の凸関数である. したがって, 仮定 (A2) より, arg $\min\{\langle c, x\rangle :x\in Y\}=\{0\}$ が成り立つ. さらに,
arg $\min\{\langle c, x\rangle : x\in Y\}\subset$ int $X$ なので, 任意の $x\in Y\backslash intX$ に対して, $\langle c, x\rangle>0$ が成立する. ここで,
min (DC) は問題 (DC) の最適値を表すものとする. このとき, min (DC) $>0$ が成り立っ.
次の補題より, 問題 (DC) の大域的最適解の存在性が示される.

補題 21任意の $x\in Y\backslash intX$ に対して, $\langle c, y\rangle\leq\langle c, x\rangle$ を満たす $y\in Y\cap bdX$ が存在する.

補題 2.2問題 (DC) には大域的最適解が存在する.

さらに, $n\geq 2$ のとき, 次の補題が成立する.

補題 2.3 $n\geq 2$ のとき, min (DC) $= \min\{(c,x\rangle : x\in(bdY)\cap(bdX)\}$ .

注意 2.1 $n=1$ とし, 次の問題を考える.

$\{\begin{array}{ll}minimize x,subject to x\in Y\backslash intX.\end{array}$

ただし, $Y=[0,3],$ $X=[-1,1]$ である. ただし, $[a,b]=\{x\in R^{n} : a\leq x\leq b\}$ とする. このとき,
$Y\backslash intX=[1,3]$ . ここで, $\arg\min\{x:x\in Y\backslash intX\}=\{1\}$ なので, $\arg\min\{x:x\in Y\backslash intX\}\cap bdY=\emptyset$ .

3 逐次近似解法

3.1 アルゴリズム

本節では, $n\geq 2$ の場合において, 問題 (DC) に対する次の外部近似法に基づいたアルゴリズムを提案
する.

アルゴリズム OA

ステツプ $0$ . 許容誤差 $\alpha>0$ を定める. $x^{1}=Mc$ とし, $a^{1}\in int(Y\cap X)$ を選ぶ. $L_{1}\supset Y\cap X$ を満たす凸
多面体 $L_{1}$ を生成し, $H_{1}=\overline{H}_{1}=\{x\in R^{n} ; (c, x-x^{1})\leq 0\},$ $S_{1}=\overline{S}_{1}=L_{1}$ とする. $S_{1}$ の頂点集合
$V(S_{1})$ を計算する. $v^{1}=\overline{v}^{1}\in$ arg $\max\{p(v),q(v):v\in V(S_{1})\}$ を選び, $y^{1}\in[a^{1},v^{1}]\cap bd(Y\cap X)$ を

満たす $y^{1}$ を求める. $karrow 1$ とし, ステップ 1へ.

ステップ 1. 次の三つの条件のうち, 一つでも成立したらアルゴリズムを停止する.

(SC1) $y^{k}\in Y\backslash intX$ かつ \langle$c,y^{k}$ ) $\leq\alpha$ . ( $\vee\llcorner$のとき, $y^{k}$ は min (DC) $\leq\langle c,y^{k}\rangle\leq\min(DC)+\alpha$ を満
たす問題 (DC) の近似解)

(SC2) $x^{k}\in Y\backslash intX$ かつ $v^{k}\in X$ (すなわち, $S_{k}\subset X$ ). (このとき, $x^{k}$ は min (DC) $\leq\langle c,y^{k}$ ) $\leq$

min $(DC)+\alpha/2$ を満たす問題 (DC) の近似解)

(SC$) $x^{k}\in Y\backslash intX$ かつ $\overline{v}^{k}\in X$ (すなわち, $\overline{S}_{k}\subset X$). (このとき, $x^{k}$ は min (DC) $\leq\langle c,y^{k}\rangle\leq$

min $(DC)+\alpha$ を満たす問題 (DC) の近似解)
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上の条件が一つも成立しない場合にはステップ 2へ.

ステツ 72. $x^{k+1},$ $a^{k+1},$ $H_{k+1},\overline{H}_{k+1},$ $L_{k+1},$ $S_{k+1},\overline{S}_{k+1}$ を次のように定める.

$x^{k+1}=$

$a^{k+1}=\{$

$\{x^{k}y^{k}$

,
$otherwiseify^{k}\in Y\backslash$

int $X$,

$\frac{\langle c,y^{k}\rangle-\alpha}{2(c,a^{k}\rangle}a^{k}$ , if ($c,a^{k}-y^{k}\rangle$ $\geq-\alpha$ and $y^{k}\in Y\backslash intX$,
$a^{k}$ , $otherwi_{8}e$,

$L_{k+1}= \overline{H}_{k+1}=H_{k+1}=t_{L_{k}n\{x\in R^{\mathfrak{n}}:\langle\nabla p(v^{k}),x-v^{k}}L_{k^{\cap\{x\in R^{n}:\langle\nabla q(v^{k}),x-v^{k}}}\}_{+q(v^{k})\},otherwise}^{+p(v^{k})\},ifp(v^{k})>q(v^{k})}\overline{H},otherwise\{x_{k}\in R^{n}:(c,x-y^{k}\rangle\leq-\alpha\},ify^{k}\in Y\backslash intXH,otherwise\{x_{k}\in H:(c,x-y^{k}\rangle\leq-\frac{\alpha}{2}\},ify^{k}\in Y\backslash intX$

,

$S_{k+1}=L_{k+1}\cap H_{k+1}$ ,
$\overline{S}_{k+1}=L_{k+1}\cap\overline{H}_{k+1}$ .

ただし, $\nabla p(v^{k})$ は関数 $P$ の $v^{k}$ における勾配ベクトルを表す. 頂点集合 $V(S_{k+1}),$ $V(S_{k+1})$ を計算
し, 次を満たす $v^{k+1},\overline{v}^{k+1},$ $y^{k+1}$ を求める.

$v^{k+1} \in arg\max\{p(v),q(v) : v\in V(S_{k+1})\}$,
$\overline{v}^{k+1}\in$ arg $\max\{p(v),q(v) : v\in V(\overline{S}_{k+1})\}$ ,
$y^{k+1}\in[a^{k+1},v^{k+1}]\cap$ bd $(Y\cap X)$ .

$karrow k+1$ とし, ステップ 1へ.

任意の $k\geq 1$ に対し, 次が成立する.

$a^{k}\in$ int $(Y\cap X\cap S_{k})$ ,
$L_{k}\supset L_{k+1}\supset Y\cap X$,
$H_{k}\supset H_{k+1},\overline{H}_{k}\supset\overline{H}_{k+1},H_{k}\supset\overline{H}_{k+1}$ ,
$v^{k}\in S_{k},v^{k}\not\in S_{k+1)}S_{k}\supset S_{k+1}$ .

また, $\{x^{k}\}$ は次を満たす.

$\exists k’$ such that $x^{k}\in Y\backslash intX\forall k\geq k’$ ,
$\langle c, x^{:}\rangle\geq(c, x^{j})\forall i,j$ satisfying $i<j$ and $x^{i}\neq\dot{d}$ .

3.2 アルゴリズムの収束性

本節では, 無限点列 $\{v^{k}\},$ $\{x^{k}\}$ がアルゴリズム OA により生成された場合, それぞれの集積点について
議論する.

定理 3.1 アルゴリズム OA により生成された $\{v^{k}\}$ が無限点列であるものとする. このとき, $\{v^{k}\}$ の任

意の集積点は $Y\cap X$ に含まれる.
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証明. $L_{1}$ はコンパクトかつ $\{v^{k}\}\subset L_{1},$ $\{v^{k}\}$ の集積点 $v^{*}\in L_{1}$ が存在する. ここで, $g(x)= \max\{p(x),q(x)\}$

とし, 任意の $k\geq 1$ に対して,

$u^{k}=\{\begin{array}{ll}\nabla p(v^{k}), if p(v^{k})>q(v^{k}),\nabla q(v^{k}), otherwise,\end{array}$

とする. このとき, $\{u^{k}\}\subset\bigcup_{v\in L_{1}}\partial g(v)$ かつ $\bigcup_{v\in L_{1}}\partial g(v)$ はコンパクトなので (R.T.Rockafellar (1970),
Theorem 24.7), $\{u^{k}\}$ の集積点 $u$ が存在する. ただし, $\partial g(v)$ は関数 $g$ の $v$ における劣微分を表す. 一般性
を失うことなく, $v^{k}arrow v^{*},$ $u^{k}arrow u’(karrow\infty)$ と仮定できる. ここで, 矛盾を導くために, $v^{*}\not\in Y\cap X$ を仮定
する. 関数 $g$ は連続関数なので, $\lim_{karrow\infty}g(v^{k})=g(v^{*})>0$ . また, $\lim_{karrow\infty}(u^{k},v^{*}-v^{k}\rangle$ $=\langle u^{*},v^{*}-v^{*}\rangle=0$ .
したがって, $\lim_{karrow\infty}g(v^{k})+\langle u^{k},v^{*}-v^{k}\rangle=g(v)$ $>0$ が成り立つ. よって, ある $k’>0$ が存在して,

$g(v^{k’})+(u^{k’},v^{*}-v^{k’}\rangle$ $>0$ が成立する. また, $L_{k’+1}$ の定義から, $\dot{L}_{k’+1}\subset\{x\in R^{\mathfrak{n}}$ : $g(v^{k’})+(u^{k’}, x-v^{k’})\leq$

$0\}$ . よって, 任意の $k>k’$ に対して, $v^{*}\not\subset L_{k}$ となる. これは, $\lim_{karrow\infty}v^{k}=v^{*}$ に矛盾する. したがって,
$v^{*}\in Y\cap X$ が示された $\square$

定理 3.2 アルゴリズム OA により生成された $\{x^{k}\}$ が無限点列であるものとする. このとき, $\{x^{k}\}$ の任
意の集積点は問題 (DC) の大域的最適解である.

定理 32より, 次が成立する.

$\lim_{karrow\infty}(c,x^{k}\rangle$ $= \min$ (DC).

3.3 停止条件の妥当性

本節では, アルゴリズム OA の停止条件の妥当性について検証する. すなわち, 許容誤差 $\alpha$ を非零とし
た場合, アルゴリズム OA は必ず有限回の反復で終了し, 得られる近似解の目的関数値は問題 (DC) の最
適値との差が許容誤差内であること示す.

定理 3.3 $\alpha>0$ とする. このとき, アルゴリズム OA は必ず有限回の反復で終了する.

定理 S.4 アルゴリズム OA の反復 $k$ において停止条件 (SC1) が成立したものとする. このとき, $y^{k}$ は次
を満たす問題 (DC) の近似解である.

(i) $y^{k}\in Y\backslash intX$,

(ii) min (DC) $\leq\langle c,y^{k}$ ) $\leq\min(DC)+\alpha$ .
定理 3.5 アルゴリズム OA の反復 $k$ において停止条件 (SC2) が成立したものとする. このとき, $x^{k}$ は次
を満たす問題 (DC) の近似解である.

(i) $x^{k}\in Y\backslash intX$ ,

(ii) min (DC) $\leq(\bm{c},x^{k}\rangle$ $\leq\min(DC)+\frac{\alpha}{2}$ .
定理 3.6 アルゴリズム OA の反復 $k$ において停止条件 (SC3) が成立したものとする. このとき, $x^{k}$ は次
を満たす問題 (DC) の近似解である.

(i) $x^{k}\in Y\backslash intX$,

(ii) min (DC) $\leq(c,x^{k})\leq\min(DC)+\alpha$ .
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4 2次近似の導入

3章では, 切除平面法を導入した外部近似法のアルゴリズムを提案した. しかし, 多くの反復において, 実
行可能解が見つけられないため, 暫定解が更新されない. そこで, 本章では, 3で提案したアルゴリズムに 2
次近似を導入した新たなアルゴリズムを提案する.

41節では, 目的関数と制約関数が 2次関数で定義された最適化問題に対する解法について説明する. 42
節では実行可能解を見つけるための最適化問題について考え, その 2次近似問題を示す. 43節では, 反復
毎にできる限り異なった方向に実行可能解を探索するために, ペナルティ関数の導入を提案する. 44節で

は, 2次近似を導入したアルゴリズムを示す.

4.1 2次計画問題の解法

本節では次の 2次計画問題について考える.

$\{\begin{array}{ll}minimize (x-b)^{T}A(x-b),subje\alpha to x^{T}x=\beta.\end{array}$ (1)

ただし, $b\in R^{n},$ $\beta\in R(\beta>0),$ $A$ は次のような $nxn$ 行列である.

$A=(\begin{array}{lll}\lambda_{1} 0 \ddots 0 \lambda_{n}\end{array})$ , $\lambda_{\mathfrak{n}}\geq\lambda_{n-1}\geq\cdots\geq\lambda_{2}\geq\lambda_{1}>0$ .

$b^{T}b=\beta$ の場合, 明らかに $b$ が問題 (1) の解である.
次に, $b^{T}b>\beta$ の場合, 問題 (1) の制約条件を $x^{T}x\leq\beta$ に置き換えても問題の最適値, 最適解は変わら
ないことが分かる. したがって, この場合, 問題 (1) は等価な凸計画問題に変換できる. このとき, $\overline{x}$ が問

題 (1) の最適解である必要十分条件は

$\bullet X^{T}\overline{x}=\beta$ ,

$\bullet$ $\exists\mu’>0$ such that $\mu’A(\overline{x}-b)\cdot=-\overline{x}$ .
最後に, $b^{T}b<\beta$ の場合, 問題 (1) の制約条件を $x^{T}x\geq\beta$ に置き換えても問題の最適値, 最適解は変わ
らないことが分かる. したがって, この場合, 問題 (1) は等価な DC. 計画問題に変換できる. このとき, $\overline{x}$

が問題 (1) の最適解である必要十分条件は. $\overline{x}^{T}\overline{x}=\beta$,

$\bullet$ $\exists\mu’\geq\frac{1}{\lambda_{1}}$ su6 that $\mu’A(\overline{x}-b)=X$.
問題 (1) に対する解法は次のとおりである.

アルゴリズム A

1. $b^{T}b=\beta$ の場合, $b$ が問題 (1) の解である.

2. $b^{T}b>\beta$ の場合, $r_{1}(\mu)=\mu^{2}b^{T}A((\mu A+I)^{-1})^{2}Ab=\beta$ を満たす $\mu>0$ を求め, $x_{\mu}=\mu(\mu A+I)^{-1}Ab$

を計算する. ただし, $I$ は単位行列を表す. このとき, $x_{\mu}$ は問題 (1) の解である.

3. $b^{T}b<\beta$ の場合:
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3-1. $b=0$ の場合, $\sqrt{}\partial e^{1}$ は問題 (1) の解である. ただし, $e^{1}$ は第 1成分が 1でその他のすべての成分が $0$

の $n$ 次元ベクトルである.

3-2. $b\neq 0$ の場合:

$-3. $\lambda_{1}=\lambda_{n}$ の場合, $\frac{\sqrt{}\partial}{||b\Vert}$ は問題 (1) の解である.

シ 4. $\lambda_{1}<\lambda_{n}$ の場合:

3-41. $\lambda_{:}>\lambda_{1}$ を満たす任意の $i$ に対して $b_{:}=0$ の場合, $f_{\Vert b\Vert}^{fi}$ は問題 (1) の解である.

シ 4-2. $\lambda_{:}=\lambda_{1}$ かつ $b_{:}\neq 0$ を満たす $i$ と $\lambda_{j}>\lambda_{1}$ かつ $b_{j}\neq 0$ を満たす $j$ が共に存在する場合,
1

$r_{2}(\mu)=\mu^{2}b^{T}A((\mu A-I)^{-1})^{2}Ab=\beta$ を満たす $\mu>--$ を求め, $x_{\mu}=\mu(\mu A-I)^{-1}$Ab を計算する.
$\lambda_{1}$

このとき, $x_{\mu}$ は問題 (1) の解である.

シ響 3. $\lambda_{i}=\lambda_{1}$ を満たす任意の $i$ }こ対して $b_{:}=0$ の場合:

シ番$-1. $\hat{x}^{T}\hat{x}\leq\beta$ の場合, $\hat{x}+(\sqrt{\beta-\hat{x}^{T}\hat{x}})e^{1}$ は問題 (1) の解である. ただし, $\hat{x}=(\hat{x}_{1}, \ldots,\hat{x}_{n})^{T}$ は次
で与えられるものとする.

$\hat{x}:=\{\begin{array}{ll}0, if \lambda:=\lambda_{1},\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{:}-\lambda_{1}} if \lambda_{i}>\lambda:,\end{array}$ $i=1,\ldots,n$ .

3-4-$-2. $\hat{x}^{T}\hat{x}>\beta$ の場食 $r_{2}(\mu)=\beta$ を満たす $\mu>\frac{1}{\lambda_{1}}$ を求め, $x_{\mu}=\mu(\mu A-I)^{-1}$Ab を計算する. この

とき, $x_{\mu}$ は問題 (1) の解である.

ここで, アルゴリズム A の 3, 3-12, 3-4-3-2は非線形関数の解の計算であり, 一般には容易に解を求める

ことは困難である. しかし, $r_{1}’( \mu)=\sum_{l=1}^{n}\frac{2\mu\lambda_{l}^{2}b_{t}^{2}}{(\mu\lambda_{i}+1)^{3}}>0\forall\mu>0,$ $r_{2}’( \mu)=\sum_{1=1}^{n}\frac{-2\mu\lambda_{i}^{2}b^{2}}{(\mu\lambda_{1}+-)^{S}}<0\forall\mu>\frac{1}{\lambda_{1}}$ と

1なり, $r_{1}(\mu)$ は $\mu>0$ で単調増加関数, $r_{2}(\mu)$ は $\mu>--$ で単調減少関数であるので, アルゴリズム A の 3,
$\lambda_{1}$

趣』2, 34&2の非線形関数の解の近似解は容易に求めることができる.

4.2 2次近似の導入

問題 (DC) の実行可能解を求めるために、次の問題を考える.

$\{\begin{array}{ll}minimize p(x),\epsilon ubject to q(x)=0,\end{array}$ (2)

明らかに, 問題 (2) の最適解は問題 (DC) の実行可能解である. しかし, 問題 (2) の最適解は容易に見つけ
ることはできない. そこで, ある $y\in bdX=\{x\in R^{n};.q(x)=0\}$ において問題 (2) を 2次近似した次の
問題を考える.

$\{\begin{array}{ll}minimize \frac{1}{2}(x-y)^{T}\nabla^{2}p(y)(x-y)+\nabla p(y)^{T}(x-y),subject to \frac{1}{2}(x-y)^{T}\nabla^{2}q(y)(x-y)+\nabla q(y)^{T}(x-y)=0.\end{array}$ (3)
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仮定 (A5) より, $\nabla^{2}q(y)$ は正定値対称行列でる. したがって, $Q_{y}^{T}Q_{y}=$ \nabla 2q(のを満たす上三角行列
$Q_{y}\in R^{n\cross n}$ が存在する. また, $Q_{y}$ は正則であり, $(Q_{y}^{-1})^{T}\nabla^{2}p(y)Q_{y}^{-1}$ は正定値対称行列になる. よって,
次を満たす直交行列 $P_{y}\in R^{nxn}$ が存在する.

$P_{y}^{T}(Q_{y}^{-1})^{T}\nabla^{2}p(y)Q_{y}^{-1}P_{y}=(\begin{array}{lll}\lambda(y)_{1} 0 \ddots 0 \lambda(y)_{n}\end{array})$ .

ただし, $\lambda(y)_{1},$
$\ldots$ , $\lambda(y)_{n}$ は $(Q_{y}^{-1})^{T}\nabla^{2}p(y)Q_{y}^{-1}$ の固有値を表す. $(Q_{y}^{-1})^{T}\nabla^{2}p(y)Q_{y}^{1}$ は正定値行列なので,

任意の $i$ に対して $\lambda(y)_{i}>0$ が成り立つ. ここで, $z=P_{y}^{T}Q_{y}(x-y+\nabla^{2}q(y)^{-1}\nabla q(y))$ とすると, 問題 (3)
は次のように表される.

$\{\begin{array}{ll}minimize (z-b(y))^{T}A(y)(z-b(y)),subject to z^{T}z=\beta(y).\end{array}$ (4)

ただし,

$A(y)= \frac{1}{2}P_{y}^{T}(Q_{y}^{-1})^{T}\nabla^{2}p(y)Q_{y}^{-1}P_{y}$ ,
$b(y)=P_{y}^{T}Q_{y}(\nabla^{2}p(y)^{-1}\nabla p(y)-\nabla^{2}q(y)^{-1}\nabla q(y))$,
$\beta(y)=\nabla q(y)^{T}\nabla^{2}q(y)^{-1}\nabla q(y)$.

問題 (4) は 41節の議論より, アルゴリズム A で近似解を求めることができる. そこで, 問題 (4) の近似解
を $z(y)$ とすると, $x(y)=Q_{y}^{-1}P_{y}z(y)+y-\nabla^{2}q(y)^{-1}\nabla q(y)$ は問題 (3) の近似解である. そこで, $x(y)$ を

用いて次のように問題 (DC) の実行可能解を探索する.. $x(y)\neq 0$ の場合: $x’\in\{x^{:}nR^{n} : x=\eta x(y),\eta>0\}\cap bdX$ を満たす $x’$ を求め, $x’$ の実行可能性を
検証する.

$\bullet$ $x(y)=0$ の場合: $x’\in\{x^{:}nR^{\mathfrak{n}} : x=-\eta t(y),\eta>0\}\cap bdX$ を満たす $x’$ を求め, $x’$ の実行可能性を
検証する. ただし, $t(y)=y-\nabla^{2}q(y)^{-1}\nabla q(y)$ .

4.3 ペナルティ関数の導入

アルゴリズム OA の反復 $k$ において生成される $y^{k+1}$ は必ずしも問題 (DC) の実行可能解であるとは限
らない. そこで, $y^{k+1}\not\in Y\backslash intX$ の場合, 問題 (3) の解を用いて実行可能解を探索する。 しかし, 多くの場
合, 問題 (3) の解を利用するだけでは同じような方向を探索してしまうことが考えられる. 本節では, その
ような不都合を解消するために, ペナルティ関数の導入を提案する.

$k\geq 2$ において, 次の間題を考える.

$\{\begin{array}{l}\frac{1}{2}(x-y^{k+1})^{T}\nabla^{2}p(y^{k+1})(x-y^{k+1})+\nabla p(y^{k+1})^{T}(x-y^{k+1})+\sum_{:=2}^{k}\Phi_{i}(x)+\sum_{1=2}^{k}\Psi:(x)\frac{1}{2}(x-y^{k+1})^{T}\nabla^{2}q(y^{k+1})(x-y^{k+1})+\nabla q(y^{k+1})^{T}(x-y^{k+1})=0\end{array}$ (5)

ただし, 任意の $i=2,$ $\ldots,$
$k$ に対して,

$\Phi_{i}(x)=\frac{1}{2}(x-\tilde{y}^{1}+\frac{M\nabla q(\tilde{y})}{2\Vert\nabla q(\tilde{y}^{i})\Vert})^{T}\nabla q(\tilde{y}^{:})\nabla q(\tilde{y}^{i})^{T}(x-\tilde{y}+\frac{M\nabla q(\tilde{y}^{1})}{2\Vert\nabla q(\overline{y}^{i})||})$ ,

$\Psi_{i}(x)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}(x-\frac{c^{T}\tilde{y}^{1}}{2}c)^{T}cc^{T}(x-\frac{c^{T}\tilde{y}^{1}}{2}c), if \overline{y}^{1}\in Y,0, if y^{\sim 1}\not\in Y.\end{array}$
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また, 任意の $i=2,$ $\ldots,$
$k$ に対して, $\tilde{y}^{i}$ は次を満たすものとする.

$\bullet$ $y^{i}\in Y$ の場合, $\tilde{y}^{i}=y^{i}$ .. $y^{i}\not\in Y$ かつ $x’(y^{i})\neq 0$ の場合, $\tilde{y}^{i}\in\{x\in R^{n} : x=\eta x’(y^{i}),\eta>0\}\cap bdX$ ,. $y^{i}\not\in Y$ かつ $x’(y^{i})=0$ の場合, $\overline{y}^{1}\in\{x\in R^{n} : x=-\eta t(y^{:}),\eta>0\}\cap bdX$ .
ただし, $t(y^{:})=y^{1}-\nabla^{2}q(y^{i})^{-1}\nabla q(y^{:})$ であり,

$\bullet$ $i\geq 3$ の場合, $x’(y^{i})$ は問題 (5) の近似解,. $i=2$ の場合, $x’(y^{t})$ は問題 (3) の近似解.

問題 (5) は問題 (3) と同様に問題 (1) へ変換できるため, アルゴリズム A を用いて近似解を求めることが
できる.

4.4 アルゴリズム

2次近似を導入した外部近似法に基づくアルゴリズムは次のとおりである.

アルゴリズム OAQP

ステップ $0$ . 許容誤差 $\alpha>0$ を定める. $x^{1}=Mc$ とし, $a^{1}\in int(Y\cap X)$ を選ぶ. $L_{1}\supset Y\cap X$ を満たす凸
多面体 $L_{1}$ を生成し, $H_{1}=\overline{H}_{1}=\{x\in R^{\mathfrak{n}} : \langle c,x-x^{1}\rangle\leq 0\},$ $S_{1}=\overline{S}_{1}=L_{1}$ とする. $S_{1}$ の頂点集合
$V(S_{1})$ を計算する. $v^{1}= \overline{v}^{1}\in\arg\max\{p(v),q(v):v\in V(S_{1})\}$ を選び, $y^{1}\in[a^{1},v^{1}]\cap bd(Y\cap X)$ を
満たす $\overline{y}^{1}$ を求める. $karrow 1$ とし, ステップ 1へ.

ステップ 1. 次の三つの条件のうち, 一つでも成立したらアルゴリズムを停止する.

(SC1) $\overline{y}^{k}\in Y\backslash intX$ かつ \langle $c,\tilde{y}^{k}$ ) $\leq\alpha$ . (このとき, $\tilde{y}^{k}$ は min (DC) $\leq\langle c,\overline{y}^{k}\rangle\leq m\ddagger n(DC)+\alpha$ を満
たす問題 (DC) の近似解)

(SC2) $x^{k}\in Y\backslash intX$ かつ $v^{k}\in X$ (すなわち, $S_{k}\subset X$). (このとき, $x^{k}$ は min (DC) $\leq(c,y^{k}\rangle$ $\leq$

min $(DC)+\alpha/2$ を満たす問題 (DC) の近似解)
(SC3) $x^{k}\in Y\backslash intX$ かつ $\overline{v}^{k}\in X$ (すなわち, $\overline{S}_{k}\subset X$). (このとき, $x^{k}$ }ま min (DC) $\leq\langle c,y^{k}\rangle\leq$

min $(DC)+\alpha$ を満たす問題 (DC) の近似解)

上の条件がーつも成立しない場合にはステップ 2へ.
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ステップ 2. $x^{k+1},$ $a^{k+1},$ $H_{k+1},\overline{H}_{k+1},$ $L_{k+1},$ $S_{k+1},\overline{S}_{k+1}$ を次のように定める.

$x^{k+1}=$

$a^{k+1}=\{$

$\{x^{k}\tilde{y}^{k}$

,
$otherwiseify^{k}\in Y\backslash$

int $X$,

$\frac{(c,y^{k})-\alpha}{2(c,a^{k}\rangle}a^{k}$ , if $\langle c,a^{k}-y^{k}\rangle\geq-\alpha$ and $y^{k}\in Y\backslash intX$,
$a^{k}$ , $otherwi\epsilon e$,

$S_{k+1}=L_{k+1}\cap H_{k+1}$ ,
$S_{k+1}=L_{k+1}\cap\overline{H}_{k+1}$ .

頂点集合 $V(S_{k+1}),$ $V(\overline{S}_{k+1})$ を計算し, 次を満たす $v^{k+1},\overline{v}^{k+1},$ $y^{k+1}$ を求める.

$v^{k+1} \in arg\max\{p(v),q(v) : v\in V(S_{k+1})\}$ ,
$\overline{v}^{k+1}\in\arg m\alpha\{p(v),q(v) ; v\in V(S_{k+1})\}$,
$y^{k+1}\in[a^{k+1},v^{k+1}]\cap bd(Y\cap X)$ .

ステップ 3へ.

ステツプ 3.

$\bullet$ $y^{k+1}\in Y$ の場合, $\tilde{y}^{k+1}=y^{k+1}$ とする.

$\bullet$ $y^{k+1}\not\in Y$ の場合, 次を満たす $\tilde{y}^{k+1}$ を求める.

$\tilde{y}^{k+1}\in\{x\in R^{n} : x=\eta x’(y^{k+1}),\eta>0\}\cap bdX$ , if $x’(y^{k+1})\neq 0$ ,
$\tilde{y}^{k+1}\in\{x\in R^{n} : x=-\eta t(y^{k+1}),\eta>0\}\cap bdX$, if $x’(y^{k+1})=0$ .

ただし, $t(y^{k+1})=y^{k+1}-\nabla^{2}q(y^{k+1})^{-1}\nabla q(y^{k+1})$ であり, $x’(y^{k+1})$ は

- $k=1$ の場合, 問題 (3) の近似解,
- $k\geq 2$ の場合, 問題 (5) の近似解.

$karrow k+1$ とし, ステツプ 1へ.

アルゴリズム OAQP の大域的収束性は, アルゴリズム OA と同様に証明できる.

5 おわりに

本研究では, 制約関数が 2回連続微分可能な凸関数で定義された DC. 計画問題に対して, 外部近似法に
基づいた新たな逐次近似解法を提案した. 各反復において, アフィン関数である目的関数を定義しているベ
クトルを法線とする超平面を 2つ生成することにより, 必ず有限回の反復で終了し, 主問題の最適値と目的
関数値の差が許容誤差内である近似解を求めることが可能になった. また, DC. 計画問題の実行可能解を
見つけることの困難さから, 従来のアルゴリズムは多くの反復で暫定解が更新されなかった. そこで, 本研
究では 2次近似を導入することにより, 効率的に暫定解を更新できるようになった.
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