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多重ゼータ値とその与える $Q$-代数は, さまざまな分野に現れ研究されている. す
でに多くの関係式が証明されその全体像も解明されてきているが, まだ未解決の謎
が多く存在している. 今回, 多重ゼータ値の和公式の均等な細分化を与える定理を
得たので報告する.
多重ゼータ値には, ぐと表記する MZSVs と, 通常多重ゼータ値と呼ばれ $\zeta$ と表

記される MZVs の 2種類があり, MZSVs と MZVs は互いに他の線型結合で書ける.
定義は次の通りである.
許容的多重インデックス $k=(k_{1}, k_{2, )}h)$ 即ち, $k_{i}\in N,$ $k_{1}>1,$ $k_{i}>0$ に対して,
$k_{1}+\cdots+k_{n}=k$ を $k$の重さ, $n$ を $k$ の深さと呼び,

$\zeta^{*}(k)$ $= \zeta^{*}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}\geq m_{2}\geq\cdots\geq m_{n}\geq 1}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2^{2}}^{k}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$,

$\zeta(k)$ $= \zeta(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{m_{1}>m_{2}>\cdots>m_{\hslash}>0}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}m_{2^{2}}^{k}\cdots m_{n^{\hslash}}^{k}}$.

で定義される.
ここで, $k_{1}>1$ の条件を外したインデックスの集合 $I(k, n)$ を次で定義する.

$I(k,n)=$ { $(k_{1},$ $k_{2},$ $\ldots,k_{n})|k_{1}+k_{2}+\cdots+$ へ $=k,$ $k_{1},$ $k_{2},$
$\ldots,$

$k_{n}\geq 1$ }.

更に $I(k, n)$ の中の巡回同値類を次で定める. $\sigma$ を長さ n(位数 $n$ ) の巡回置換とし,

$\sigma^{j}=(\begin{array}{lll}1 2 n\tau_{j}(1) \tau_{j}(2) \tau_{j}(n)\end{array})$

と書くとき, 多重インデックス $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n}),$ $(h_{1}, h_{2}, \ldots h_{n})\in I(k, n)$ が巡回同値
であるとは,

$(h_{1}, h_{2}, \ldots h_{n})=(k_{\tau_{j}(1)}, k_{\tau_{j}(2)}, \ldots, k_{\tau_{j}(n)})$

を満たす整数 $i$ が存在することと定義する. 記号 $\prod(k, n)=I(k,n)/\sim$ で $I(k, n)$ に

おける巡回同値類の全体を表す. つまり, 一方のインデックスをサイクリックにまわ
して他方になるのが巡回同値である.
今回得た結果は以下のものである.
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Theorem 1(MZSVs の巡回和公式) $\prod(k, n)(k>n>0)$ の任意の元 $\alpha$ に対して,
以下が成り立っ.

$\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, \ldots k_{n},i+1)=\frac{k|\alpha|}{n}\zeta(k+1)$ .

ここで, 左辺の和について $k_{1}=1$ のとき $0$ とし, 右辺の $|\alpha|$ は $\alpha$ の元の個数である.

一般に, 右辺の係数 $\frac{k|\alpha|}{n}$ は常に整数となり, ほとんどの場合 $k$ に一致する. 従って,
右辺は $\zeta(k+1)$ の整数倍となる.

例えば, 重さ $k=6$ , 深さ $n=3$ のインデックス $(3, 2)$ の類を考えると, その類に
よって生成される MZSVs の和は,

$\zeta^{*}(3,2,1)+\zeta^{*}(2,2,2)+\zeta^{*}(2,3,1)=5\zeta(6)$

となる. また, 重さ $k=7$, 深さ $n=3$ のインデックス $(5, 1)$ の類を考えると, その
類によって生成される MZSVs の和は,

$\zeta^{*}(5,1,1)+\zeta^{*}(4,1,2)+\zeta^{*}(3,1,3)+\zeta^{*}(2,1,4)=6\zeta(7)$

となる.

この巡回和は, 和公式の精密化である. 和公式は多重ゼータ値のなす Q-ベクトル
空間の構造を把握する上で最も重要な関係式のひとつであると考えられている. 和
公式とは以下の関係式のことである.

任意の整数 $k>N>0$ に対して以下が成立する.

$\sum_{(k_{1},k_{2\cdots\prime}k_{n+1})\in I(k,n)}\zeta^{*}(k_{1}+1, k_{2}, \ldots k_{n+1})=(\begin{array}{l}kn\end{array})\zeta(k+1)$ .

具体的に例で見てみると, 例えば重さ $k=7$ で深さ $n=3$ のとき, 和公式では
$(5,1),(4,2),(3,3)$ の類で生成される MZSVs をすべて足し合わせると,

$\zeta^{*}(5,1,1)+\zeta^{*}(4,1,2)+\zeta^{*}(3,1,3)+\zeta^{*}(2,1,4)$

$+\zeta^{*}(4,2,1)+\zeta^{*}(3,2,2)+\zeta^{*}(2,2,3)+\zeta^{*}(2,4,1)$

$+\zeta^{*}(3,3,1)+\zeta^{*}(2,3,2)$ $=$ $15\zeta(7)$
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となる. 一方, 今回得た結果では, $(5,1)$ の類で生成される MZSVs の和は,

$(^{*}(5,1,1)+\zeta^{*}(4,1,2)+\zeta^{*}(3,1,3)+\zeta^{*}(2,1,4)=6\zeta(7)$

$(4,2)$ の類で生成される MZSVs の和は,

$\zeta^{*}(4,2,1)+\zeta^{*}(3,2,2)+\zeta^{*}(2,2,3)+\zeta^{*}(2,4,1)=6\zeta(7)$

$(3,3)$ の類で生成される MZSVs の和は,

ぐ $(3,3, 1)+\zeta^{*}(2,3,2)=3\zeta(7)$

となり, 細分化されることが分かった.

今回得たMZSVs の巡回和公式ではなく MZVs についての巡回和公式は, Hoffian
と Ohno の共同研究によって既に得られており, 次の通りである.

$k>n$ とする. 任意の元 $\alpha\in\prod(k,n)$ に対して, 以下が成り立っ.

$\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\zeta(k_{1}+1, k_{2}, \ldots, k_{n-1}, k_{n})=\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta(k_{1}-i, k_{2}, , h,i+1)$ .

ここで, 右辺の内側の和は $k_{1}=1$ のときは $0$ として扱う.

MZVsの巡回和公式は両辺とも多重ゼータ値の和となるやや複雑な関係式族であ
る. 一方, 今回得たMZSVsの巡回和公式はMZSVs の和をリーマンゼータ値の整数
倍として表記するので, 和公式の均等な細分化と言うことができ, 構造がより見や
すくなっている. よって, 巡回和の標準的な理解を示唆していると考えられる.

今回の MZSVsの巡回和公式を証明するのに, MZVs の巡回和公式の証明がヒント
となる.

MZVsの巡回和公式は, 収束級数

$T(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{a_{1}>a_{2}>\cdots>a_{n+1}\geq 0}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}a_{2}^{k_{2}}\cdots a_{n^{n}}^{k}(a_{1}-a_{n+1})}$ .

を定義し, 次の命題を証明することによって得られる.

Lemma 1 $k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}>n$ を満たす整数 $n,$ $k_{1},$ $k_{2},$
$\ldots,$

$k_{n}$ に対して以下が成り
立っ.

$T(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ $T(k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{n}, k_{1})$

$=$ $\zeta(k_{1}+1, k_{2}, \ldots, k_{n-1}, k_{n})-\sum_{:=0}^{k_{1}-2}\zeta(k_{1}-i, h, \ldots, k_{n},i+1)$ .
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右辺の和は, $k_{1}=1$ のとき $0$ として扱う.

これと類似の手法で MZSVs の巡回和公式が得られる.

まず, 収束級数

$C(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\sum_{a_{1}\geq a_{2}\geq\cdots\geq a_{n}\geq a_{n+1}\geq 1}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}a_{2^{2}}^{k}\cdots a_{n^{\mathfrak{n}}}^{k}(a_{1}-a_{n+1})}$ .

を定義する. そして次の命題を証明することによって得られる.

Lemma 2任意の自然数 $n,$ $k_{1},$ $k_{2},$
$\ldots,$

$k_{n}(k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}>n)$ に対して以下が成

り立っ.

$C(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ $C(k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{n}, k_{1})$

$k_{1} \zeta(k+1)-\sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{\mathfrak{n}},i+1)$.

任意の非負整数 $i\leq k_{1}-2(k_{1}\neq 1)$ こ対して,

$a_{1} \geq a_{2}\geq\cdots\geq\circ n\geq a_{n+1}\geq 1\sum_{a_{1}\neq a_{n+1}}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}-i}a_{2^{2}}^{k}\cdots a_{n^{\hslash}}^{k}a_{n+1}^{l}(a_{1}-a_{n+1})}$

$=$

。

$\geq a_{2}\geq\cdots\geq\circ n\geq a_{n+1}\geq 1a_{1}\neq a_{n+1}\sum_{1}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}-:-1}a_{2}^{k_{2}}\cdots a_{n}^{k_{n}}a_{n+1}^{i+1}}(\frac{1}{a_{1}-a_{n+1}}-\frac{1}{a_{1}}I$

$=$
$a_{1} \geq 0_{2}\geq\cdots\geq a_{\hslash}\geq a_{n+1}\geq 1\sum_{a_{1}\neq a_{n+1}}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}-i-1}a_{2}^{k_{2}}\cdots a_{n}^{k_{n}}a_{n+1}^{i+1}(a_{1}-a_{n+1})}$

$- \{\sum_{a_{1}\geq a_{2}\geq\cdots\geq a_{n}\geq a_{n+1}\geq 1}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}-i}a_{2}^{k_{2}}\cdots a_{n^{n}}^{k}a_{n+1}^{i+1}}-\sum_{a\geq 1}\frac{1}{a^{k_{1}-i+k_{2}+\cdots+k_{n}+i+1}}\}$

$=$

。

$a_{1} \neq a_{\hslash+1}\sum_{1\geq a_{2}\geq\cdots\geq\circ n\geq a_{\mathfrak{n}+1}\geq 1}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}-i-1}a_{2^{2}}^{k}\cdots a_{n^{n}}^{k}a_{n+1}^{i+1}(a_{1}-a_{n+1})}$

$-\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, \ldots, k_{n}, i+1)+\zeta(k+1)$ .

を得る. $i=0,1,$ $\ldots,$
$k_{1}-2$ に対して上の等式の両辺の和をとると,

$C(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ $=$ $\sum_{a_{1}\geq a_{2}\geq\cdots\geq a_{n}\geq a_{\mathfrak{n}}+\iota\geq 1}\frac{1}{a_{1}a_{2}^{k_{2}}\cdots a_{n^{n}}^{k}a_{n+1}^{k_{1}-1}(a_{1}-a_{n+1})}$

$- \sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, \ldots, k_{n},i+1)+(k_{1}-1)\zeta(k+1)$ .
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よって,

$C$ ( $k_{1},$ $k_{2},$
$\ldots$ , 砺) $=$ $C(k_{2}, k_{3}, \ldots, k_{n}, k_{1})+\zeta(k+1)$

$- \sum_{i=0}^{k_{1}-2}\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, \ldots, k_{n}, i+1)+(k_{1}-1)\zeta(k+1)$ .

となり, 命題の式が得られる. そして, $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})\in\alpha$の全ての巡回置換に対し
て上の命題を用いて, それらを足し合わせることによって,

$0=k\zeta(k+1)-\underline{n}$
$| \alpha|\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})\in\alpha}\sum_{1=0}^{k_{n}-2}\zeta^{*}(k_{1}-i, k_{2}, \ldots, k_{n},i+1)$

となり, 移項させると定理の等式が得られる.

今回得た定理は, 例えば以下のような関係式を含んでいる.
例 1
任意の自然数 $n$ に対して, (

$arrow^{22,n}$
, 2 を含むインデックスの類 $\alpha$ を考える. $\alpha$ の元

の個数は 1なので,

$\zeta^{r}(2,2, \ldots,2,1)=2n\cross\frac{1}{n}\cross\zeta(2n+1)$

$\vee n$

$=2\zeta(2n+1)$ .

という関係式が得られる.
例 2
任意の自然数 $l$ に対して, $(\underline{3,1,3,1,\ldots,3,1})$ を含むインデックスの類 $\alpha$ を考える. $\alpha$

$2l$

の元の個数は 2なので,

$\zeta^{*}(3,1,3,1, \ldots, 3,11)\vee’+\zeta^{*}(2,1,3,1, \ldots, 3,1,2)$ $=$ $4l \cross\frac{2}{2l}x\zeta(4l+1)$

$2l$

$=$ $4\zeta(4l+1)$ .

という関係式が得られる.
例 3
任意の自然数 $l,$ $n$ に対して, $(2,1, \ldots, 12,1, \ldots, 1..2,1, \ldots, 1)$$\vee’\vee’.\vee$ を含むインデック

$\underline{m-1m-1m-1}$
$lm$
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スの類 $\alpha$ を考える. $\alpha$ の元の個数は $m$ なので,

$\zeta^{*}(2,1, \ldots, 12,1, \ldots, 1 \vee’\vee’ . . .2, \vee 1, \ldots, 1,1)$ $=l(m+1) \cross\frac{m}{lm}\cross\zeta(l(m+1)+1)$

$\underline{m-1m-1m-1}$
$lm$

$=$ $(m+1)\zeta(l(m+1)+1)$ .
という関係式が得られる. この関係式の特別な場合として, $m=1$ とすると先程の
例 1の式が得られる.
このようにさまざまな MZSVsの和がリーマンゼータ値の整数倍として表示される.
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