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1 Perron-Frobenius作用素
$F:[0,1]arrow[0,1]$ を piecewise linear かつ expanding

$\xi=\lim_{narrow}\inf_{\infty}\frac{1}{n}ess\inf_{x\in[0,1]}$ log $|F^{n\prime}(x)|>0$

であり, topologically transitive であるとする. このとき, Lebesgue 測度に
絶対連続な invariant probability measure $\mu$ がただ一つ存在して, 力学系

$([0,1], \mu, F)$ は mixing であることが知られている.

このことを証明するのに $L^{1}$ からそれ自身への写像である Perron-Frobenius
作用素

$Pf(x)= \sum_{y:F(y)=x}f(y)|F’(y)|^{-1}$

のスペクトルが役にたつ (cf. for example [5, 6]). そうはいうものの, Perron-
IFNrobenius operator は compact でないので, スペクトルを決定するのは一般

には容易ではない.

一方で, Ruelle によって定義された dynamical $\zeta$ function

$\zeta(z)=\exp[\sum_{n=1}^{\infty}\frac{z^{n}}{n}\sum_{p:F^{n}(p)=p}$ I $F^{n\prime}(p)|^{-1}]$

はその Fredholm determinant を与えると形式的にみなせる. すなわち, そ

の特異点の逆数が有界変動関数全体に制限した Perron-Frobeniu8作用素のス
ペクトルになると予想される.

1.1 Symbolic Dynamics

piecewise linear 変換 $F:[0,1]arrow[0,1]$ について,

1. 有限集合 $\mathcal{A}$ が存在して区間 $\{\langle a\rangle\}_{a\in A}$ は $[0,1]$ の分割を与え, $F’$ は各
$\langle a\rangle(a\in A)$ の上で定数 $\eta_{a}^{-1}$ である.
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2. $x\in[0,1]$ に対してその展開 $a_{1}^{x}a_{2}^{x}\cdots(a_{i}^{x}\in \mathcal{A})$ を $F^{i-1}(x)\in\langle a_{i}^{x}\rangle$ で定
義すると, $F$ は $A^{N}$ のある閉部分集合 $X$ の上の shift $\theta$ と同一視できる.

3. $F$がMarkovであるとは, $F(\langle a\rangle)\cap\langle b$) の内点 $\neq\emptyset$ ならば $F(\langle a\rangle)$ の閉包は $\langle b\rangle$ を含む.
ことである. このとき, $\mathcal{A}x\mathcal{A}$ の上の構造行列を

$M_{a,b}=\{\begin{array}{ll}1 F(\langle a\rangle)\cap\langle b\rangle \text{の内点} \neq\emptyset,0 \text{その他},\end{array}$

とおくと, $X=\{a_{1}a_{2}\cdots\in \mathcal{A}^{N} : M_{aa:+1}:,=1\}$ で与えられる.

4. $\alpha=a_{1}a_{2}\cdots$ に対して, $x\in[0,1]$ でその展開が $\alpha$ に一致するものがあ
るとき, $\alpha$ は存在するという.

5. word $w=a_{1}\cdots a_{n}$ と点 $x\in[0,1]$ に対して

$\langle w\rangle$ $=$ $\bigcap_{i=1}^{n}F^{-i+1}(\langle a_{i}\rangle)$ ,

$wx$ $=$ $a_{1}\cdots a_{n}a_{1}^{x}a_{2}^{x}\cdots$ ,

$\eta_{w}$ $=$ $\prod_{i=1}^{n}\eta_{a_{i}}$ ,

sgn $w$ $=$ $\{\begin{array}{ll}+1 F^{n\prime}(x)>0(x\in\langle w\rangle),-1 \text{その他},\end{array}$

と定める. $wx$ は記号の無限列とみなし, 対応する点が存在するときはその
点と同一視する.

1.2 Renewal Equation

$g\in L^{\infty},$ $J\subset[0,1]$ について, 母関数を

$s_{g}^{J}(z)= \sum_{n=0}^{\infty}z^{n}\int_{J}g(F^{n}x)dx$

で定義しよう. この母関数は Perron-Frobenius 作用素を用いて

$s_{g}^{J}(z)$ $=$ $\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}\int P^{n}1_{J}(x)g(x)dx$

$=$ $\int(I-zP)^{-1}1_{J}(x)g(x)dx$

と表される. したがって, 形式的にはこの母関数の特異点がPerron-Frobenius
作用素のスペクトルの逆数であることがわかる.
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$F$ が Markov のときには

$\Phi(z)_{a,b}$ $=$ $\{\begin{array}{ll}z\eta_{a} F(\langle a\rangle)\cap\langle b\rangle \text{の内点} \neq\emptyset,0 \text{その他},\end{array}$

$s_{g}(z)$ $=$ $(s_{g}^{\langle a\rangle}(z))_{a\in A}$ ,

と定義すると,

$s_{g}^{J}(z)= \int_{J}g(x)dx+\sum_{n=1}^{\infty}z^{n}\int_{J}g(F^{n}x)dx$

とわけて, 後半を $n$ を $n-1,$ $F(x)$ を $x$ と取り直すことで,

$s_{9}(z)=( \int_{(a\rangle}g(x)dx)_{a\in A}+\Phi(z)s_{g}(z)$

すなわち

$s_{9}(z)=(I- \Phi(z))^{-1}(\int_{(a\rangle}g(x)dx)_{a\in A}$

を得ることができる. このことから $s_{9}(z)$ の特異点, すなわち $P$ のスペクト
ルの逆数は, $\det(I-\Phi(z))=0$ の解であることが言える.
それだけでなく, $\Phi(z)$ は本質的に構造行列であることを思い出せば, $\Phi(z)^{n}$

のトレースは $n$ 周期点に対応し $\zeta(z)=m^{1}\det I-\Phi(z$ であることを示すのは困
難ではない. したがって, Markov の場合には力学的ゼータ関数は全空間で
meromorphic な関数に拡張できた.
このことは先に予想した結論をラフな形ではあるものの証明したことにな

る. 実際には, 今構成した renewal equation は特別な区間に対応する母関数に
ついてのみ考えているので, 限られた特異点しか得られない. そこで renewal
equation を拡張することで, $|z|<e^{-\xi}$ をみたす $z$ は有界変動関数に制限した
Perron-Frobenius 作用素のスペクトルであることがわかる. 以上をまとめれ
ば力学的ゼータ関数は ( $\det(I-\Phi(z))^{-1}$ に等しく, その特異点のうち国 $<e^{\xi}$

をみたすものが有界変動関数に制限した Perron-Frobenius 作用素のスペクト
ルの逆数になることが示される.
以上の性質から $\det(I-\Phi(z))$ を YYedholm determinant とよび, $\Phi(z)$ を

IFMredholm Matrix とよぶことにしよう.

例 1

$F(x)= \frac{1+\sqrt{5}}{2}x$ $(mod 1)r_{J}$ ら $M=(\begin{array}{ll}l 11 0\end{array})$

$\Phi(z)=(z\frac{\frac{r_{5-1}}{\sqrt{5}^{2}-1}}{2}z$

多
$\frac{\sqrt{6}-1}{0^{2}})$
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$\det(I-\Phi(z))=(1-z)(1+\frac{2}{3+\sqrt{5}}z)$

Pewon-Frobenius 作用素の固有値 1ま 1と $- \frac{2}{3+\sqrt{5}}$ を得るが, $|z| \leq\frac{\sqrt{5}-1}{2}$ 以下
の $z$ はすべて固有値となる. したがって, 孤立した特異点は 1しかない. 以上
より, 力学系は混合的であることがわかり, decay rate of comlation は $\frac{\sqrt{5}-1}{2}$

に等しい.
さらに, 不変確率測度の密度関数も混合的であれば, $\Phi(z)$ の $z=1$ の固有

ベクトルから得られる. 実際, $\int_{J}g(F^{n}(x))dx$ は $|J| \cross\int gd\mu$ に収束する. こ

こで $|J|$ は区間 $J$ のルベーグ測度である. このことから

$\lim_{z\uparrow 1}(1-z)s_{g}(z)=(|\langle a\rangle|\int gd\mu)_{a\in A}$

であることと

$\lim_{z\uparrow 1}(1-z)s_{9}(z)=\lim_{z\uparrow 1}(1-z)(I-\Phi(z))^{-1}(\int_{\langle a\rangle}gdx)_{a\in A}$

であることを比較すればよい.

1.3 Signed Symbolic Dynamics

今までの議論をより一般の pieCeWiSe linear 変換について拡張しよう.
区間 $J$ に対して, $( \sup J)^{+}$ と $( \inf J)^{-}$ を $J^{+}(J^{-})$ とそれぞれ表す. とく

に $\langle a\rangle^{+}$ と $\langle a\rangle^{-}$ を $a^{+},$ $a^{-}$ と表し $\overline{A}=\{a^{\sigma}\}_{a\in A,\sigma=+,-}$ とおく. これを符号
付きアルファベットとよぶ. さらに

$x<\sigma y$ $=$ $\{\begin{array}{ll}x<y if \sigma=+,x>y if \sigma=-,\end{array}$

$\sigma(y^{\sigma},x)$ $=$ $\{\begin{array}{ll}+\frac{1}{2} y^{\sigma}>_{\sigma}x, or y^{\sigma}=x if y^{\sigma}\in\langle a_{1}^{y}\rangle,-\frac{1}{2} otherwise,\end{array}$

$\epsilon(\theta^{n}y^{\sigma})$ $=$ $\sigma$ , $(n\geq 0)$

$\delta[L]$ $=$ $\{\begin{array}{ll}1 L is true,0 otherwise\end{array}$

とおく. $\alpha=\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots(\alpha_{n}\in \mathcal{A})$ を $y\in[0,1]$ の展開, $\sigma=+$ または – とし
て, $\tilde{\alpha}=y^{\sigma}$ について

$s^{\tilde{\alpha}}(z,x)= \sigma(\tilde{\alpha},x)+\sum_{n=1}^{\infty}z^{n}\sum_{|w|=n}\eta_{w}\delta[w[1]=\tilde{\alpha}_{1}, \exists\theta wx]\sigma(\tilde{\alpha},wx)$

とおけば, 区間 $J\subset\langle a\rangle(a\in A)$ について

$s^{J}(z,x)= \sum_{\sigma=+,-}s^{J^{\sigma}}(z,x)$ $a.e.x$ (1)
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が成り立っ. renewal equation を定義する際に, 区間の像を追う必要があるが,

Markov でないときには, 区間の像を追うことはほとんど不可能である. 一方,

区間の端点にのみ依存する $s^{j+}(z, x)$ および $s^{J^{-}}(z,x)$ についてならば renewal

equation の構成が可能になる. それと (1) を用いて Perron-Frobenius 作用
素の固有値を求めることができる. 実際,

1. $\chi^{\tilde{\alpha}}(z,x)=\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}\eta_{\tilde{\alpha}_{1}\cdots\overline{\alpha}_{n}}\sigma(\theta^{n}\tilde{\alpha},x)$,

2. $\phi(\tilde{\alpha},\tilde{b})=\{\begin{array}{ll}\text{十} \frac{1}{2} \tilde{b}\leq(\tilde{\alpha}_{2}\rangle^{-},-\frac{1}{2} \tilde{b}>\langle\tilde{\alpha}_{2}\rangle^{-},\end{array}$

3. $\Phi(z)_{\overline{\alpha},\tilde{b}}=\epsilon(\tilde{\alpha})\sum_{n=1}^{\infty}z^{n}sgn(\tilde{\alpha}_{1}\cdots\tilde{\alpha}_{n})\eta_{\tilde{\alpha}_{1}\cdots\overline{\alpha}_{n}}\phi(\theta^{n-1}\tilde{\alpha},\tilde{b})$ .

とおき

$s_{g}(z)$ $=$ $(s_{9}^{a^{\sigma}}(z))_{a\in A,\sigma=+,-}$ ,

$\chi_{g}(\sim)$ $=$ $(\chi_{g}^{a^{\sigma}}(z))_{a\in A,\tau--+,-}$ ,

と定義すれば, Markov の場合と同様の renewal equation

$s_{g}(z)=(I-\Phi(z))^{-1}\chi_{g}(z)$

を得て. det(I $-\Phi(z)$ ) $= \frac{1}{\zeta(z)}$ の $0$ 点により, $|z|>e^{-\xi}$ における Perron-
Frobenius作用素のスペクトルを決定できる ([7, 8]).

2 Perturbed Perron-IFhrobenius operator
今までの 1次元の変換のエルゴード性に関する Perron-Frobenius作用素の

話題を拡張しよう. そのために 2種類の摂動

$P_{\alpha}f(x)$ $=$
$\sum_{y:F(y)=x}f(y)|F’(y)|^{-\alpha}$

$P_{h}f(x)$ $=$
$y: \sum_{F(y)=x}f(y)|F’(y)|^{-1}e^{ih(x)}$

$(h\in L^{\infty})$

について考える. $P_{\alpha}$ は Hausdorff次元の研究, $P_{h}$ は中心極限定理 ([16]) や
large deviation の研究に用いる.

2.1 Hausdoff Dimension

例 2 piecenise linear Markov変換の例を考えよう.

Cantor集合を図 1のように

$C=\{x\in I:F^{n}(x)\in\langle a)\cup\langle c\rangle\}$
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と定義する. この例では一見 Markov でないように見えるが, 端点 1の像が

区間 \langle $b$) に入ることから Markov であることがわかる.

$\Phi_{\alpha}(z)=(\begin{array}{ll}z\eta_{a}^{\alpha} z\eta_{a}^{\alpha}z\eta_{b}^{\alpha} 0\end{array})$

とおけば長さ $n$ のワードによる被覆の合計長さは

$(1, 1)\Phi_{\alpha}^{n-1}(1)(|\begin{array}{l}\langle a\rangle\langle c\rangle\end{array}|)$

をみたす. したがって

$\det(I-\Phi_{\alpha}(1))=0$

の最大根 $\alpha$ が Hausdorff次元になることが予想される.
証明の概要を与えよう. $\alpha_{0}$ を $\det(I-\Phi_{\alpha}(1))=0$ の最大根とする. $\Phi_{\alpha 0}(1)$

の固有値 1の固有ベクトルを $(\begin{array}{l}l_{a}l_{c}\end{array})$ とすると亀 図 1のような写像 $G$ を考え

ることができる. この $G$ と $F|c$ とは記号力学系が等しい.
測度 $\mu$ の Hausdorff次元 $dinz_{\mu}$ とは $C$ を測度が $\delta$ 以下のワードによる被覆

$\sum_{w}(\mu(\langle w\rangle))^{\alpha}$ を考えて, この $\delta\downarrow 0$ の極限の臨界点をもって, 通常の Hausdorff
次元と同様に定義したものである. この定義から次の定理を得る.

定理 1(Billingsley の定理 ([2])) 2つの測度 $\mu_{1},\mu_{2}$ について

$C \subset\{x\in I:\lim_{narrow\infty}\frac{\log\mu_{1}\langle a_{1}^{x}\cdot.\cdot..a_{n}^{x}\rangle}{\log\mu_{2}\langle a_{1}^{x}a_{n}^{x}\rangle}=\alpha\}$

をみたすならば $\dim_{\mu_{2}}=\alpha\dim_{\mu\iota}$ をみたす.

この定理を我々の Cantor集合に適用しよう.
$\mu_{1}$ は $G$ の作用する単位区間の上のルベーグ測度を記号力学系を経由して

$C$ に induce したものとする. 明らかに $\dim_{\mu_{1}}=1$ である. 一方, $\mu_{2}$ は $F$ の

作用する単位区間の上のルベーグ測度とすると

$\dim_{\mu_{2}}=\alpha_{0}\dim_{\mu_{1}}=\alpha_{0}$
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$B$

Koch Curve Sierpinskii Gasket
図 2: 2次元のフラクタルの例

をみたすことがわかる.
最後に測度の Hausdorff次元 $\dim_{\mu_{2}}$ が $C$ の通常の Hausdorff次元と等しい
ことも多少技術的な計算をすれば導かれる ([13]).
この例をより一般の場合に拡張してみよう. Markov型でない場合にも, 符

号付き記号力学系を用いれば摂動 Perron-Frobenius 作用素に対応する摂動
IFYedholm Matrix $\Phi_{\alpha}(z)$ を構築できる. これを用いて

$\det(I-\Phi_{\alpha}(1))=0$

をみたす $\alpha_{0}$ が求める Hausdof次元になることは, 上に示した Markov型の
ときと同様に $\Phi_{\alpha_{0}}(1)$ の固有値 1の固有ベクトルから作られる 1次元力学系
と対比することで証明される ([11, 4]). その他, tree の次元の計算も可能で
ある ([15]).
符号付き記号力学系とはアルファベットに対応する集合の端点により, 内側
と外側にわけていると解釈できる. そこで高次元の場合にもアルファベット
に対応する集合の境界を 2次元なら頂点と辺に分解し, 3次元なら頂点, 辺,

面に分解して内側と外側にわけることで高次元の符号付き記号力学系を作る
ことができる ([9, 10, 12]).
図 2のようなフラクタルを考えよう. Koch 曲線では三角形 ADE が除かれ
る領域, Sierpinskii gasket では三角形 DEF が除かれる領域とする. 写像は
Koch 曲線では三角形 ACD が A を不動点として反転して ABC 内に写像, ま
た, 三角形AEB も A を不動点として反転して ABC 内に写像する. Sienpinskii
gasket でも三角形 CDE は $C$ を不動点として反転して写像, 三角形 EDF も
$E$ を不動点として反転して写像, 三角形 AEF だけは A を不動点としてその
まま拡大するとする.
それぞれの写像が三角形 ABC全体に広がるとき得られる Cantor集合がも
ともとの Koch 曲線や Sierpinskii gasket であるが, 全体に広がらない場合で
も符号付き記号力学系を用いれば完全な自己同型写像ではないフラクタルの
次元を計算できることがわかる ([14]).
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2.2 Large Deviation
$h\in L^{\infty}$ を与えて, $F$ によるランダムウォーク $S_{n}h(x)= \sum_{k=0}^{n-1}h(F^{k}(x))$

を考えよう. 母関数

$\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}m\{x\in J:A\leq\frac{1}{n}S_{n}h(x)\leq B\}$

を定める. 大数の法則によれば $\frac{1}{n}S_{n}h(x)$ は $\int hd\mu$ ( $\mu$ は不変確率測度) に
概収束する. large deviation とは $A$ と $B$ の間に $\int hd\mu$ を含まないとき,
$m \{x\in J:A\leq\frac{1}{n}S_{n}h(x)\leq B\}$ が $0$ に収束するスピードである. これには
上の式により, この母関数の収束半径を求めればよいことがわかる.
特性関数 $\phi_{n,h}^{J}(t)=\int_{J}e^{itS_{n}h}dx$ . を用いると, 反転公式を用いれば,

$\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}m\{x\in J:A\leq\frac{1}{n}S_{n}h(x)\leq B\}=\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}|J|\mu_{n,h}^{J}[nA,nB]$

$= \sum_{n=0}^{\infty}z^{r\iota}\frac{1}{2\pi i}\lim_{Tarrow\infty}\int-T\frac{e^{-itnA}-e^{-itnB}}{t}\phi_{n,h}^{J}(t)dtT$

を得る. これを変形すると

$\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}m\{x\in J:A\leq\frac{1}{n}S_{n}h(x)\leq B\}$

$= \sum_{n=0}^{\infty}z^{n}\frac{1}{2\pi i}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{e^{-itnA}-e^{-itnB}}{t}\int P_{th}^{n}1_{J}(x)$ dxdt

と摂動 Perron-Frobenius作用素で表現できる. さらに弱大数の法則により積
分の順序交換ができて

$\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}m\{x\in J:A\leq\frac{1}{n}S_{n}h(x)\leq B\}$

$= \int dx\frac{1}{2\pi i}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{dt}{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}(I-zP_{th_{A}})^{-1}1_{J}-(I-zP_{th_{B}})^{-1}1_{J})(x)$

と表すことができる. ここで $h_{A}(x)=h(x)-A$ である.

$h(x)$ は ($a\rangle$ の上で定数 $h(a)$ であると仮定する.

$s_{h}^{J}(z,x)= \sum_{n=0}^{\infty}z^{n}\sum_{|w|=n}1_{J}(wx)e^{iS_{n}h(wx)}\eta_{w}$

とおくと

$\int-$

$= \int\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}P_{h}^{n}1_{J}(x)dx=\int(I-zP_{h})^{-1}1_{J}(x)dx$
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Markov 型ならば

$\Phi_{h}(z)_{a,b}$ $=$ $\{\begin{array}{ll}z\eta_{a}e^{ih(a)} if F(\langle a\rangle)\supset\langle b\rangle,0 otherwise,\end{array}$

$s_{h}(z,x)$ $=$ $(s_{h}^{\langle a\rangle}(z,x))_{a\in A}$

$\chi(x)$ $=$ $(1_{\langle a\rangle}(x))_{a\in A}$

とおけば, 前と同様に renewal equation が構成できて

$s_{h}(z,x)=(I-\Phi_{h}(z))^{-1}\chi(x)$

が成り立つ. また,

$\sum_{n=0}^{\infty}\text{多^{}n}m\{x:A<\frac{1}{n}S_{n}h(x)<B\}$

$= \frac{1}{2\pi i}\sum_{a\in A}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{dt}{t}\int\{s_{th_{A}}^{(a\rangle}(z,x)-s_{th_{B}}^{(a\rangle}(z,x)\}dx$

さらに

$\frac{1}{2\pi i}\sum_{a\in A}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{dt}{t}\int s_{th}^{(a\rangle}(z,x)dx$

$= \frac{1}{2\pi i}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{dt}{t}(1, \ldots, 1)(I-\Phi_{th}(z))^{-1}(|\langle a\rangle|)_{a\in A}$

と perturbed Fredholm matrix $\Phi_{h}(z)$ で表現できる.
もっとも簡単な Bernoulliの場合に限ろう. $F$ を Bernoulli, すなわち $F(\langle a\rangle)$

の閉包が $[0,1]$ に一致するとする. この場合, perturbed Fredholm matrix は

$\Phi_{h}(z)_{a,b}=z\eta_{a}e^{ih(a)}$

と簡単な形で与えられ, $(1, \ldots, 1)$ は固有値 1の固有ベクトルになり, さらに

$\det(I-\Phi_{h}(z))$ $=$ 1- $\sum_{a\in A}z\eta_{a}e^{ih_{o}}=1-z\int e^{ih(x)}d\mu$

が成り立つことから

$\sum_{n=0}^{\infty}z^{n}m\{x:A<\frac{1}{n}S_{n}h(x)<B\}$

$= \frac{1}{2\pi i}\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}\frac{dt}{t}(\frac{1}{1-z\int e^{ith_{A}}d\mu}-\frac{1}{1-z\int e^{uh_{B}}d\mu})$

を得る. ここで $\lim_{Tarrow\infty}\int_{-T}^{T}dt$ を複素積分で行えば, 円の上の積分は $Tarrow\infty$

で無視できて, 半円内の留数を計算すればよい. $t=0$ に特異点があるが

$\lim_{tarrow 0}\frac{t}{t(1-z\int e^{ith}d\mu)}=\frac{1}{1-z}$
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より, この項は $h=h_{A}$ と $h=h_{B}$ でキャンセルする.
$t=t0=t_{A}(z_{0})$ と $z0\in \mathbb{R}$ で $\frac{\phi(z)}{z-zo}$ となるような場合をみつけよう. テイ

ラー展開により

$\int h_{A}e^{ith_{A}}d\mu$ $=$ $\int h_{A}e^{it_{0}h_{A}}e^{i(t-t_{0})h_{A}}d\mu$

$=$ $\int h_{A}e^{it_{0}h_{A}}(1+i(t-t_{0})h_{A}+O(t-t_{0}))d\mu$,

そこで $z0$ で $t_{A}(z)$ で展開すると

$\int h_{A}e^{ith_{4}}d\mu=\int h_{A}e^{it_{0}h_{A}}d\mu+O(z-z_{0})$

したがって,

$\int h_{A}e^{it_{O}h_{A}}d\mu=0$

すなわち

$\frac{d}{dt}\int e^{ith_{A}}d\mu|_{t=to}=0$ , もしくは $\frac{\partial}{\partial t}\det(I-\Phi_{th}(z))=0$

をみたさなければならない. $\int e^{sh_{A}}d\mu$ の最小値を与える $s_{A}$ はただ一つであ

る. 一方で, $z \int e^{it(z)h_{A}}d\mu=1$ から $1=z_{0} \int e^{it(z_{O})h_{A}}d\mu=z_{0}\int e^{\epsilon_{A}h_{A}}d\mu$ し

たがって

$z_{0}=( \int e^{s_{4}h_{A}}d\mu)^{-1}$

を得る. この結果は次の Cramerの定理の別証明になっている. 図 3は Bernoulli
型の場合の $(s, z)$ の曲線の例である. この極大値に対応する $z$ が large devi-
ation を与えることがわかる.

岩

$s$

図 3: $\eta_{a}=\frac{1}{4},$ $\eta_{b}=\frac{3}{4},$ $h_{A}(a)=1,$ $h_{A}(b)=-1$

定理 2 (Cramer) $\{X_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を独立同分布とする. 任意の $a>E(X_{1})$ につ

いて

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ log $P \{S_{n}\geq an\}=-\sup_{t\in R}(at-\log(E[e^{tX_{1}}]))$
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それでは Markov の場合にも考えてみよう.

$F(x)=\{\begin{array}{ll}\eta_{a}^{-1_{X}} x\in\langle a\rangle,\eta_{c}^{-1}(x-\eta_{a}) x\in\langle b\rangle,\end{array}$

ここで, $F(\langle a\rangle)=\langle a\rangle\cup\langle b$), $F(\langle b\rangle)=\langle a\rangle$ とする. したがって, $\eta_{a}+\eta_{a}\eta_{b}=1$

が成り立つ.
The perturbed Perron-Frobenius matrix は

$\Phi_{h}(z)=(\begin{array}{ll}ze^{ih(a)}\eta_{a} ze^{ih(a)}\eta_{a}ze^{ih(b)}\eta_{b} 0\end{array})$

で与えられる. そこで

$\det(I-\Phi_{h}(z))=1-ze^{ih(a)}\eta_{a}-z^{2}e^{i(h(a)+h(b))}\eta_{a}\eta_{b}$

をみたす. この場合にも $\det(I-\Phi_{ish}(z))=0$ の解, $z=z(s)$ の最小の極値を
探せばよい. 図 4では 2つの分枝があるが, 極値は $z>0$ において 1つ定ま
る. これが large deviation を与える. より複雑な Markov になれば分枝はい
くつか現れるが, その極値をみればよいことがわかる. 一般の場合にも, 符

$z$

$s$

図 4: $\eta_{a}=\eta_{b}=\frac{-1+\sqrt{5}}{2},$ $h_{A}(a)=2,$ $h_{A}(b)=-3$

号付き記号力学系に表現して, $\det(I-\Phi_{i\epsilon h}(z))=0$ の解, $z=z(s)$. の最小
の極値を探せばよい.
ただし, 分枝が無限に現れることになるので, 表現は必ずしもきれいとい
うわけではない. 摂動が $0$ になる場合 $(0,1)$ を通ることから, おそらく, こ

の点を通る分枝の極値が large deviation を与えると思われるが, 残念ながら
証明はまだできていない.
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