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概要

Papadimitriou ら (1990) はタスクの複製を許す通
信遅延のあるスケジューリング問題が NP完全であ
ることを示すとともに, 近似精度 2のアルゴリズム
を与えた. また, 小松ら (2006) による DAG の高さ
を 2に制限した問題に対する近似精度 1.4のアルゴ
リズム, 清水ら (2006) による DAG の高さを 3に制
限した問題に対する近似精度 $\frac{6}{3}(=1.66)$ のアルゴ
リズムが Papadimitriou らの結果を改善した結果で
ある.
本研究では DAG の高さを 4に制限した問題に
対して近似精度 $\frac{49}{26}(=1.88)$ であるアルゴリズムを
示す.

1 はじめに

並列処理システムでは, タスクのプロセッサ上で
の実際の処理時間の他に, 異なるプロセッサに割り
当てられたタスク間の通信のために通信遅延が発生
する. タスク全体の処理時間を短縮するには, 通信
遅延を考慮に入れた良いタスクスケジューリングア
ルゴリズムが必要である. しかし, 通信遅延を考慮
したタスクスケジューリング問題は一般に NP 完全
[1] であるため, 実行効率の良い近似アルゴリズムが
求められている.

[1] では, タスクの複製を許したときに, この問題
の NP 完全性と近似精度 2を持つアルゴリズムを示
しているが,2未満の近似精度を持つアルゴリズムが
存在するかどうかを未解決問題としていた. ここで,
近似アルゴリズムの近似精度を近似解/最適解と
定義する. [2] では,DAG の高さが 2, 各タスクの処
理時間が 1, 通信遅延時間が一定という条件下でも,
この問題は NP 完全であることを示した. [3] では,
各タスクの処理時間が 1, 通信遅延時間が一定の場
合に, DAG から再構成される二部グラフの最大マッ
チングの辺の本数に着目することにより, タスク間
の依存関係をより詳細に解析し,近似精度 $2- \frac{1}{1.67e}$

のアルゴリズムを示した. ここで $c$ とは DAG の高
さが大きくなるに従って大きくなる値であり, 詳細
については [3] を参照されたい.

[4] では, タスクの処理時間, 通信遅延時間が共に可
変のとき, 高さが 2の DAG に対して近似精度 14の
アルゴリズムを示している. [5] では, 高さ 3の DAG
に対して, 最大マッチングを繰り返し適用すること
で近似精度 $E(=1.66)$ のアルゴリズムを示した.
本研究で}\S , 高さ 4の DAG に対して,[5] と同様に

最大マッチングを繰り返し適用する方法をとるが,
レベル 3のタスクのスケジュール時刻を精密に計算
することにより, 近似精度 $\frac{49}{26}(=1.88)$ のアルゴリ
ズムを示す.

2 準備

通信遅延を考慮したタスクスケジューリング問題
とは, 複数のタスクと, 各タスクを頂点とし各タス
ク間の依存関係を有向辺とした非循環有向グラフ
(DAG) と, 各タスクの実行時間と, 各プロセッサ間
の通信遅延時間が与えられたときに, すべてのタス
クの実行を最短時間内に終了するスケジュールを求
める問題である. ここでスケジュールとは各タスク
に対する, 開始時刻と処理を行うプロセッサの割り
当てである. なお, スケジュールは各タスクの開始
時刻に非負整数を割り当てるものと仮定する.
非循環有向グラフ (DAG) $G=(V, E)$ に対し
て,(u, $v$) $\in E$ となる頂点 $u$ が存在しないとき, $v$

を $G$ の根 (又はソース) という. $v\in V$ のレベル
とは $G$ の根から $v$ への最大パス長で, level(v) と
表記し, DAG の高さを $\max\{level(u)|u\in V\}$ と定
義する. 本研究で用いる前提条件を以下に示す.

(1) 等しい機能を持つプロセッサを無制限に使用で
きる

(2) 各タスクの処理時間は正整数

(3) 各タスクの通信遅延時間は正整数
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(4) タスクの複製を許す

この前提の下で, 高さ $L(L\leq 4)$ の DAG $G=$
(V, $E$) をスケジューリングの対象とする. ここで,
$V$ はタスクの集合, $E$ はタスク間の依存関係を表す
有向辺の集合である. このとき (1),(4) より, レベル
$L$ の頂点はただ一つとしても一般性を失わず, その
頂点をがと表す. また, タスク $v^{*}$ をスケジュール
するプロセッサをメインプロセッサ, それ以外のプ
ロセッサを外部プロセッサと呼ぶ. $v\in V$ には処理
時間 $x(v)$ と通信遅延時間 $\tau(v)$ があるが, $v$ を $x(v)$

個複製し, 通信遅延時間を $\tau(v)+x(v)-1$ とするこ
とで一般性を失うことなく処理時間を 1と仮定で
きる (付録 A を参照). 従って, 以後各タスクの処
理時間を 1とする. 以下では, 集合 $A$ の要素数を
$|A|$ で表す.

定確 1 $([1J)$

$v\in V$ のスケジュール時刻の下界 e-value $e(v)$ を
以下で定める. また,f-vdue $f(v)$ を $f(v)=e(v)+$
$x(v)+\tau(v)$ と定義する.

$\bullet$ $v$ が DAG の根である場合, $e(v)=0$ .. そうでない場合, 次のように計算する. $v$ の

先祖の集合を $U$ と仮定する. $u\in U$ の

f-value を求め,f-vdue の降順に並べたものを
$u_{1},$ $u_{2},$ $\ldots,u_{|U|}$ とする. したがって, $f(u_{1})\geq$

$f(u_{2})\geq$ . . . $\geq f(u_{|U|})$ が成立する. ここ

で, 整数 $j(f(u_{k})>i\geq f(u_{k+1}))$ と, $u_{1}$ か
ら晦までのノードのうち, それらのノード
のみを含んだ $v$ へのパスが存在するノードで
構成される部分 DAG $N_{j}(v)$ を考える. つま
り, $N_{j}(v)=\{1\leq;$ $\leq k,$ $\{u_{1}, \ldots, u_{k}\}$ の頂
点のみを経由して, $u$;から $v$ へのパスが存在
する. } である. $v:\in\{N_{j}(v)\backslash v\}$ の $e(v_{1})$ が
$e(v_{1})\geq e(v_{2})\geq\ldots\geq e(u_{l})$ とソートされてい
ると仮定すると, $N_{j}(v)$ に含まれる全タスクの
実行終了時刻の下界 $L_{j}$ は $L_{j}= \max_{l}(e(v_{i})+i)$

である. このとき $i\geq L_{j}$ となる最小の $j$ を
$e(v)$ と定義する

このように計算された e-value $e(v)$ がタスク $v$ の

実行開始時間の下界となる証明については文献 [1J
を参照されたい.

定義 2 $v$ のスケジュール時刻の下界を low とし,
$l\alpha v$ の初期値を $e(v)$ とする. また, $v$ の最適スケ
ジュール時刻を $w^{t}$ と表す $low\leq opt$ が成立する.

定膿 3互いに素な頂点集合 $U,$ $U’$ において辺の
集合 $A=E\cap(UxU’)$ のマッチング $\mathcal{M}$ とは, $A$

の部分集合で, すべての頂点 $v\in U\cup U’$ について
$v$ を端点とする辺が高々1つしかないものである.

定膿 4任意のマッチング $\mathcal{M}’$ に対して $|\mathcal{M}|\geq|\mathcal{M}^{l}|$

が成り立つようなマッチング $\mathcal{M}$ を最大マッチング
と呼ぶ.

3 近似アルゴリズム

本節では,DAG の高さが 4の場合における近似精
度 $\frac{49}{26}(=1.88)$ のアルゴリズムを示す. 以下では, タ
スクの集合 $X$ をプロセッサにスケジュールすると
は, $X$ のすべての要素を下界 e-value の値の小さい
順にプロセッサにスケジュールすることを表す.

補題 1入力の DAG の高さが 0,1のとき, 最適スケ
ジュールが可能.

証明) DAG の高さが 0,1のそれぞれについて, 最
適スケジュールが可能であることを示す.

$\bullet$ 高さが $0$ のとき, $v^{*}$ をメインプロセッサに時刻
$0$ からスケジュールする.

$\bullet$ 高さが 1のとき,f-value が low よりも大きい
タスクを時刻 $0$ からメインプロセッサにスケ
ジュールし, その他のタスクは時刻 $0$ から外部
プロセッサにスケジュールする. $v$ }ま時刻 $l\alpha v$

にメインプロセッサにスケジュールする. この
スケジュールが最適であることは, e-vdue の定
義より明らか.

口

頂点集合 $U_{1}$ を次のように定義する.

$U_{1}=\{u|f(u)>l\alpha v\}$

$l=|U_{1}|$

ここで, $U_{1}$ の各頂点は $U_{1}$ の頂点のみを経由して
がに到達可能であると仮定する. また, $U_{1}$ の要
素を e-value の降順に並べたものを $u_{1}$ . $u_{2}\ldots$ , $u\iota$

とする. したがって, $e(u_{1})\geq e(u_{2})\geq\ldots\geq e(u_{l})$

が成立する. このとき, 定義 1より, $v^{*}$ の下界は
$\max_{1\leq i\leq l}(e(u_{i})+i)$ である. ここで,

$\lfloor 0.4e(uj)\rfloor+j=\max_{1\leq:\leq l}(\lfloor 0.\ (u:) \rfloor+i)$

と定義する.

補題 2 $\max(low+\lfloor 0\cdot 4e(u_{J})\rfloor+j,3Alow)$ は $v$ の上
界となる.

証明) $U_{1}$ の要素 $u$ 又は $v$ の親 $w(f(w)\leq l\alpha v)$

について考える.

(1) level$(w)=0,1$ のタスクは, 補題 1より, 最
適なスケジューリングが可能なため, これらの
タスクの実行結果は時刻 $l\alpha v$ にはメインプロ
セッサへの通信が完了している.

(2) level$(w)=2$ のタスクは, 近似精度 1.4での
スケジューリングが可能であり [41$\cdot$

$u$ はメイ
ンプロセッサに時刻 $\lfloor 1.4e(w)\rfloor+\tau(w)+1$ 以降
にスケジュール可能となる. ここで, $f(w)=$
$e(w)+\tau(w)+1\leq l\alpha v$ , $e(w)\leq e(u)$ より,
$\lfloor 1.4e(w)\rfloor+\tau(w)+1=f(w)+\lfloor 0.4e(w)\rfloor\leq$

$l\alpha v+\lfloor 0\cdot 4e(u)\rfloor$ が成立し, $u$ のスケジュール
時刻の上界は $low+\lfloor 0.4e(u)J$ となる.
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(3) レベル 3のタスクは, 近似精度 $\frac{5}{3}$ でのスケ
ジューリングが可能であるが御, この結果を
必要とするタスクはがのみであり, $v^{r}$ のス

ケジュール時刻の上界は $\frac{8}{s}$low となる.

以上より, $u_{1},$ $u_{2},$ . . $,$ $u_{j}$ を, 時刻 $l\sigma w+\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor$

以降に $u_{j},$ $u_{j-1}$ , . . . , $u_{1}$ と連続してスケジュール
する. また, $u\iota,$ $u\iota_{-1\prime}\cdots,$ $u_{J+1}$ を, 時刻 $l\alpha v+$

\lfloor 0.4e(uj)」より前に $u_{j+1},$ $u_{J+2},$ $\ldots,$ $u\iota$ と連続して
スケジュー)する. 任意の $u:(1\leq i\leq l)$ に対し
て, $\lfloor 0\cdot 4e(u_{J})\rfloor+j\geq\lfloor 04e(u_{*})\rfloor+i$ より, $u_{i}$ のス

ケジュール時刻 $l\sigma w+\lfloor 0\cdot 4e(u_{j})\rfloor+j-i\geq low+$

$\lfloor 04e(u_{i})\rfloor$ が成立する. よって, $u$: はそれぞれ吻の
前後に連続してスケジュール可能であり, $\max(low+$
$\lfloor 04e(u_{l})\rfloor+j,$ $\frac{5}{3}low$ ) は $v^{*}$ の上界となる. 口

このときの様子を図 1に示す.

図 1: 補題 2; $v^{*}$ の上界 $l\alpha v+\lfloor 0\cdot 4e(u_{j})\rfloor+j$

補題 3

$e( u_{j})\geq\frac{5}{\frac{23}{3}}(l\sigma w-\lfloor\alpha lov\rfloor)\alpha\geq$

のとき近似精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能.

証明) 補題 2より, $u_{J}$ を時刻 $l\alpha v+\lfloor 04e(u_{j})\rfloor$

にスケジュールするとき, $v^{*}$ の上界は low $+$

$\lfloor 0\cdot 4e(uj)\rfloor+j$ となる. ここで, $\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor+j>$

$\lfloor\alpha low\rfloor$ と仮定すると 0.$4e(u_{j})+j\geq\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor+j>$

$\lfloor\alpha low\rfloor$ . また仮定 0.$6e(u_{j})\geq low-\lfloor\alpha low\rfloor$ より,
$e(uj)+j>l\sigma w$ となり, $e(u_{j})+j\leq l\alpha v$ に矛盾す
る. よって, $l\alpha v+\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor+j\leq low+\lfloor\alpha low\rfloor$

となる. また, レベル 3のタスクは近似精度 $g3$ で

スケジューリング可能であり何, これらのタスク
の実行結果は時刻 $\frac{5}{3}l\alpha\sim$ にはメインプロセツサへの
通信が完了している. したがって, $\alpha\geq\frac{2}{3}$ ならば,
$v$ のスケジュール時刻の上界は $low+\lfloor\alpha low\rfloor$ とな
り, 近似精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能. 口

以下では, $\alpha\geq\frac{2}{3}$ と仮定してスケジューリングを
行う.

補題 4

$e(u_{j})< \frac{5}{3}(low-\lfloor\alpha low\rfloor)$

$l \leq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}low+1$

のとき近似精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能.

匝明) 補題 $S$ と同様に, $u_{J}$ を時刻 $low+\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor$

にスケジュールするとき, $v$ の上界は $l\alpha v+$

$\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor+j$ となる. また, $j\leq l$ であるので,

$l\alpha v+\lfloor 0.4e(u_{j})\rfloor+j\leq$

$l \sigma w+\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha low\rfloor)+l-1\leq l\alpha v+\lfloor\alpha l\sigma w\rfloor$

となり, 近似精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能. 口

補題 3, 4のときめ様子を図 2に示す.

図 2: 補題 3, 補題 4: 近似精度 $(1+\alpha)$ のスケ
ジュール

次に, 整数 $t(0<t<l\alpha v)$ を考え. 頂点集合 $U_{2}$

を以下のように定義する.

$U_{2}=\{u|level(u)=0. low\geq f(u)>t\}$

$\mathcal{M}\iota$ を $U_{1}$ と防の最大マッチングと定義する.

$M_{1}=\{u|(u, u’)\in \mathcal{M}_{1}\}$ ,
$M_{1}’=\{u’|(u_{*}u’)\in \mathcal{M}_{1}\}$

$m_{1}=|M_{1}|$ . $N_{1}=U_{1}\backslash M_{1}’$

このときの様子を図 3に示す.
図 3において, $U_{2}$ に含まれていて $N_{1}$ の先祖

であるタスクは, $M_{1}$ にしか存在しない. よって,
$M_{1}\cup\{u|t\geq f(u), level(u)\leq 2\}$ に含まれるタスク
の実行結果があれば, $N_{1}$ に含まれるタスクは実行
を開始できる.
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図 3: 最大マッチング $\mathcal{M}_{1}$

補題 5

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}low+2$

$m_{1}>2low-t-l-1$

のとき, $opt\geq l\alpha v+1$ が成立する.

証明) 最適スケジュールを $S$ とする. $S$ が $U_{1}$ の

あるタスクを外部プロセッサに割り当てると, 明ら
かに $opt>l\alpha v+1$ . 従って. $U_{1}$ のすべてのタスク
をメインプロセッサに割り当てる場合について考え
る. 次に, $M_{1}$ の幾つかのタスクをメインプロセッ
サにスケジュールする場合と, 外部プロセッサにス
ケジュールする場合に分けて考える.. $M_{1}’’\subseteq M_{1}$ を時刻 $0$ からメインプロセッサに

スケジュールする場合, メインプロセッサには
$M_{1}^{ll}$ 以外に $U_{1}$ のタスクを $l$ 個スケジュールす
る必要があるので. $|M_{1}’’|>low--$ $l$ であれば
$opt\geq l\alpha v+1$ となる.

$\bullet$ $Af_{1}’’\subseteq M_{1}$ を外部プロセッサにスケジュールす
る場合, $M_{1}’’$ のマッチング相手がメインプロ
セッサに時刻 $t+1$ 以降にスケジュールされるた
め, $|M_{1}’’|>l\alpha v-t-1$ であれば $w^{t}\geq low+1$

となる.

以上より, $m_{1}>low-l+low-t-1=2low-t-l-1$
であれば $opt\geq l\sigma w+1$ が成立する. 口

さらに, 頂点集合 $U_{3}$ を以下のように定義する.

$U_{3}=\{u|2\geq level(u)\geq 1, low\geq f(u)>t\}$

また, $\mathcal{M}_{2}$ を恥と $N_{1}$ の最大マッチングと定義
する.

$M_{2}=\{u|(u. u’)\in \mathcal{M}_{2}\}$ ,
$M_{2}’=\{u’|(u, u’)\in \mathcal{M}_{2}\}$

$m_{2}=|M_{2}|$ . $N_{2}=N_{1}\backslash M_{2}’$

このときの様子を図 4に示す.
図 4において, $U_{2}$ 俺 $U_{3}$ に含まれていて $N_{2}$ の先

祖であるタスクは, $M_{1}\cup M_{2}$ にのみ存在する. よっ
て, $M_{1}\cup M_{2}\cup\{u|2\geq level(u)\geq 0t\geq f(u)\}$ に

図 4: 最大マッチング $\mathcal{M}_{2}$

含まれるタスクの実行結果があれば, $N_{2}$ に含まれ
るタスクは実行を開始できる. また, $U_{2}$ に含まれ
ていて $M_{2}$ の先祖であるタスクは, $M_{1}$ にのみ存在
する. よって, $M_{1}\cup\{u|1\geq levd(u)>0t\geq f(u)\}$

に含まれるタスクの実行結果があれば, $M_{2}$ に含ま
れるタスクは実行を開始できる.

補題 6

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}low+2$

$m_{1}+m_{2}>2low-t-l-1$

のとき, $w^{t}\geq l\alpha v+1$ が成立する.

証明) 補題 5の $M_{1}’’$ の定義を, $M_{1}’’\subseteq M_{1}\cup M_{2}$

とすることで, 補題 5と同様に証明できる. ロ

補題 7

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}l\alpha w+2$

$m_{1}+m_{2}\leq 2l\alpha v-t-l-1$

$m_{2}\leq\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+low-t-l$

のとき, 以下の式が成立するならば近似精度 $(1+\alpha)$

でスケジュール可能.

$2low-t-l-1\leq\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+l\alpha v-l(1)$

$\lfloor\alpha low\rfloor+l\alpha v-l>\lfloor 1.4t\rfloor(2)$

$|N_{2}| \geq l-\lfloor\alpha low\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-1(3)$

証明) $M=M_{1}^{l}\cup M_{2}’$ と定義し. $M$ に含まれ
るタスクを e-value の降順に並べたものを $w_{1}w_{2}$

, ..., $W|M|$ とする. したがって, $e(w_{1})\geq e(w_{2})\geq$

$...\geq e(w_{|M|})$ が成立する. $k(1\leq k<|M|)$ を次の
式を満たすものとする.

$\lfloor 0\cdot 4e(w_{k})\rfloor+k=\max_{1\leq:\leq|M|}(\lfloor 0.4e(w:)\rfloor+i)$

$\bullet$ $M_{1}$ を時刻 $0$からメインプロセッサにスケジュー
ルする.
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- $m_{1}>t$ のとき, $M_{2}$ は時刻 $m_{1}$ からメイン
プロセッサにスケジュールする.

- $m_{1}\leq t$ のとき, $M_{2}$ は時刻 $t$ からメインプ
ロセッサにスケジュールする.

式 (1) より, $m_{1}+m_{2}\leq 21ow$ $-t-l-1\leq$
$\lfloor\alpha low\rfloor+low-l$ , かつ $m_{2}+t\leq\lfloor\alpha low\rfloor+low-l$

なので, $M_{1}$ と $M_{2}$ は必ず時刻 $\lfloor\alpha low\rfloor+low-l$

以前にメインプロセッサにスケジュールできる.
また, $M_{2}$ の親は $M_{1}$ か $\{u|1\geq level(u)\geq 0$

, $t\geq f(u)$ } である外部プロセッサにスケジュー
ルされたタスクのどちらかであり, 後者のタス
クの場合はその実行結果は時刻 $t$ までにメイ
ンプロセッサへの通信が完了している.

$\bullet$ 残りのタスクは全て外部プロセッサにスケジ
ュールする.

このようにスケジュールすることで, $v’$ のスケ
ジュール時刻の上界は $low+\lfloor\alpha low\rfloor$ となり, 近似
精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能.

口

このときの様子を図 5に示す.

$\bullet$ $N_{2}$ を時刻 $\lfloor\alpha low\rfloor+l\sigma w-l$ からメインプロ
セッサにスケジュールする. $N_{2}$ の先祖は $M_{1}\cup$

$M_{2}\cup\{u|2\geq level(u)>0t\geq f(u)\}$ に含ま
れている. このうち, 外部プロセッサにスケ
ジュールされたレベル 2のタスクの実行結果は
時刻 $\lfloor 1.4t\rfloor$ までにはメインプロセッサへの通
信が完了しているので, 式 (幻より, $N_{2}$ は必
ず時刻 $\lfloor\alpha low\rfloor+low-l$ からメインプロセッ
サにスケジュールできる.. $M$ を $N_{2}$ の次にメインプロセッサにスケジュー
$)$する. 式 (のより, $\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+low-l+|N_{2}|\geq$

$low+ \lfloor\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha l\sigma w\rfloor)\rfloor-1$ となり, $M$ の開
始時刻は必ず $l \alpha v+\lfloor\frac{2}{8}(l\alpha v-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-1$ 以
降となる. また, 以下の (1), (勿より $M$ は必
ず時刻 $low+\lfloor\alpha low\rfloor$ 以前にスケジュール可能
である.

(1) $e(w_{k}) \geq\frac{8}{3}$(low– $\lfloor\alpha law\rfloor$ ) のとき, $M$ の要
素 $w_{i}(1\leq i\leq|M|)$ は時刻 $l\alpha v+\lfloor 0.4e(w_{t})\rfloor$

以降にスケジュールする. このとき,

$low\geq e(w_{k})+k$

$\geq 0.6e(w_{k})+0\cdot\ (w:)+i$

$\geq(low-\lfloor\alpha l\sigma w\rfloor)+0.4e(w_{i})+i$

$low+\lfloor\alpha low\rfloor\geq l\alpha v+\lfloor 0.\ (w_{i})\rfloor+i$

となり, $M$ は必ず時刻 $l\alpha v+\lfloor\alpha low\rfloor$ 以前
にスケジュール可能.

$( \ell)e(w_{k})<\frac{6}{3}(l\alpha v-\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor)$ のとき, $M$ の要
素 $w:(1\leq i\leq|M|)$ は時刻 $low+ \lfloor\frac{2}{3}$(low-
$\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor)\rfloor-1$ 以降にスケジュー)する. この

とき, $w$: のスケジューリング時刻は

$l \alpha v+\lfloor\frac{2}{3}(l\alpha v-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-1+|M|-i$

$\leq l\alpha v+\lfloor\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha l\sigma w\rfloor)\rfloor-1+|M|$

$=l$ 火\sim w $+ L\frac{2}{3}$ (low– $\lfloor\alpha low\rfloor$ )$\rfloor-1+l-|N_{2}|$

$\leq l\alpha v+\lfloor\alpha low\rfloor$

となり, $M$ は必ず時刻 l\alpha \sim +\lfloor \alpha l\alpha \sim 」以前
にスケジュール可能.

図 5: 補題 7: 近似精度 $(1+\alpha)$ のスケジュール

補題 7の条件 ( $1\rangle$ $\sim(3)$ を満たす $\alpha$ の値を後で示
す. 次に, $m_{2}\leq\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+l\alpha v-t-l$ の場合につ
いて説明する. さらに. $\mathcal{M}_{3}$ を $M_{2}$ と $N_{2}$ の最大
マッチングと定義する.

$M_{3}=\{u|(uu’)\in \mathcal{M}_{3}\}$ ,
$M_{3}’=\{u^{l}|(u, u’)\in \mathcal{M}_{3}\}$

$m_{3}=|M_{3}|$ , $N_{3}=N_{2}\backslash M_{3}’$

このときの様子を図 6に示す.

図 6: 最大マッチング $\mathcal{M}_{3}$

214



補題 8

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha lov\rfloor--low+2$

$m_{1}+m_{2}\leq 2low-t-l-1$

$m_{2}>\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+l\sigma w-t-l$

$m_{3}\leq\lfloor\alpha low\rfloor+l\sigma w-t-l$

$|N_{3}| \geq l-\lfloor\alpha low\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-1$

のとき, 近似精度 $(1+\alpha)$ でスケジュール可能.

証明) $M_{2}\backslash M_{3}$ に含まれるタスクは $N_{3}$ と依存関
係はなく, これらは外部プロセッサにスケジュール
する. そして, 補題 7の $M_{2}$ を $M_{3}$ とし, $M=$
$M_{1}’\cup M_{2}’\cup M_{3}’$ とすることで, 補題 7と同様に証明
できる. 口

証明) 補題 9と同様のスケジューリングを行い,
$m_{1}=0$ の場合を考えると, $m_{2}+ms>3low-$
$2l-t-1$ であり, 仮定より $m_{2}+m_{3}>2(\lfloor\alpha low\rfloor+$

$l\alpha v-t-l)$ であるので,

$2(\lfloor\alpha low\rfloor+l\sigma w-t-l)\geq 3low-2l-t-1$

$1-low+2\lfloor\alpha l\sigma w\rfloor\geq t$

が成立すれば, $\varphi t\geq l\alpha v+1$ が成立する. 口

補題 11 $\alpha\geq\Delta 226$ のとき, (2)$\Rightarrow(5)$ .
匝明) 式 (2). 式 (のの左辺を比較すると, $\alpha\geq\frac{23}{26}$

のとき,

1.4 $(2\lfloor\alpha low\rfloor-l\alpha v+1)-(\lfloor\alpha low\rfloor+l\alpha v-l-1)+1$

$> \frac{2}{15}low(26\alpha-23)+\frac{14}{15}>0$

補題 9 となる. 従って,

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}l\alpha v+2$

$m_{1}+m_{2}\leq 2low-t-l-1$

$m_{2}>\lfloor\alpha low\rfloor+l\alpha v-t-l$

$m_{3}\leq[\alpha low\rfloor+l\alpha v-t-l$

$|N_{3}|<l- \lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(low-\lfloor\alpha lowJ)\rfloor-1$

のとき, 以下の式が成立するならば $oPt\geq l\alpha v+1$

が成立する.

$t \geq 3low-2l-\lfloor\alpha low\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(law-[\alpha l\alpha v\rfloor)\rfloor-2(4)$

証明) $M_{1}$ , $M_{3},$ $M_{2}\backslash M_{3}$ に含まれるタスクの,
子の数を考える. $M_{3}$ に含まれるタスクは, $MM_{2}’$ と
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ にそれぞれ 1つ以上の子を持つ. ここで, $M_{3}$

に含まれるタスクを low-l 個メインプロセッサに
スケジュールし, その他のタスクを外部プロセッサ
に割り当てる. このとき,

$2(m_{3}-(low-l))+m_{1}+(m_{2}-m_{3})>low-(t+1)$

$m_{1}+m_{2}+m_{3}>3low-2l-t-1$

$t \geq 3low-2l-\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(l\alpha v-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-2$

が成立すれば, $opt\geq l\sigma w+1$ が成立する. 口

補題 10

$l \geq\frac{5}{3}\lfloor\alpha low\rfloor-\frac{2}{3}low+2$

$m_{1}+m_{2}\leq 2low-t-l-1$

$m_{2}>\lfloor\alpha low\rfloor+l\sigma\omega-t-l$

$m_{S}>\lfloor\alpha low\rfloor+low-t-l$

のとき, 以下の式が成立するならば学 $\geq l\sigma w+1$

が成立する.

$t\leq 2\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor-l\alpha v+1$ (5)

$1.4(2\lfloor\alpha l\alpha v\rfloor-low+1)\geq(\lfloor\alpha low\rfloor+l\alpha v-l-1)$

$\geq\lfloor 1.4t\rfloor+1>1.4t$

であり, 補題 11は成立する. 口

補題 12 $\alpha>$ 器のとき, 近似精度 $(1+a)$ でスケ
ジュール可能, または $\ovalbox{\tt\small REJECT}\geq l\alpha v+1$ が成立する.

証明) 補題 $S$ 補題 4, 補題 10より, 補題 7の式
(1), 式 (勿, 式 $(S)$ . 補題 9の式 (4). 補題 10の式
(5) が成立する場合に, 近似精度 $(1+\alpha)$ でスケ
ジュール可能, または $w^{t}\geq l\alpha v+1$ が成立する.
補題 11より, (幻\Rightarrow (0. また, u)\Rightarrow (l)\Delta (のであ
るため, 式 (2), 式 (4) について考える. この 2式
を満たす $\alpha$ を求めると,

$\frac{5}{7}(\lfloor\alpha low\rfloor+l\sigma w-l)-1$

$>3low-2l-[ \alpha low\rfloor+\lfloor\frac{2}{3}(l\sigma w-\lfloor\alpha low\rfloor)\rfloor-2$

\alpha lc音 v $> \frac{16}{19}(low-\frac{19}{20})$

$\alpha>\frac{16}{19}$

となり, $\frac{23}{26}>\frac{16}{19}$ より, $\alpha\geq\frac{23}{26}$ のとき, 近似精度
$(1+\alpha)$ でスケジュール可能, または学 $\geq l\alpha v+1$

が成立する. ロ

定理 1入力の DAG の高さが 4のとき, 近似精度
$\frac{49}{26}$ のアルゴリズムが存在する.

証明) 補題 12より. $\alpha=\frac{23}{26}$ のとき. 近似精度 $\underline{49}$

でスケジュール可能, また}a $\varphi t\geq l\alpha v+1$ が或 $4^{2}$

する. 後者の場合は, low の値を 1増やしたもの
を新しい low とし, 補題 12を繰り返し適用するこ
とで, 定理 1は成立する. 口
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4 本手法の時間計算量

本手法の時間計算量について述べる.
e-value の計算は $O(|V|^{2}(|E|+|V|\log|V|))$ で実
行でき, DAG の変換は $O(|V|)$ でできる. 頂点集
合 $U_{1\prime}U_{2},$ $U_{3}$ をとるのにそれぞれ $O(|V|)$ かかり,
二つの頂点集合の最大マッチングを計算するのは
$O(|V||E|)$ でできる. 下界が改善され, 再帰的に本
手法が適用される回数は高々 $O(|V|)$ 回であり, 全
体として $O(|V|^{2}(|E|+|V|\log|V|))$ となる.

5 おわりに

本研究では, DAG の高さが 4の場合において
Papadimitriou ら [1] の近似精度 2よりも良い近似
精度 $\frac{49}{26}$ を持つ近似アルゴリズムを与えた. 本アル
ゴリズムでは, これまでの高さ 3以下の DAG に対
するスケジューリングでは問題とならなかった, メ
インプロセッサに割り当てた $v^{*}$ 以外のタスクに対
する, 高さ 2のタスクからの通信を考慮したスケ
ジューリング手法を考案した.
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A DAGの変換
与えられた DAG において, $V$ の要素である処理
時間が $x(v)(>1)$ のタスクを, 処理時間が 1である
$x(v)$ 個のタスクに並列に分割し, 分割したそれぞれ
のタスクの通信遅延時間を $\tau(v)+x(v)-1$ にする
ことで, 全てのタスクの処理時間を 1にする.
図 7に DAG の変換の例を示す.

ゆ

図 7: DAG の変換

図 7は, 実行時間が 3, 通信遅延時間が 4のタス
クの変換の例である. 変換後のタスクの実行時間が
1になり, 通信遅延時間は $3+4-1=6$ となる.

補題 13変換後の DAG を入力として得られた各タ
スクのスケジュール時刻で, 変換前の DAG のスケ
ジュールが可能である.

証明) タスクの処理時間を $x(v)(> 1)$ とし, $v$

を分割してできた処理時間が 1のタスクを $W=$
$\{w_{1}, \cdots , w_{x(v)}\}$ と定義する. $w\in W$ の e-vahe は
$e(w)=e(v)$ になる.

$\bullet$ $w\in W$ が全てメインプロセッサにスケジュー
ルされた場合
最も早い時刻にスケジュールされた $w\in W$ を
$v$ のスケジュールにする. 連続していないとき
は,w 以外の頂点 $w’\in W$ はスケジュールから
削除する. この結果, $W$ に属さない頂点で $w$

以降に割り当てられたものは, 元のスケジュー
ル時刻以降にスケジュールされることが保証さ
れる.

$\bullet$ $w\in W$ が全て外部プロセッサにスケジュール
された場合
任意の $w$ を選び, それを $v$ スケジュールにす
る. $w$ と $v$ の f-value は同じなので, $v$ の子の
スケジュールには影響を与えない.. $w\in W$ がメインプロセッサと外部プロセッサ
ににスケジュールされた場合
外部プロセッサにスケジュールされたタスクの
中から任意の $w$ を選び, それを $v$ のスケジュー
ルにする.

口

よって, 各タスクの処理時間を 1と仮定した場合に
$‘けるタスクスケジューリングアルゴリズムは, 各
タスクの処理時間を正整数とした場合に拡張できる.

216


