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このノートでは, $\mathcal{R}=(R, <, +, \cdot, \ldots)$ を順序体 $(R, <, +, \cdot)$ の拡張とする. $R$ の部分集

合 $A$ が, 任意の $a,$ $b\in A$ と $c\in R$ に対して, $a<c<b$ ならば $c\in A$ をみたすとき, $A$

は $R$ の凸集合とよぶ. さらに $\sup A$ , $infA\in R\cup\{-\infty, +\infty\}$ のとき, $A$ は $R$ の区間と

よぶ. 構造 $\mathcal{R}$ の任意のデファイナブル部分集合 $D$ が, 区間 (凸集合) の有限和で表せる

とき, $\mathcal{R}$ は順序極小構造 (弱顯序極小構造) であるとよぶ. 理論 Th$(\mathcal{R})$ の任意のモデルが

順序極小 (弱順序極小) になるとき, Th$(\mathcal{R})$ は順序極小理諭 (弱順序極小理諭) とよぶ. 順

序極小構造に関する参考文献として [2], [5], [7], 弱順序極小構造に関する参考文献として

[1], [3], [4], [6], [8], [10], [11] がある.

以後脅える構造 $\mathcal{R}$ はすべて弱順序極小構造とする. このとき [6] の定理 53より, $\mathcal{R}$ は

実閉体になる.

$C,$ $D\subseteq R$ とする. 任意の $c\in C,$ $d\in D$ に対して $c<d$ のとき, $C<D$ と書く. 対
$\langle C, D\rangle$ が, $C<D$ かつ $C\cup D=R$ でさらに $D$ が最小元を持たないとき, $R$ の切断とよ

ぶ. $\mathcal{R}$ のデファイナブル切断全体を互によって表すことにする. 特に $\mathcal{R}$ が順序極小構造

ならば $R=\overline{R}$ である. 任意の $a\in R$ に対して, デファイナブル切断 $\langle(-\infty, a], (a, +\infty)\rangle$

を考えることにより, $R\subseteq\overline{R}$ とみなす. さらに ( $C_{1},$ $D_{1}\rangle$ $<\langle C_{2}, D_{2}\rangle$ を $C_{1}\subsetneq C_{2}$ と定義

することにより, $(R, <)$ を $(\overline{R}, <)$ の部分構造とみなす.
$R(\overline{R})$ 上に, $R(\overline{R})$ の開区間を基本開集合として位相を入れる.
$n$ を自然数とし, $A\subseteq R^{n}$ をデファイナブルとする. 写像 $f$ : $Aarrow\overline{R}$ において, 集合
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$\{\langle x,y\rangle\in A\cross R;y<f(x)\}$ がデファイナブルになるとき, $f$ はデファイナブルであると

いう.

注意 1. 写像 $f$ : $Aarrow R$ がデファイナブルであることと, $\{\langle x, y\rangle\in A\cross R : y=f(x)\}$

がデファイナブルであることは同値である.

切断 ( $C,$ $D\rangle$ が $\inf\{y-x :x\in C, y\in D\}=0$ をみたすとき, 非付値的という. 構造 $\mathcal{R}$

の任意のデファイナブル切断が非付値的になるとき, $\mathcal{R}$ を非付値的という.

構造 $\mathcal{R}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序極小拡張とする. 任

意の部分集合 $A,$ $B\subseteq R$ に対し, $A+B;=\{x+y;x\in A, y\in B\},$ $A\cdot B:=\{x\cdot y:x\in$

$A,$ $y\in B$} $,$
$-A$ $:=\{-X : x\in A\}$ と定める. 集合 $\overline{R}$ の任意の元 $\langle C_{1}, D_{1}\rangle,$ { $C_{2},$ $D_{2}\rangle$ に

対し,

$\langle C_{1},D_{1}$ ) $+\langle C_{2},D_{2}\rangle$ $:=\langle R\backslash (D_{1}+D_{2}),D_{1}+D_{2})$

$\langle C_{1},D_{1})\cdot\langle C_{2}, D_{2}\rangle$

$;=\{\begin{array}{ll}\langle R\backslash (D_{1}\cdot D_{2}), D_{1}\cdot D_{2}\rangle 0\in C_{1} \text{かつ} 0\in C_{2} \text{のとき}(c1(-((-C_{1})\cdot D_{2})),R\backslash c1(-((-C_{1})\cdot D_{2}))\rangle 0\inD_{1} \text{かつ} 0\in C_{2} \text{のとき}\langle c1(-(D_{1}\cdot(-C_{2}))), R\backslash c1(-(D_{1}\cdot(-C_{2})))\rangle 0\in C_{1} \text{かつ} 0\in D_{2} \text{のとき}(R\backslash int(C_{1}\cdot C_{2}),int(C_{1}\cdot C_{2})\rangle 0\in D_{1} \text{かつ} 0\in D_{2} \text{のとき}\end{array}$

と加法と乗法を定める. すると $\mathcal{R}$ は非付値的より, 構造 $(\overline{R}, +, \cdot, <)$ は順序体になり, 構
造 $(R, +, \cdot, <)$ はその部分構造となることがわかる.

$\mathcal{R}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を非付値的とする. $I\subseteq R$ を空でないデファイナブル開集合,
$f:Iarrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. 任意の $x\in I$ に対して

$f’(x)$ $;= \lim_{tarrow 0}\frac{f(x+t)-f(x)}{t}$

と定める. 任意の $x\in I$ に対して $f^{j}(x)$ が $\overline{R}$ 上存在するとき, $f$ は $I$ 上微分可能という.

このノートでの主定理は次のものになる ([9]).

定理 2. $\mathcal{R}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序極小拡張とする.
$I\subseteq R$ をデファイナブル凸開集合とし, $f$ : $Iarrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. このとき, $f$

が $I$ 上微分可能ならば $f’$ : $Iarrow\overline{R}$ はデファイナブルになる.

定理 3. $\mathcal{R}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序極小拡張とする.
$I\subseteq R$ をデファイナブル凸開集合とし, $f$ : $Iarrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. このとき, 集

合 {$x\in I$ : $f’(x)$ が $\overline{R}$ 上存在する} はデファイナブルになる.
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証明は次の非付値的弱順序極小な構造に関しての単調性定理を使えばよい ([10]).

定理 4. $\mathcal{R}=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ を順序体 $(R, +, \cdot, <)$ の非付値的弱順序極小拡張とする.

$I\subseteq R$ をデファイナブルとし, $f$ : $Iarrow\overline{R}$ をデファイナブルとする. このとき $I$ の分割と

なる有限集合 $X$ とデファイナブル凸開集合 $I_{0},$
$\ldots,$

$I_{k}$ が存在して, 任意の $i\leq k$ に対して

$\bullet f|I_{i}$ は一定,
$\bullet$ $f|I_{i}$ は狭義単調増加かつ任意の $a,$ $b\in I_{i}$ と任意の $c,$ $d\in R$ に対して $a<b$ かつ

$f(a)<c<d<f(b)$ ならば, $c<f(x)<d$ をみたす $x\in(a, b)$ が存在する; 特に

$f$ は連続,
$\bullet$ $f|I_{i}$ は狭義単調減少かつ任意の $a,$ $b\in L$ と任意の $c,$ $d\in R$ に対して $a<b$ かつ

$f(a)>c>d>f(b)$ ならば, $c>f(x)>d$ をみたす $x\in(a, b)$ が存在する; 特に

$f$ は連続

のどれかひとつが成り立っ.
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