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In this article, we give a review about the basic idea for modelling some fundamental mathematical models
which are weU-known and have been applied in ecological research fields. Focusing on the functional form
of the density effect, we describe the way of time-discrete model derivation. Especially in this article, we
argue the modeling for the interspecific reaction of the predation, and discuss some possible extension of the
standard modelling about the predation relationship.
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1 はじめに

生物個体群のサイズ変動において, 資源量が有限であったり, 環境が個体群サイズ (密度) に依存して
劣化するような場合には, 個体群サイズ増加率が, 個体群サイズの増加に伴い, 減少するという関係を想
定できる。一方, 一般に, 個体群密度が相当に低くなると, 個体群サイズ増加率が低下することも自然な
設定であり得る。 これは, 個体群密度が低い故に個体あたりの増殖率が高いとしても, 個体群を構成する
個体数が少ないので, 積算としての個体群サイズの増加率が低くなることがあり得るからである。一般的
に, このような, 個体群密度による個体群ダイナミクスへの影響を密度効果 (density $e$伍 ect) と呼ぶ。 こ

こで, 密度効果の意味「個体群密度による個体群ダイナミクスへの影響」における 「個体群密度」につい
ては, その種自身の個体群密度のみならず, 他種の個体群の密度による影響も考えうる。 したがって. 生
物個体群ダイナミクスの数理モデリングとは, 結局は, この「密度効果」の数理モデリングである, といっ
ても言い過ぎではないだろう。
本稿は, 生物個体群動態に関する基本的な数理モデルの導出, すなわち, 数理モデリングについて, 生物

学的な基礎概念にも触れながら総説を試みたものである。 とりわけ, 捕食を介した種間相互作用の数理モデ
リングについて焦点をあて, さらに, これまであまり注視されてこなかった離散時間個体群動態に関する数
理モデルの数理モデリングに特に注意を払ってまとめようとした。 また, 基本的, 古典的な数理モデリング
の解説にとどまらず, その発展的展開についての試論も併せて述べたものである。
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図 1: 増殖曲線 :(a) コンテスト型 ;(b) スクランブル型。

2 離散世代型ダイナミクス

個体群における繁殖過程が時間的に離散な単位 (季節, 生育段階, 年齢など) によって記述できる, もし

くは, 記述せざるを得ない場合には, しばしば, 個体群サイズの時間変動は, 連続時間ではなく, その離散
的な時間の単位 (第$O$回目の季節, 第 $O$世代の第\triangle 生育段階, 第$O$齢など) によって記述される。 ここで
は, その離散的な時間の単位を 『世代 $J$ と称する。

第 $k$ 世代目 (親世代) の個体群サイズと第 $k+1$ 世代目 (子世代) の個体群サイズの関係を表す曲線のこ
とを, 増殖曲線 (reproduction curve) とか再生産曲線と呼ぶ。最も一般的には, 第 $k$ 世代目 (親世代) の

個体群サイズと第 $k+1$ 世代目 (子世代) の個体群サイズの関係は, 第 $k+1$ 世代以前の個体群サイズ変動
の履歴が全て関わってくる。 しかし, ここで述べる増殖曲線は, そのような二世代間以上の相互作用まで存
在していたとしても, 結果として現れる第 $k$ 世代目 (親世代) の個体群サイズと第 $k+1$ 世代目 (子世代)

の個体群サイズの関係を表すものも含むと考えよう。 したがって, ある $k$ 世代目の個体群サイズと次世代
(第 $k+1$ 世代目) の個体群サイズの関係を表す曲線は, 一般的に,

$N_{k+1}=\Psi(N_{k};N_{k-1}, N_{k-2}, \ldots,N_{2},N_{1},N_{0}, k)$

であり, 第 $k$世代目以前の個体群サイズ変動の履歴が異なれば異なるものである。
最も単純なのは, 第 $k$ 世代から第 $k+1$ 世代の間における個体群サイズ変化分が世代数 $k$ と第 $k$ 世代に

おける個体群サイズ $N_{k}$ のみによって与えられる場合である。閉じた個体群に対して, 増殖曲線は, 第 $k$世
代目で与えられた条件下で, 第 $k$ 世代目の個体群サイズがいかほどの場合に. 第 $k+1$ 世代目の個体群サ

イズがいかほどに定まるかを表す。つまり, 第 $k$ 世代目の個体群の増殖過程における密度 (個体群サイズ)

依存性, つまり, 密度効果の効き方の特性を表す。
図 l(a) が示すように, 第 $k$ 世代目の個体群サイズ N臨に対して, 第 $k+1$ 世代目の個体群サイズ $N_{k+1}$

がある飽和値に漸近する単調増加の増殖曲線である場合, 個体群の増殖過程における密度 (個体群サイズ)

依存性は, コンテスト (contest, 勝ち残り) 型と呼ばれる。一方, 図 l(b) が示すように, 第 $k$ 世代目の
個体群サイズがある中庸なサイズの場合について, 第 $k+1$ 世代目の個体群サイズが最大になるような個体
群増殖過程における密度依存性は, スクランブル (scramble. 共倒れ) 型と呼ばれる 1。
コンテスト型の増殖曲線は, 個体群の増殖が「椅子とりゲーム型」である場合に期待される。個体の存

続繁殖のためには, ある最低限の条件が必要であり, 各生存個体が, 必然的に, その条件を満たすように
環境を利用している場合, 与えられた個体群の生息環境において, その条件をみたすことのできる生存個体

1Alexander John Nicholson [$36|$ による用語。
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数には上限値 Nm。がある。その上限値 $N_{\max}$ を超える分の個体は, その個体の存続・繁殖のための条件を
満たすことができないので, 個体群サイズは, 生息環境の特性に依存して定まるその上限値 $N_{\max}$ までは大
きくなれるが, それを超えた分は存続できない。 このような場合, 親世代個体群サイズ $Nk$ が上限値 $N_{ma3\mathfrak{c}}$

以下ならば, 親世代個体群サイズ $N_{k}$ が大きくなればなるほど子世代個体群サイズ $N_{k+1}$ が大きくなりうる
が, 親世代個体群サイズ N協が上限値 $N_{\max}$ 以上になったとしても, 子世代個体群サイズ $N_{k+1}$ Gは, 上限値
$N_{\max}$ を超えることはできない。
一方, スクランブル型の増殖曲線は, たとえば, 上記のコンテスト型についての記述における「個体の存

続繁殖のための最低限の条件を各生存個体が生息環境において必然的に利用する」 という仮定が適用さ
れない場合に現れると考えることができる。 たとえば, 個体の繁殖能力が, 個体群密度に依存して変化す
る場合を考えてみよう。個体群密度が十分に低い場合には, 各個体が最大の繁殖能力を実現するだけの資
源を環境から得ることができるので, 親世代個体群サイズ $N_{k}$ の増加に対して, 子世代個体群サイズ $N_{k+1}$

は増加する傾向を示すだろう。 しかし, 個体群密度が高くなりすぎると, 各個体が最大の繁殖能力を実現
するほどの資源を環境から獲得することができなくなり, 各個体の繁殖能力が低下し, 個体あたりの平均
産仔数が減少する 2。実現する個体群サイズは, 各個体の繁殖の個体群全体の総和で与えられるので, 個体
群密度が高く, 各個体の繁殖能力が低下しても, 個体群サイズ自体はより大きくなりうる。 しかし, あま

りに個体群密度が高くなりすぎると, 各個体の繁殖能力の低下が相当に大きくなり, その結果, 実現する

次世代の個体群サイズは小さくなるであろう。 したがって, 親世代個体群サイズがある中庸な値において,
子世代個体群サイズは最大になり, 親世代個体群サイズがその値より小さくても大きくても, 子世代個体群
サイズはそれよりは大きくならない, という増殖曲線が現れることになる。

2.1 Verhulst モデル

時間的に連続な個体群変動が起こっている場合であっても, 個体群サイズを時間的に離散に測定すること
によって, 結果的に, 時間離散的な個体群サイズ変動の系列を得るのが生物現象の観測における実際であ
る。 この観点から, 次の連続型 logistic 増殖過程からはどのような離散型個体群サイズ変動ダイナミクスが
導かれるのかを考えてみよう :

$\frac{1}{N(t)}\frac{dN(t)}{dt}=r0-\beta N(t)$ (1)

左辺は, 単位個体群サイズあたりの時刻 $t$ における (瞬間) サイズ増加速度を意味する。 $r_{0}$ は, 環境が生
物個体群の増殖にとって理想的な条件を満たす場合に実現される最大の単位個体群サイズあたりのサイズ
増加率, 内的自然増殖率 (intrinsic growth rate) を意味する。パラメータ $\beta$ は, 個体群密度による増殖率
の低下の影響の強さを表す。 この場合の (1) の解は,

$N(t)= \frac{r_{0}/\beta}{1-\{1-\#^{o_{0\urcorner}}\}e^{-rot}}$
(2)

と表される。 logistic 方程式による増殖過程では, 個体群サイズは, 任意の初期値 $N(O)>0$ から必然的に
平衡値 $r_{0}/\beta$ に向かって漸近してゆく。 この漸近値を環境許容量 (あるいは環境収容量 ;carrying capacity)
と呼ぶことがある。
今, 連続型 logistic増殖過程 (2) を時間間隔 $h$ で見る。式 (2) より, 時刻 $t=kh$ {こおける個体群サイズ

$N_{k}=N(kh)$ と時刻 $t=(k+1)h$ における個体群サイズ $N_{k+1}=N((k+1)h)$ から $e^{-r_{O}kh}$ を消去すると,

2コンテスト型の場合は, このようなことはな \langle , 生存繁殖個体は, 必妻な資源を環境から得られるものと得られないものに分け
られていた。つまり.『全か無か」のデジタル的ルールに基づいていたのであるが, ここで述べているスクランブル型の場合には, ア

ナログ的に獲得できる責源量が個体群密度上昇に伴って減少すると考えている。
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図 2: Verhulst 写像。 コンテスト型増殖曲線を表す。

結果として, $N_{k+1}$ と $N_{k}$ の間の次のような差分方程式を得ることができる :

$N_{k+1}= \frac{1}{1+\phi_{r_{O}}(h)\beta N_{k}}\cdot e^{r_{O}h}N_{k}$ (3)

ここで,

$\phi_{r_{v}}(h)=\frac{e^{roh}-1}{r_{0}}$ (4)

である。 この差分方程式 (3) による個体群サイズ変動の数理モデルは, しばしば, Verhulst モデルと呼ばれ
る。 Pierre Frangoi8 Verhukst は人口変動に関してこの数理モデルを適用したが, 水産学においても同様の数
理モデルが適用されることがあり, Beverton&Holt [4] による水産学応用の研究にちなんで Beven@『n Holt
モデルと呼ばれることも少なくない。 この差分方程式モデル (3) による個体群サイズ変動は, 誤差ゼロで
「正確に」対応する連続型 $logi_{8}tic$ 増殖過程に一致することは導出から明らかである。差分方程式 (3) は,

$harrow 0$ の極限で, logistic 方程式 (1) $|^{\vee}$.一致する。
M.P. Hasseil [12] は, (3) を含む次の差分方程式による離散世代個体群サイズ変動ダイナミクスを考察し

ている ;

$N_{k+1}= \frac{N_{k}}{a+bN_{k}}$ (5)

より一般的に, この差分方程式による個体群サイズ変動の数理モデルを Verhulstモデルあるいは Beverton-
Holt モデルと呼ぶのが慣例のようである。 この差分方程式に対応する $N_{k}$ から $N_{k+1}$ への写像は, $a<1$ の
場合には, 定性的に, 図 2で示される Verhulst 写像と同等である。 しかし, $a\geq 1$ の場合には, 任意の初
期値に対して, $karrow\infty$ について $N_{k}arrow 0$ であり, 個体群は絶減に向かう。
数理モデリングの観点から注目しておくべきは, Verhulst モデル (3) あるいは (5) における密度効果の入
り方である。 logistic方程式 (1) における密度効果と, Verhulst モデル (3) における密度効果には, 正確な
対応がある。 したがって, logistic方程式 (1) における密度効果に対応する, 離散世代型モデルにおける密
度効果は, Verhu18t モデル (3) や (5) が表すような, 有理関数型の密度効果として数理モデリングできるこ
とがわかる。著者自身の研究 [47] により, より一般的な常微分方程式

$\frac{dN(t)}{dt}=\{r_{0}-D(N(t))\}N(t)$ ,

に対する差分方程式

$N(t+h)= \frac{1}{1+\phi_{r_{Q}}(h)D(N(t))}\cdot N(t)e^{r_{0}h}$ (ここで, $\phi_{r_{O}}(h)$ は, (4) と同じ)
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は, 関数 $D(N)$ がある一般的な条件を満たすならば, 任意の時間ステップ長 $h$ で, 前者の常微分方程式の
力学的性質に対応する力学的性質を保持すること (dynamical consistencey” (力学的対等性)) がわかっ
ている。

2.2 Ricker モデル

個体群サイズダイナミクス

$\frac{1}{N(t)}\frac{dN(t)}{dt}=r(N(t),t)$

は, 次のように書きかえることができる :

$\frac{d\log N(t)}{dt}=r(N(t),t)$ (6)

ここで, 単純差分近似を式 (6) に対してそのまま適用すると.

log $N(t+\Delta t)\approx\log N(t)+r(N(t),t)\Delta t$ (7)

すなわち,

$N(t+\Delta t)\approx N(t)\cdot e^{r(N(t),t)\Delta t}$

が得られる。 logistic 方程式 (1) の場合には,

$N(t+\Delta t)\approx N(t)\cdot e^{[ro(t)-\beta(t)N(t)]\Delta t}$

となる。 したがって, $N(k\Delta t)(k=0,1,2, \ldots)$ を $N_{k}$ と書きかえ, $r_{0}(k\Delta t)\Delta t$ と $\beta(k\Delta t)\Delta t$ を, それぞれ,
$\tilde{\alpha}_{k},\tilde{\rho}_{k}$ と書きかえれば, 次のような離散世代増殖過程を表すダイナミクスの式を考えることができる :

$N_{k+1}=N_{k}\cdot e^{\overline{\alpha}_{k}-\overline{\rho}_{k}N_{k}}$ (8)

式 (8) による個体群サイズの世代変動ダイナミクスは, 1954年に W曲 am Edwin Ricker [39] によって
発表された, 漁業資源管理における成熟魚類の貯蔵量に関する問題に適用され, 現在, しばしば, Ricker
モデルと呼ぼれる 3。

2.3 拡張Verhulst モデル

第 21節で述べたように, M.P. Hassell [12] は, (3) を含んだ式 (5) による離散世代個体群サイズ変動ダ
イナミクスを考察したが, さらに, 拡張 Verhu蹴モデルとも呼べる次のようなダイナミクスも考察した :

$N_{k+1}= \frac{N_{k}}{[a+bN_{k}]^{\theta}}$ (9)

$a,$ $b,$ $\theta$ は, 全て正の定数パラメータである。パラメータ $\theta$ は, 単位個体群サイズあたり増殖率の個体群サ
イズ (密度) への感受性の強さを表しており, 大きければ大きいほど単位個体群サイズあたり増殖率の個体
群サイズへの感受性が強く, 個体群サイズが増加した場合の増殖率減少が急激になる 4。

3桶 der-荻\alpha .n モデルと呼ばれることもある。
4パラメータ $\theta$ は, Haldane [11] の $k$ 値と呼ばれる生態学的指標との関遮で実験や観測によるデータから響価することができる。

詳細は, たとえば, 伊藤・山村・嶋田 [19] を参照されたい。
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この差分方程式 (9) に対応する $N_{k}$ から $N_{k+1}$ への写像は, $\theta\leq 1$ の場合には, 定性的に, Verhulst写像
と同類のコンテスト型の増殖曲線である。 $\theta\leq 1$ の条件の下で, $a<1$ の場合には, 任意の正の初期値に対

して, $karrow\infty$ について $N_{k}$ は有限な正の平衡値 $N^{*}=(1-a)/b$ に漸近収束する。 しかし, $a\geq 1$ の場合に

は, $karrow\infty$ について $N_{k}arrow 0$ であり, 個体群は絶滅に向かう。
一方, $\theta>1$ の場合には, 差分方程式 (9) に対応する $N_{k}$ から $N_{k+1}$ への写像は, 第 22節で述べた, Ricker

モデル (8) と同類の特性を持っている。すなわち, 写像を表すグラフは, 上に凸の単峰型であり, $N_{k}arrow\infty$ に

対してゼロに漸近するような曲線となり, スクランブル型の増殖曲線を示す 5。この場合においても, $\theta>1$

かつ $a\geq 1$ ならば, $karrow\infty$ について $N_{k}arrow 0$ であり, 個体群は絶滅に向かう。 $\theta>1$ かつ $a<1$ の場合は,
$karrow\infty$ で実現する $N_{k}$ の平衡状態は, パラメータ $\theta$ と $a$ の値に依存した次のような特性を示す :

(1) $\theta\leq 2$ かつ $a<1$ の場合, 平衡点 $N^{*}=(1-a)/b$ が大域的に安定 6である。

(2) $\theta>2$ かつ $(\theta-2)/\theta<a<1$ の場合, 平衡点 $N^{*}=(1-a)/b$ が大域的に安定である。

(3) $\theta>2$ かっ $a<(\theta-2)/\theta$ の場合, $karrow\infty$ における平衡状態は, パラメータ $a$ の値の減少に伴い周期
倍化現象を起こし, 平衡解の熊手型分岐を示す。

(4) $\theta(>2)$ が十分に大きく, $a$ が十分に小さい場合, $karrow\infty$ における平衡状態は, カオス変動である。

式 (9) による拡張 Verhulst モデルと対照して, 次のような拡張モデルも考えることができる (Maynard
Smith&Slatkin [30], Bellows [3]) :

$N_{k+1}= \frac{N_{k}}{a+\{bN_{k}\}^{\theta}}$ (10)

ここでも, 式 (9) による数理モデリング同様, $a,$ $b,$ $\theta$ は, 全て正の定数パラメータであり. パラメータ $\theta$ は,

単位個体群サイズあたり増殖率の密度依存性の強さを表している。 式 (9) と式 (10) の間の違いは明らかで
あるが, 実は, 両者は, 定性的には非常に類似した特性を持っている。
さて, これらの拡張 Verhulst モデルと対比して, 拡張 logistic方程式

$\frac{dN(t)}{dt}=\{r_{0}-\beta[N(t)]^{\alpha}\}N(t)$ (11)

から導かれる離散世代型モデルを考えてみる。正の指数 $\alpha$ は, 密度効果に対する増殖率の応答性を表すパ
ラメータである。パラメータ $\alpha$ が小さいほど低密度における密度効果による単位個体群サイズあたりの増
殖率減少はより急速であるが, 高密度における個体群サイズ増加速度はより大きくなる。この拡張 logistic
方程式も微分方程式 (1) }こ対するものと同様の解法で直接解くことができる :

$N(t)=[ \frac{r_{0}/\beta}{1-\{1-Nr_{0}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha}\beta\}e^{-\alpha rot}}]^{1/\alpha}$ (12)

前出の Verhulst モデル (3) を導出するのと同様の手順を適用すれば, 与えられた時間ステップ長ゐに対し
て, 次の差分方程式が得られる :

$N_{k+1}= \frac{1}{[1+\phi_{\alpha ro}(h)\alpha\beta N_{k}^{\alpha}]^{1/\alpha}}\cdot e^{roh}N_{k}$ (13)

ここで,

$\phi_{\alpha r_{O}}(h)=\frac{e^{\alpha r_{0}h}-1}{\alpha r_{0}}$

$S$ このように, パラメ $-$ タ 9は. 個体群ダイナミクスをコンテスト型の増殖曲線を特性としてもつものからスクランブル型の増殖曲
線を特性としてもつものまで連続的に変化させることができる。 このことが, 数理モデリングにおける $\theta$ の導入の重要な意義である。

6任意の正の初期値 $N_{0}$ に対して, $karrow\infty$ のとき $N_{k}arrow N^{*}$ が成り立つ。
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である。 この離散世代型モデルは, 前出の拡張 Verhulst モデル (9), (10) のいずれとも異なる。別の見方を
すれば, 前出の拡張 Verhulst モデル (9), (10) のいずれも拡張 logistic 方程式 (11) に対応する離散世代型
モデルとは考えられない。

3 個体間相互作用

3.1 Mass-action型相互作用

化学反応速度論において, 閉じた一定容積の系では, 化学反応速度は, 単に反応物あるいは生成物のいず
れかの濃度の時間変化の速度として定義されている。たとえば, 次の一般的な化学反応を考えよう :

$\alpha A+\beta Barrow\gamma C$ (14)

この化学反応におけるそれぞれの物質の濃度の変化速度は, $-d[A]/dt,$ $-d[B]/dt$, または, $d[C]/dt$ で表す
ことができる。 [A], [B], [C] は, それぞれの物質の濃度を表す。反応速度がそれを記述するのに用いた成分
に無関係であるようにするために, 上記の化学反応における反応速度 $\mathcal{V}$ は, 次のように定義される :

$\mathcal{V}=-\frac{1}{\alpha}\frac{d[A]}{dt}=-\frac{1}{\beta}\frac{d[B]}{dt}=\frac{1}{\gamma}\frac{d[C]}{dt}$ (15)

一般に, 反応速度は, 反応混合物中に存在する $j$ 種の全ての化学物質の濃度の関数として表すことがで
きる : $\mathcal{V}=\mathcal{V}(c_{1},c_{2}, \ldots,c_{j})$ (ここで, $c_{k}(k=1,2,$ $\ldots,j)$ は, 第 $k$ 種の化学物質の濃度)。 $\mathcal{V}$ の関数形は,
速度則 (rate law) として, 与えられた化学反応に関する速度式 (rate equation) を与える。 多くの場合\mbox{\boldmath $\tau$},
(少なくとも近似的に) 速度式は濃度のペキ積に比例する形で表される :

$\mathcal{V}=V(c_{1},c_{2}, \ldots,c_{j})=\kappa\cdot c_{1}^{n_{1}}c_{2}^{\mathfrak{n}_{2}}c_{3}^{n_{S}}\cdots c_{j}^{\mathfrak{n}_{j}}$ (16)

この化学反応速度式は, しばしば, 動的な質量作用の法則 (law of kinetic mass action) と呼ぼれる。指数
の和 $\sum_{k\approx 1}^{j}n_{k}$ は, 考えている反応に関する反応次数 (reaction order, kinetic order) を定義し, 上記の速

度式に現れる係数 $\kappa$ は, 速度定数 (rate constant) と呼ばれる。 また, 指数 $n_{k}1$よ, 第 $k$ 種の化学物質に関
する反応次数 8と呼ばれる 9。現在, 化学反応速度論において, 質量作用の法則 (law of mass action) と呼

ばれているものは, 化学反応が平衡状態にあるときに,

$c_{1}^{\mathfrak{n}_{1}}c_{2}^{n_{2}}c_{\theta^{a}}^{\mathfrak{n}}\cdots c_{j}^{\mathfrak{n}_{j}}=$一定

となることをいう。 この法則は, 熱力学の議論によって導出されるものである。
一方, 個体群ダイナミクスに関する数理生物学においては, $j$ 種類の生物個体群の間の相互作用に依存し
た個体群サイズ (密度) 変動の速度について, 式 (16) によるような, 個体群サイズのペキ積を用いた数理
モデリングが基礎的なものの一つである。そのような数理モデリングにおいては, しばしば慣用的に, 個

体間もしくは個体群間の相互作用について, 質量作用の仮定, あるいは, mass-action仮定を用いたと称す
る。 ただし. 数理生物学における数理モデリングに関しての mass-action仮定が, 個体群サイズ変動が平衡
状態にあるということを仮定しているわけではないことに注意しよう。 それは, 前出の動的な mass-action
の法則に当たるものであると考えてよい。だから, 数理生物学における数理モデリングに適用される場合

7実際には, ベキ型の式 (16) では衰すことのできない反応速度式で特徴づけられる化学反応の例は少なくない。実際の速度式は,
与えられた化学反応各々について定めなければならないものであって, ベキ型の式 (16) があらゆる化学反応に対して適用で渚るわけ
てはない。

8反応次数は必ずしも整数ではない。
9本節で述べる化学反応速度論の概念については. 多くの専門的入門書に載っている。たとえば, Amdur&Hunmes $[1, 2]$ や慶

伊 [22] を参照されたい.
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のいわゆる $\ulcorner_{mas}$ -action 仮定」 は, 現在の化学反応速度論における (より正確な意味での) $\Gamma$mass-action
(質量作用) の法則」 とは, その定義を異にするものであると考えておくのが厳密には正しいと思われる。
この点を念頭においた上で, 本稿では, $j$ 種類の生物個体群の間の相互作用に依存した個体群サイズの変化
速度を式 (16) によって数理モデリングすることを $\text{「_{}mas}$ -action仮定を用いる」 と称することにする。
本稿においては, 最も一般的な Lotb-Volterra 型相互作用 とは, 数理モデリングにおいて mass-action

仮定を用いているものを指す。特に, 慣用的には, 式 (16) において, 全ての反応次数が 1である反応式で数
理モデリングされるものを Lotka-Volterra型相互作用と呼ぶことにする。すなわち, 個体群間相互作用 $1-$に

よる個体群サイズ変化速度がその個体群間相互作用に関わる生物種個体群のサイズの積に比例するという
数理モデリングである。 したがって, そのような相互作用においては, 個体群サイズ変化速度が各生物種個
体群のサイズに比例することになる。つまり, ある個体群のサイズが倍になれば, その個体群の関わる相互
作用による個体群サイズ変化速度も倍になるというわけである。さらに, 慣用的には, Lotka-Volterra 型
の個体群間相互作用とは, 2種個体群間における相互作用のみに対しての呼称であり, たとえば, 式 (16)
に基づいて. 3種の生物個体群のサイズの積を用いた 3種間相互作用による, 内 1種の個体群サイズ変化
速度の数理モデリングは, $\iota nass$-action 型とは呼ばれても* Lotka-Volterra型とは概して呼ばれない。
この呼称は, アメリカの科学者 Alfred James Lotka $[27, 28]$ による 1925年の, 生物的防除に関わる寄生

者遺主関係の数理モデリング イタリアの科学者 Vito Isacar Volterra [59] による 1926年の, アドリア海
における捕食性魚類個体群と被食魚類個体群の関係の数理モデリングにおいて用いられた mass-action仮定
による個体群相互作用の導入にちなむものである。
実際の生物個体群では, 個々の個体間相互作用には時間がかかるはずであるし, 個体の空間配置がランダ
ムで一様であるとも考えがたい。 それでも, Lotka-Volterra型の数理モデリングに基づく数理モデルの解
析結果が実際の生物現象の考察にとって有益な考察を提供できてきたというのは, たとえば, 詳細な個体
間相互作用が, 時間的空間的にランダムでもなく, 瞬時でないとしても, それらの非ランダムさや非同時
性 11が時間的空間的にランダムに起こっているという仮定が適用できるならば, 十分に長い時間スケールで
の個体群サイズ変動の特性は, $mas\triangleright action$仮定による Lotka-Volterra型数理モデリングによって導入され
る相互作用による考察によって導かれるものと同等であったからだと考えられる。
これは, いわゆる「平均場近似 (mean-field approximation) 」 的な扱いが有効である場合で, いわば, 考

えている個体群内の非ランダムさや非同時性が, 平均として互いに打ち消しあうような状況が個体群内で
成立している場合である。個体群が十分に大きい, あるいは, 個体群密度が十分に高い場合には, このよう
な考え方がより有効に成り立ちうるであろう。もちろん, 個体群が相当小さかったり, 個体群密度が相当低
かったりするような場合には, 非ランダムさや非同時性による平均場近似からのズレは, 一般的には, 相当
に大きくなると思われる。

3.2 Michaelis-Menten型反応速度

$Mi\bm{i}aelis-Menten$ (ミカエリスーメンテン) による酵素反応の理論において, 荻$ichaelis-Mmlten$ 型反応
速度式 (Michaelis-Menten reaction velocity equation) , あるいは, $MichaeIis-Menten$ 式 (Michaelis-

Menten equation) と呼ばれている反応速度式がある。酵素は高性能の触媒として, 相対的にかなりの低濃
度でも十分に高速な反応を実現する高分子であり, その役割は, 反応原系 (基質, substrate) とコンプレッ
クス (complex; 錯体, 複合体) を生成することである。ほとんど全ての生物学的反応は, 酵素によって,
その反応が昂進される。典型的な酵素の濃度は, 近似的に $10^{-8}$ から $10^{-10}M$ の範囲にあり, 一方, 基質の

10ここでは, あえて一般化して.『個体群間」相互作用と表現しているが, 慣例では,『種間」相互作用 (inter-specific interaction)
と表環することが多い。本稿では, $r$異なる個体群」 は, 必ずしも 「異なる種」を意味する必要はないという一般的な立場をとるべく,
このような表現を用いた。

11相互作用に時間がかかるとすれば, 相互作用に関わっている個体は, 新しい相互作用には関わることができない個体として, そ
の時間帯には, 新しい相互作用を導く (のに有効な) 自由な個体からなる有効個体群からは除外されるべきである。
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濃度は, 通常, $10^{-6}$ より大きい。 そのような状況では, 酵素による, 反応中間コンプレックスは, 基質よ
りはるかに小さな濃度で存在すると考えられる。 そこで, それらの濃度は, (短い誘導期間の後に) 定常状
態にあると考えることが, 近似的に有効である。多くの酵素反応が, そのような定常状態を仮定して研究さ
れており, 定常状態速度論的研究 (steady-state kinetic studies) と呼ばれる。
酵素を $E$ , 基質を $S$ , 中間コンプレックスを X, 生成物を $P$ と書けば, 最も簡単な酵素反応系は, 以下
のように表される :

$E+s_{k_{-1}k-2}^{k_{1}k_{2}}=X=E+P$ (17)

この酵素反応系を Michaelis-Menten機構 (Michaelis-Menten structure) と呼ぶことがある。
酵素反応系 (17) について, 化学反応速度論に従って, 物質 A の濃度を [A] という形で表現して, それぞ

れの物質の濃度変化を以下のような非線形微分方程式系で表すことができると仮定 12する :

$\frac{d[E]}{dt}$ $=$ $-k_{1}[E][S]-k_{-2}[E][P]+(k_{-1}+k_{2})[X]$ (18)

$\frac{d[X]}{dt}$ $=$ $k_{1}[E][S]+k_{-2}[E][P]-(k_{-1}+k_{2})[X]$ (19)

$\frac{d[S]}{dt}$ $=$ $-k_{1}[E][S]+k_{-1}[X]$ (20)

$\frac{d[P]}{dt}$ $=$ $k_{2}[X]-k_{-2}[E][P]$ (21)

ここで, (17) が孤立した (系外からの物質の移入, 系内からの物質の移出がない) 酵素反応系ならば. 反
応開始直前の $E$ と $S$ の初濃度をそれぞれ $[E]0,$ $[S]_{0}$ と表せば, それらの保存則より,

$[E]_{0}$ $=$ $[E]+[X]$ (22)

$[S]_{0}$ $=$ $[S]+[P]+[X]$ (23)

が任意の時刻において満たされなければならない。 これらの初濃度 $[E]_{0},$ $[S]0$ は定数として与えられている
ものとすると, (22) と (23) より, $d[E]/dt=-d[X]/dt$, および, $-d[S]/dt=d[P]/dt+d[X]/dt$ が導かれる。
上記のように, 酵素はかなりの低濃度であり, したがって, 中間コンプレックス濃度も低濃度であるとし

て. 基質や生成物の濃度 [S], [P] に比べて, [X] が無視できるほどの大きさであるとする。 すると, 保存則
(23) において,

$[S]_{0}\approx[S]+[P]$ (24)

という近似を導入することができる。 さらに, 基質濃度の変化に比べて中間コンプレックスの濃度変化は
無視できる 13 として, $d[X]/dt\approx 0$, したがって, $d[E]/dt\approx 0$ とする。保存則 (22) および $d[X]/dt\approx 0$ を式
(19) に適用して導かれる式とから, [E] と [X] を [S] と [P] で表すと, 式 (20) から, 基質 $S$ の反応速度 $\mathcal{V}$ が,
基質 $S$ と生成物 $P$ の濃度の関数として, 以下のように求められる :

$\mathcal{V}=-\frac{d[S]}{dt}(\approx\frac{d[P]}{dt}I\approx\frac{(V_{m}/K_{m})[S]-(V_{P}/K_{P})[P]}{1+[S]/K_{m}+[P]/K_{P}}$ (25)

ただし,

$V_{m}=k_{2}[E]0$ ; $V_{P}=k_{-1}[E]0$ ; $K_{m}= \frac{k_{-1}+k_{2}}{k_{1}}$ ; $K_{P}= \frac{k_{-1}+k_{2}}{k_{-2}}$

12第 31節で述^た化学反応速度論における動的な $maae\cdot action$ 仮定による。
13準定常状態近似 (quasi-8teady state $appr\alpha lmation$) 。 $Briggs-Haldane$a 定常 v u劇以 (stationary state aPproximation)
と坪ばれることもある。
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図 3; Michaelis-Menten機構における基質反応速度 (26)。

この式 (25) を (一般的な) $MichaeIis-Me\mathfrak{n}te\mathfrak{n}$ 型反応速度式, あるいは, Michaelis-Menten 式と呼び,
$K_{m}$ を Michaelis 定数と呼んでいる。Michaeli8 Menten 型反応速度式は, 酵素介在反応の (近似的) 反応
速度を与える。パラメータ $K_{m}$ や $K_{P}$ は, 中間コンプレックスの濃度変化に対する準定常状態近似によっ
て現れる, 中間コンプレックス濃度の定常性に関わるものである。
反応系 (17) を, 本節の初めで述べたような生体組織における生体反応過程と想定する場合として, $k_{-2}=0$

と仮定すると, Michaehhs-Menten 式 (25) は次のような (近似的) 反応速度を与えるものとなる :

$\mathcal{V}=-\frac{d[S]}{dt}(\approx\frac{d[P]}{dt})\approx\frac{V_{m}}{1+K_{m}/[S]}$ (26)

この式 (26) では, 応答物質濃度 [P] への依存性はな \langle , Michaelis-Menten 式 (25) において, $K_{P}arrow+\infty$

とした式に対応している。 この式 (26) も Michaelis-Menten型反応速度式, あるいは, Michaelis-Menten
式と呼ばれる。 この結果 (26) における基質反応速度の基質濃度依存性は, 図 3のようになることが導かれ
る。 このような反応速度式は, 触媒能に飽和が起こり得るような触媒反応に対して有効であることが図か
らもわかる。
同様の取り扱いで, 次のように, 中間コンプレックスが 2段階にわたるような場合でも, 式 (25) や式 (26)

が有効であることを示すことができる :

$E+s_{k_{-1}k_{-2}^{-}k_{-\theta}}^{k_{1}k_{2}k_{\theta}}=X_{1}arrow X_{2}=E+P$ (27)

それぞれの物質の濃度変化を表す微分方程式系は次のようになる :
$\frac{d[E]}{dt}$ $=$ $-k_{1}[E][S]-k_{-3}[E][P]+k_{3}[X_{2}]+k_{-1}[X_{1}]$ (28)

$\frac{d[X_{1}]}{dt}$ $=$ $k_{1}[E][S]+k_{-2}[X_{2}]-(k_{-1}+k_{2})[X_{1}]$ (29)

$\frac{d[X_{2}]}{dt}$ $=$ $k_{2}[X_{1}]+k_{-3}[E][P]-(k_{-2}+k_{3})[X_{2}]$ (30)

$\frac{d[S]}{dt}$ $=$ $-k_{1}[E][S]+k_{-1}[X_{1}]$ (31)

$\frac{d[P]}{dt}$ $=$ $k_{3}[X_{2}]-k_{-3}[E][P]$ (32)

また, $\check{}$の場合の保存則は,

$[E]0$ $=$ $[E]+[X_{1}]+[X_{2}]$ (33)
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$[S]_{0}$ $=$ $[S]+[P]+[X_{1}]+[X_{2}]$ (34)

となる。

この場合についても, 基質濃度の変化に比べて中間コンプレックスの濃度変化は無視できるという準定
常状態近似を 2種類の中間コンプレックスに同時に仮定することにより, $d[X_{1}]/dt\approx 0$ かっ $d[X_{1}]/dt\approx 0$

という近似を適用し, 上記の保存則を用いれば, 反応速度式 (25) や (26) , における $K_{m},$ $K_{P},$ $V_{m},$ $V_{P}$ を

次のように定義し直すだけで対応する結果を導くことができる ;

$K_{m}= \frac{k_{2}k_{3}+k_{-1}k_{3}+k_{-1}k_{-2}}{k_{1}(k_{-2}+k_{2}+k_{3})}$ ; $K_{P}= \frac{k_{2}k_{3}+k_{-1}k_{3}+k_{-1}k_{-2}}{k_{-3}(k_{-2}+k_{-1}+k_{2})}$

$V_{m}= \frac{k_{2}k_{\theta}}{k_{-2}+k_{2}+k_{3}}[E]_{0}$ ; $V_{P}= \frac{k_{-2}k_{-1}}{k_{-2}+k_{-1}+k_{2}}[E]_{0}$

このような取り扱いは, さらに中間コンプレックスの数が多くても同様である。つまり, パラメータの定
義が変わるだけであり, $Michaelis-Menten$型反応速度式の形は, 酵素反応系における中間コンプレックス
の数には無関係である。
最後に, 酵素と結合し, 酵素の有効濃度を減少させる物質 (阻害物質, inhibitor) I を考えた場合, すな

わち,

$E+$ I $\frac{arrow}{k_{-}}k+$ EI (35)

という反応が, 反応 (17) や (27) と同時に進行している場合を考えてみよう。 この場合の阻害物質と酵素の
間の反応速度が, やはり, 第 31節で述べた化学反応速度論における動的な mas&action仮定を用いて,

$\frac{d[I]}{dt}$ $=$ $-k_{+}[E][I]+k_{-}[EI]$ (36)

$\frac{d[EI]}{dt}$ $=$ $k_{+}[E][I]-k_{-}[EI]$ (37)

で表される場合を考える。 ここで, 反応 (17) や (27) における中間コンプレックスの濃度に対する準定常状
態近似に加えて, 上記の阻害物質と酵素の間の反応 (35) についても, 準定常状態近似を適用することにす
る。 すなわち, $d\beta$] $/dt\approx 0$ という近似を用いると, 平衡定数 $K_{I}=k+/k_{-}$ を用いて, 阻害物質 I が存在す
る場合の反応速度 $\mathcal{V}$ は, 次のように得られる :

$\mathcal{V}=-\frac{d[S]}{dt}\approx\frac{(V_{m}/K_{m})[S]-(V_{P}/K_{P})[P]}{1+K_{I}[I]+[S]/K_{m}+[P]/K_{P}}$ (38)

このような準定常状態近似のアイデアを用いて生物個体群ダイナミクスの数理モデリングが可能である。
たとえば, De Boer&Perelson [8] や Huisman&De Boer [18], Borghans et al. [5] などによって議論さ
れている 16。ここでは, その基本的な数理モデリングの考え方を紹介する。次のような 2種個体群の相互作
用過程を考える :

$N_{1}+N_{2\frac{arrow}{\gamma-}}^{\gamma+}Carrow\sigma N_{2}(1+\kappa)$ (39)

ここで, Ni $(i=1,2)$ は考えている 2種個体群において種間相互作用状態にない (フリーな) 個体を表し
ており, $C$ は種間相互作用状態にある個体ペアを表している。 この場合, 種間相互作用は, それぞれの個体

$14k_{-S}=0$ の場合。
15準定常状態近似による数理モデリングについては近年においても研究が進みつつあり, 今後, 数理生物学への応用が期待できる。

たとえば, 文献 [38, 44, 45, 46, 58] などを参照されたい。
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群の単位個体群サイズ間 (異種個体間) において作用するものと仮定し, 相互作用に入る頻度を与える係数
として $\gamma+$ ’相互作用状態が無為に解消する 16 頻度を与える係数を $\gamma_{-}$ で表している。相互作用が変化を生
む場合には, 結果として, 相互作用状態にあった種 1の個体は死滅し, 種 2の個体から増殖が生じる。 $\sigma$ が

相互作用が変化を生む確率に相当する係数, $\kappa$ が増殖率に相当するパラメータである。 (39) で与えられてい
る相互作用過程は, 種 2が種 1を捕食したり, 種 2が種 1に捕食寄生したりする種間関係と見なすことので
きる場合である。 より一般的には, 種 2が種 1を搾取することによって個体群サイズを増加させる過程で
ある。

上記の反応式 (39) は, 単に, 仮定している相互作用過程を表現したものに過ぎない。 そこで, これまで

と同様にして, (ただし, 生物個体群の自然増殖, 自然死亡の過程を併せて仮定の上で) この反応式に対す

る反応速度式を書き下すと以下のようになる 17 :

$\frac{dN_{1}(t)}{dt}$ $=$ $g(N_{1}, t)-\gamma+N_{2}(t)N_{1}(t)+\gamma_{-}C(t)$ (40)

$\frac{dC(t)}{dt}$ $=$ $\gamma+N_{2}(t)N_{1}(t)-m_{C}(C,t)-\gamma_{-}C(t)-\sigma C(t)$ (41)

$\frac{dN_{2}(t)}{dt}$ $=$ $\sigma(1+\kappa)C(t)-m_{2}(N_{2},t)-\gamma+N_{1}(t)N_{2}(t)$ (42)

関数 $g(N_{1}, t)$ は, 種間相互作用に依存しない, 時刻 $t$ における種 1の個体群の増殖過程 (死亡を含む) によ
る個体群サイズ変動への寄与を与える。関数 $m_{2}(N_{2},t)$ は, 時刻 $t1$こおける種 2の個体群の (瞬間) 自然死
亡速度, $m_{C}(C, t)$ は, 時刻 $t$ における相互作用状態下の個体ペアの (瞬間) 死亡速度を与える。
さて, Michaelis-Menten型反応速度式導出の場合と同様に, 相互作用状態下の個体ペアの密度 $C$ の時間

変動が個体群サイズ $N_{1},$ $N_{2}$ の時間変動に比べて無視できるとする準定常状態を適用する。相互作用状態
下の個体ペアの密度 $C$ の時間変動速度が個体群サイズ $N_{1},$ $N_{2}$ の時間変動速度に比べて極めて大きく, 個
体群サイズ $N_{1},$ $N_{2}$ の時間変動の時間スケールでは, 相互作用状態下の個体ペアの密度 $C$ が十分速やかに
(準) 定常状態に各時刻で至っていると仮定することと同等である。すなわち, 今, 任意の時刻 $t$ において,
$dC/dt\approx O$ の仮定により, 関係式 (41) より,

$\gamma+N_{2}(t)N_{1}(t)-m_{C}(C,t)-\gamma-C(t)-\sigma C(t)\approx O$

を各時刻 $t$ について適用する。 この関係式より $C$ を $N_{1},$ $N_{2}$ の関数として一意的に表現することができれば,
(40) と (42) に代入することで閉じた系を得ることができる。最も単純な, $m_{C}(C,t)=\delta_{C}C_{1}m_{2}(N_{2},t)=\delta_{2}N_{2}$

の場合 ( $\delta_{C}$ と $\delta_{2}$ は正定数) について, さらに考えてみよう。また, 種 2の総個体群密度 $\overline{N}_{2}(t)=N_{2}(t)+C(t)$

を導入する。 この場合, 準定常状態近似は次の関係式を導く :

$C(t) \approx\frac{N_{1}(t)}{k_{h}+N_{1}(t)}\overline{N}_{2}(t)$ (43)

ここで,

$k_{h}= \frac{\gamma_{-}+\delta_{C}+\sigma}{\gamma+}$

である。準定常状態近似による関係式 (43) を用いれば, $(4t\vdash 42)$ より, 個体群密度 $N_{1}$ と $\pi_{2}$ の時間変動ダ
イナミクスが次のように表される 18 :

$\frac{dN_{1}(t)}{dt}$ $=$ $g(N_{1},t)-( \delta_{C}+\sigma)\frac{N_{1}(t)}{k_{h}+N_{1}(t)}\pi_{2}(t)$ $(u)$

$\frac{d\overline{N}_{2}(t)}{\underline dt}=-\delta_{2}\pi_{2}+K(\delta_{C}+\sigma)\frac{N_{1}(t)}{k_{h}+N_{1}(t)}\overline{N}_{2}(t)$ (45)

16相互作用の結果が無為である場合。相互作用状態にあった各個体は再びフリーな状態に戻る。
$17[]$ の代わりに斜体記号で各密度を表現している。
18この場合, 種 2の総個体群密度 $\overline{N}_{2}(t)$ に紺して, $N_{1}$ は種] の「繁殖可能な」個体群密度として記述されている。
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ここで,

$K= \frac{\sigma\kappa+\delta_{2}-(\gamma_{-}+\delta_{C})}{\delta_{C}+\sigma}$

である。 (44) と (45) の個体群相互作用項における分数関数形は, しばしば, Michaelis-Menten 型相互作
用とも呼ばれるものである 19。 $K\leq 0$ , すなわち, $\sigma\kappa+\delta_{2}\leq\gamma-+\delta_{C}$ ならば, 明らかに, 種 2の個体群は
絶滅に向かう (i.e. $tarrow\infty$ のとき N2(t)\rightarrow 0)。相互作用中の死亡率が高い場合や, 相互作用が強くなく,
相互作用が無為に解消しやすい場合には, 種 2が存続できないと解釈できる。
注意しておくべきは, (44) と (45) から成る系の特性が, 必ずしも, $(40\triangleleft 2)$ から成る系の特性と同等に
なるとは限らないことである。 これら二つの系の特性が対応するのは, 準定常状態近似の適用が適当な場合
である。すなわち, 相互作用状態下の個体ペア密度の時間変動速度が個体群サイズ $N_{1},$ $N_{2}$ の時間変動速度
に比べて十分に大きな場合に限りこれらの二つの系の特性が同等になるのであるから, 元になった $(4\triangleright 42)$

から成る系に対して, (44) と (45) から成る系を同一視することは数理的に問題があることに注意しておき
たい。

最後に, 2種個体群の相互作用過程 (39) をよりー般的にした, 次のような $\nu+l$ 種の個体群の間での相
互作用過程を考えてみよう $(i=1,2, \ldots,\nu;j=1,2, \ldots,l)$ :

$H_{:}+P_{j\frac{\gamma_{j\wedge^{+}}}{\gamma_{j}^{-}}}C_{ij}^{\sigma}\dot{d}^{1}P_{j}(1+\kappa_{1j})$ (46)

そして, 2種個体群の相互作用過程 (39) の場合と同様にして, この反応式に対する次の反応速度式を考え
る 20:

$\frac{dH_{1}(t)}{dt}$ $=$ $g_{i}(H_{1},t)- \sum_{j=1}^{l}\gamma_{1j}^{+}H_{i}(t)P_{j}(t)+\sum_{j=1}^{l}\gamma_{1j}^{-}C_{jj}(t)$ (47)

$\frac{dC_{1j}(t)}{dt}$ $=$ $\gamma_{1j}^{+}H_{1}(t)P_{j}(t)-D_{ij}C_{\dot{\iota}j}(t)-\gamma_{1j}^{-}C_{1j}(t)-\sigma {}_{:j}C_{1j}(t)$ (48)

$\frac{dP_{j}(t)}{dt}$ $=$ $\sum_{1=1}^{\nu}\sigma_{ij}(1+\kappa_{ij})C_{ij}(t)-\delta_{j}P_{j}(t)-\sum_{i=1}^{\nu}\gamma_{1j}^{+}H_{1}(t)P_{j}(t)$ (49)

準定常状態近似を適用し, 任意の時刻 $t$ において, $dC_{tj}/dt\approx 0$ が任意の $i,$ $j$ の組み合わせにっいて成り
立つとすれば, (48) より, 任意の $i,$ $j$ の組み合わせについて,

$H_{1}(t)P_{j}(t)-k_{1j}C_{1j}(t)\approx O$ (50)

が各時刻 $t$ について適用できる。 ここで,

$k_{1j}= \frac{\gamma_{1j}^{-}+D_{1j}+\sigma_{1j}}{\gamma_{1j}^{+}}$

である。今, 種 $P_{j}$ の総個体群密度

$\overline{P}_{j}(t)=P_{j}(t)+\sum_{:=1}^{\nu}C_{1j}(t)$ (51)

19また, 後述の第 4.6節で述べる Holling 型捕食過程における捕食者の機能的応答として Holling’s TyPe II reeponae (第 42節
参照 ; $p.21$ ) を与える Holling の円盤方程式 (107) (第 46節;p.32) による種間相互作用項とも考えることができる。

2 再び, $[]$ の代わりに斜体記号で各宙度を表現している。
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を導入すると, (50) より, 関係式

$C_{ij}(t) \approx\frac{H_{i}(t)/k_{ij}}{1+\sum_{i=1}^{\nu}H_{i}(t)/k_{ij}}\overline{P}_{j}(t)$ (52)

が得られる。 これらの関係式 (50-52) を (47-49) に用いれば, 個体群密度 $H_{i},$ $\overline{P}_{j}(i=1,2,$
$\ldots,$ $\nu;i=$

$1,2,$
$\ldots,$

$l$ ) の時間変動ダイナミクスが次のように得られる :

$\frac{dH_{j}(t)}{dt}$ $=$ $g_{i}(H_{i},t)- \sum_{j=1}^{l}(D_{1j}+\sigma_{ij})\frac{H_{1}\cdot(t)/k_{j}}{1+\sum_{n=1}^{\nu}H_{n}(t)/k_{nj}}\overline{P}_{j}(t)$ (53)

$\frac{d\overline{P}_{j}(t)}{dt}$

$=$ $- \delta_{j}\overline{P}_{j}(t)+\sum_{1=1}^{\nu}K_{ji}(D_{1j}+\sigma_{jj})\frac{H_{1}(t)/k_{2j}}{1+\sum_{n=1}^{\nu}H_{n}(t)/k_{\mathfrak{n}j}}\overline{P}_{j}(t)$ (54)

ここで,

$K_{ji}= \frac{\sigma_{ij}\kappa_{tj}+\delta_{j}-(\gamma_{1j}^{-}+D_{1j})}{D_{1j}+\sigma_{1j}}$

である。 この系は, 2栄養段階の食物連鎖網の数理モデルになっている。 (53) と (54) に現れる捕食者個
体群と餌個体群の間の相互作用項は, 前出の (44) と (45) で与えられる 2種個体群間相互作用項における
Michaelis-Menten型相互作用のより一般的な形式の一つである $21_{\text{。}}$

33 個体群内相互作用から離散世代増殖過程へ

Poisaen分布に従う個体間相互作用頻度 :Royama の理論

本節では, 個体群内の個体間相互作用を考慮に入れた議論によって, 第 22節で述べた指数関数型 logistic
離散世代増殖過程 (8) を導く。 ここで述べる導出は, Tomoo Royama (蝋山朋雄) (1992) [43] による議論
に基づいている。
今, 限られた資源を利用するある個体群を考える。資源が限られているので, 個体それぞれは, 必要と
する資源の獲得のために他個体と資源を奪い合うことになるだろう。第 $k$ 世代において. $i$ 個体で資源を奪
い合っている場合に期待される個体あたりの増殖率を $r_{k}(i)$ と書く。 また, 第 $k$世代において, ある資源を
奪い合っている個体数力*i である確率, もしくは, 同じ資源を奪い合っている集団が個体数 $i$ をもつ確率.
あるいは, 任意の 1個体が同じ資源を奪い合っている $i$ 個体から成る集団内の個体である確率を $P_{k}(i)$ と書
く。 $r_{k}(1)$ は, 第 $k$世代において資源の奪い合いがない場合に期待される個体あたりの増殖率を表し, $P_{k}(1)$

が資源を独り占めしている個体の個体群中の頻度を表す。 すると, 第 $k$ 世代の個体群全体における個体あ
たり (期待) 平均増殖率 $\langle r\rangle_{k}$ を次のように表すことができる :

$\langle r\rangle_{k}=\sum_{j=1}^{+\infty}r_{k}(i)P_{k}(i)$ (55)

この平均増殖率 (55) の数理モデリングにおいては, 考えている生息域での資源の奪い合いについて, 個体
間に差が導入されていると解釈できることに注意しよう。つまり, 個体数 $i$ で奪い合っている資源と異なる
個体数 $j(\neq i)$ で奪い合っている資源が存在するためにそれぞれの資源を奪い合っている個体の間に差が
生じるという解釈である。あるいは, 利用可能な資源について (確率的に) 質的な差がありえる場合を考え

21 また, 後述の第 4.6節で述^る, 複数の捕食者種と複数の餌種の聞の HolUng 型捕食過程における Holl-ing の円盤方程式による
相互作用ダイナミクス (118) と (119) [p.35] との数理的な対応も明らかである。
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ていると解釈することもできる。考えている個体群が利用できる資源の質に応じて資源に関する奪い合い
に強弱が生じ, それが奪い合いに参加する個体数 $i$ |こ反映されているという見方である。
個体あたりの平均増殖率 $\langle r\rangle_{k}$ は, 離散世代の場合, $\langle r\rangle_{k}=N_{k+1}/N_{k}$ と定義できるので, 式 (55) から,

次の一般的な個体群サイズダイナミクスが得られる :

$N_{k+1}=N_{k}$ . $\sum_{:=1}^{+\infty}r_{k}(i)P_{k}(i)$ (56)

密度がより高い個体群では, 資源の奪い合いはより激しくなるはずである。 したがって, 確率 $P_{k}(i)$ は, 一

般に, 世代数 $k$ にのみ依存するのではなく, 第 $k$世代における個体群サイズ (密度) $N_{k}$ にも依存すると考
えられるので, 式 (56) によるダイナミクスは, 必ずしも簡単ではない。
さて, 第 $k$世代における分布 $\{P_{k}(i)|i=1,2, \ldots\}$ が個体群サイズ (密度) に依存する平均値をもつ Poisson

分布に従うものとしよう。すなわち,

$P_{k}(i)= \frac{\gamma_{k}^{1-1}c^{-\gamma_{k}}}{(i-1)!}$ $(i=1,2, \ldots)$ (57)

とする。 ここで, $\gamma_{k}=\gamma_{k}(N_{k})$ は, 一般に, 世代 $k$ と個体群サイズ $N_{k}$ に依存する正値関数とする。 この

$Poi\epsilon\epsilon on$ 分布 $\{P_{k}(i)\}$ に基づけば, 第 $k$ 世代において資源の奪い合いをしている個体数の (期待) 平均値
$\langle i\rangle_{k}$ は次のように求められる :

$\langle i\rangle_{k}=\sum_{j=1}^{+\infty}j\cdot P_{k}(j)=\gamma_{k}+1$

関数 $\gamma_{k}(N_{k})$ が個体群サイズ $N_{k}$ について単調増加の場合, 個体群サイズ (密度) がより大きければ, (上記

の平均値 $\langle i\rangle_{k}$ も上昇し) 資源の奪い合いがより激しくなる。
今, 第 $k$ 世代において $i$ 個体で資源を奪い合う場合に期待される個体あたりの増殖率 $r_{k}(i)$ について,

$r_{k}(i)=r_{k}(1)\mu_{k}^{1-1}$ (58)

と仮定しよう。パラメータ $\mu_{k}$ は, 第 $k$ 世代における資源の奪い合いによる増殖率の低下の強さを表してお
り, $0<\mu_{k}\leq 1$ である。 $\mu_{k}$ が小さければ小さいほど, 資源をめぐる争いが個体あたりの増殖率に及ぼす影
響が強い。

Pois-sson分布 (57) と増殖率分布 (58) を (55) に代入すると, 個体群全体における第 $k$ 世代の個体あたり
(期待) 平均増殖率 ( $r\rangle_{k}$ は次のように得られる :

$\langle r\rangle_{k}=r_{k}(1)\cdot e^{-\langle 1-\mu_{k})\gamma_{k}}=e^{\ln r_{k}(1)-(1-\mu_{k})\gamma_{k}}$ (59)

結果として, 式 (56) より,

$N_{k+1}=N_{k}\cdot e^{\ln r_{k}(1)-\langle 1-\mu_{k})\gamma_{k}}$ (60)

という個体群サイズ変動ダイナミクスが得られた。
関数 $\gamma_{k}(N_{k})$ が個体群サイズ $N_{k}$ の比例関数, すなわち, $\gamma_{k}(N\sim=s_{k^{N}}k$ の場合, 式 (60) は, 明らかに.

第 22節で述べた Ricker モデル (8) に相当するものである。正のパラメータ $s_{k}$ は, 第 $k$世代における資源

をめぐる争いの強さを表していると解釈できる。 $s_{k}=0$ のとき, 第 $k$ 世代における資源をめぐる争いはな
く, 個々の個体が独立して資源を利用していることになる。式 (8) と (60) の間の対応と, 本節の数理モデリ
ングを考慮すると, 式 (8) におけるパラメータ $\tilde{\alpha}_{k}$ }は, 第 $k$世代における個体あたりの最大増殖率 (内的自

然増加率) の対数値を意味し, $\tilde{\rho}_{k}$ は, 個体群内の資源をめぐる争いの激しさ, および, その増殖率への効
果の強さを表すパラメータであると考えることができる。 したがって, 第 22節で述べた, 連続型 logistic
方程式 (1) から Ricker モデル (8) を導く手順を逆に辿ってみれば, 本節の議論は, 個体群内の個体間の資
源をめぐる争いから連続型 logistic 方程式を導く論理として考えることもできる。
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Skellam モデル

今, 個体あたりの増殖率が資源を奪い合っている個体数に反比例する単純な場合を考える。すなわち, 第
$k$ 世代において $i$ 個体で資源を奪い合う場合に期待される個体あたりの増殖率 $r_{k}(i)$ について,

$r_{k}(i)= \frac{r_{k}(1)}{i}$ (61)

と仮定しよう。奪い合っている資源の分け前が等分であり, 増殖率が入手できる資源量に比例する場合を考
えることになる。Poiaeon分布 (57) と仮定 (61) を (55) に代入すると, この場合の個体群全体における第 $k$

世代の個体あたり (期待) 平均増殖率 $\langle r\rangle_{k}$ を次のように得ることができる :

$\langle r\rangle_{k}=\frac{r_{k}(1)}{\gamma_{k}}(1-e^{-\gamma_{k}})$ (62)

したがって, 式 (56) より, 個体群サイズ変動ダイナミクス

$N_{k+1}= \frac{r_{k}(1)}{\gamma_{k}}N_{k}(1-e^{-\gamma_{k}})$ (63)

が得られる。
関数 $\gamma_{k}=\gamma_{k}(N_{k})$ が個体群サイズ $N_{k}$ の比例関数, すなわち, $\gamma_{k}(N_{k})=s_{k}N_{k}$ の場合, (63) は,

$N_{k+1}= \frac{r_{k}(1)}{s_{k}}(1-e^{-k}N_{k})$ (64)

となる。 John Gordon Skellam (1951) [52] は, Royama [43] と同様の考え方によって, この離散世代個
体群サイズ変動ダイナミクス (64) を導出しており, Skellam モデルと呼ばれることがある。最も単純な
$r_{k}(1)=r(1)$ かつ $s_{k}=s$ の場合には, Skellam モデル (64) は logistic増殖過程と同質の振る舞いをもつ個
体群サイズ変動ダイナミクスを与える。 $r(1)\leq 1$ の場合には個体群は単調に絶滅に向かうが, $r(1)>1$ な
らば, 個体群は単調にある正値 [環境許容量 (carrying caPacity)] に漸近する。

幾何分布に従う相互作用頻度

別のタイプの個体群内相互作用から導かれる離散型増殖過程を考えてみよう。 Royama [43] の理論では,
第 $k$世代において, $i$ 個体で資源を奪い合っている集団のメンバーである個体の頻度 $P_{k}(i)$ が Poisson分布
に従う仮定がもうけられていた。 この仮定は, Royama [43] が仮定したように, Poisson分布に従うランダ
ムさをもつ個体の空間分布によって個体群内の個体間相互作用が定まるとするならば, 適当と考えられる
が, 考えている個体群内の個体の空間分布が個体群の何らかの特性に従うある特定の規則性をもっていた
り, 資源利用に関する行動様式にある規則性が存在する場合には不適当であろう。
そこで, ここでは. 頻度分布 $\{P_{k}(i)|i=1,2, \ldots\}$ が次の幾何分布 ($g\infty metric$ distrlbution) である場合

を考えてみよう :

$P_{k}(i)=(1-z_{k})z_{k}^{1-1}$ $(0<z_{k}<1)$ (65)

分布の特性を決めるパラメータ $z_{k}$ が個体群サイズ $N_{k}$ の関数 $z_{k}=z_{k}(N_{k})$ とすれば. 考えている個体群の
サイズ変動ダイナミクスに関わる密度効果の特性を数理モデリングに導入できる。 第 $k$ 世代において同じ
資源の奪い合いをしている個体数の (期待) 平均値 $\langle n\rangle_{k}$ は, この場合,

$\langle n\rangle_{k}=\frac{1}{1-z_{k}}$
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となる。 パラメータ $z_{k}$ がより 1に近いほど平均値 $\langle n\rangle_{k}$ が大きくなる。 この平均値 $\langle n\rangle_{k}$ を用いれば, 頻度
分布関数 $P_{k}(i)(65)$ を次のように表すこともできる :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(i)=\frac{1}{\langle n\rangle_{k}}(\frac{\langle n\rangle_{k}-1}{\langle n\rangle_{k}})^{i-1}$

第 $k$ 世代において $i$ 個体で資源を奪い合う場合に期待される個体あたりの増殖率 $r_{k}(i)$ について, 幾何分
布関数 (58) を仮定するならば, 前節と同様の手順で個体群サイズ変動ダイナミクス (56) の具体的な形を導
くことができる :

$N_{k+1}=r_{k}(1)N_{k} \cdot\frac{1-z_{k}}{1-\mu_{k}z_{k}}$ (66)

そこで,

$z_{k}=z_{k}(N_{k})= \frac{v_{k}N_{k}}{w_{k}+N_{k}}$ (67)

の場合を考えてみよう。頻度分布 $\{P_{k}(i)|i=1,2, \ldots\}$ が任意の個体群サイズ $N_{k}$ に対して意味をもたなけれ
ばならないから, パラメータ $z_{k}$ は, 任意の個体群サイズ $N_{k}$ に対して 1より小さな正値をとらなければな
らない。 よって, (67) におけるパラメータ $v_{k}$ および $w_{k}$ について, $0<v_{k}\leq 1$ および $0<w_{k}$ とおく。 こ

の (67) で与えられる $z_{k}$ と $N_{k}$ の間の関数関係は, 個体群サイズ $N_{k}$ が大きくなるにつれて, $z_{k}$ が単調に
$v_{k}(\leq 1)$ に漸近することを表す。 よって, 個体群サイズ $N_{k}$ がより大きいほど平均値 ($n\rangle_{k}$ が大きい。 この
とき, (66) より, 次の個体群変動ダイナミクスが導かれる :

$N_{k+1}=r_{k}(1)N_{k} \cdot\frac{w_{k}+(1-v_{k})N_{k}}{w_{k}+(1-\mu_{k}v_{k})N_{k}}$ (68)

ところで, 第 33節で Skellam モデル (64) を導いた際に用いた, 個体あたりの増殖率が資源を奪い合っ
ている個体数に反比例する場合の $r_{k}(i)(61)$ を, $\{P_{k}(i)|i=1,2, \ldots\}$ が幾何分布 (65) である場合に適用す
るとどのような数理モデルが導出できるであろうか。 この場合, 第 $k$ 世代の個体群全体における個体あた
り (期待) 平均増殖率 ( $r\rangle_{k}$ |よ, (55) より, 次のように計算できる :

$(r\rangle_{k}$ $=$ $\sum_{:=1}^{+\infty}\frac{r_{k}(1)}{i}(1-z_{k})z_{k}^{1-1}=r_{k}(1)\frac{1-z_{k}}{z_{k}}\sum_{:-1}^{+\infty}\frac{1}{i}z_{k}^{*}$

$=$ $r_{k}(1) \frac{1-z_{k}}{z_{k}}\int_{0}^{z_{k}}\frac{1}{1-x}dx=r_{k}(1)\frac{1-z_{k}}{z_{k}}\ln\frac{1}{1-z_{k}}$ (69)

この個体あたり (期待) 平均増殖率 ($r\rangle_{k}$ を (56) に適用し, パラメータ $z_{k}$ の個体群サイズ $N_{k}$ への依存性
が与えられれば, この場合の個体群ダイナミクスを得ることができる。その個体群ダイナミクスの特性を
簡単には見積り難そうである。実際, パラメータ $z_{k}$ の個体群サイズ $N_{k}$ への依存性によって, 増殖曲練は
スクランブル型にもコンテスト型にもなり得ることがわかっている [48] 。

本節で述べた数理モデリングによる個体群サイズ変動ダイナミクスは, 明らかに, 導入される個体群内相
互作用の特性に大きく左右される。個体群内相互作用の個体あたりの増殖率 $\{r_{k}(i)\}$への影響の特性が (58)
と異なれば, 式 (56) から導かれる個体群サイズ変動ダイナミクスも大きく異なる特性をもち得るだろう。
この意味で, Royama [43] の理論による数理モデリングの考え方は応用性が高く, それは未知の数理モデル
を導出する可能性をもつといえる [48]。
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図 4: Site-ba8ed モデルの概念図。詳細は本文参照。

$Sit\triangleright based$ モデル

本節では, Sumpter &Broomhead $(2\mathfrak{W}1)[55]$ . Johansson &Sumpter (2003) [20], Brdnnstr\"om &
Sumpter (2005) [6] らが Royama [43] の理論による数理モデリングの考え方を応用拡張した $sit\triangleright ba\infty d$ モ

デルと呼ぶ数理モデリングを考察する。
ある生物個体群にとっての生息好適地の空間分布が分断的で, バッチ状に分布している場合を考える。生

物個体群は生息好適バッチ $t=$ “site”) を利用してのみ繁殖できるものとする。第 $k$世代において, 考えて
いるパッチ状生息域において, $i$ 個体が存在するパッチの頻度を $p_{k}(i)$ と表すことにする。頻度 $p_{k}(i)$ は, 一

般的に, 全生息域に存在するパッチの数や $k$ 世代目の総個体群サイズ $N_{k}$ に依存して定まる。各バッチにお
ける個体あたり (期待) 平均増殖率は, パッチに共存する個体数に依存して定まるものとし, 第 $k$世代にお
いて, $i$ 個体が存在するパッチにおける個体あたり (期待) 平均増殖率を $r_{k}(i)$ と表す。 よって. 第 $k$ 世代
において, $i$ 個体が存在するパッチあたり (期待) 平均増殖率 $\phi_{k}(i)$ は $\phi_{k}(i)=r_{k}($の $\cdot i$ として与えられる。
今考えている全生息域におけるバッチ総数を $K_{*}$ とすると, 第 $k$ 世代において, $i$ 個体が存在するパッチ

数の期待値 ($i\rangle_{k}$ は, ($i\rangle_{k}=K_{i}\cdot p_{k}(i)$ で与えられる。 そして, 各パッチにおける増殖のみが次世代の個体群
サイズを決めると仮定して, 第 $k+1$ 世代の個体群サイズを次のように与える :

$N_{k+1}= \sum_{i=0}^{+\infty}\phi_{k}(i)\langle i\rangle_{k}=K_{\epsilon}\sum_{i=1}^{+\infty}i\cdot r_{k}(i)p_{k}(i)$ (70)

この式 (70) による離散世代個体群サイズ変動ダイナミクスが $\dot{a}te-\cdot baggd$ モデルと呼ばれる (図 4参照) 。
Royama [43] の理論による次世代の個体群サイズを定める式 (56) と比較すれば明らかなように, sitebased
モデルでは, 個体群サイズの変動は, 本質的に, 各パッチにおいて共存する個体数に依存する。個体あたり
の (期待) 平均増殖率は, 共存する個体数が異なるパッチ毎に異なる。 site-based モデルでは, 次世代の個
体群サイズを定めるために, 個体群全体における個体あたり (期待) 平均増殖率ではなく, パッチ状生息域
におけるパッチあたり (期待) 平均増殖率 22 を考えている点が特徴的である。
さて, $K_{i}$ 個の生息好適パッチが各個体にとって同等であり, 各個体によるパッチ選択が他個体に依存せ

ず, ランダムである場合には, $N$個体のうち, あるパッチに $i$ 個体が定住する確率 $p_{\epsilon}(i)$ は次のように与え

$+\infty$

22式 (70) における $\sum i\cdot r_{k}(i)p_{k}(i)_{\text{。}}$

$i=0$

18

28



られる 23 :

$p_{s}(i)$ $=$ $(N -i+K_{s} K_{s}-2 -2)/(\begin{array}{ll}N+K_{\epsilon} -lK_{\theta} -1\end{array})=(K_{\delta}-1) \prod_{j=0}^{i-1}(N-j)/\prod_{j=1}^{i+1}(N+K_{s}-j)$

$=$ $(1- \frac{1}{K_{\delta}})\prod_{j=0}^{i-1}(\frac{N}{K_{\theta}}-\frac{j}{K_{s}})/\prod_{j=1}^{i+1}(\frac{N}{K_{s}}+1-\frac{j}{K_{\delta}})$ $(i=1,2, \ldots, N)$

総個体数 $N$ およびパッチ総数 $K_{l}$ が十分に大きな場合には, 次の幾何分布 (geometric distribution) で近
似される :

$p_{s}(i) \approx\frac{1}{(n)+1}(\frac{\langle n\rangle}{(n\rangle+1})^{1}$ $(i=0,1,2, \ldots)$

ここで, ( $n\rangle$ $=N/K_{\iota}$ はパッチで共存する個体数の平均値である。
そこで. 第 $k$ 世代において, 考えているパッチ状生息域において, $i$ 個体が存在するバッチの頻度 $p_{k}(i)$

が次の幾何分布に従う場合を考えてみよう :

$p_{k}(i)= \frac{1}{(n\rangle_{k}+1}(\frac{(n\rangle_{k}}{(n\rangle_{k}+1}$ノ: $(i=0,1,2, \ldots)$ (71)

ここで, ($n\rangle_{k}=N_{k}/K_{l}$ は, 第 $k$ 世代におけるパッチで共存する個体数の (期待) 平均値を表す。
まず, 第 $k$世代において, $i$ 個体が存在するパッチにおける個体あたり (期待) 平均増殖率 $r_{k}(i)$ が幾何

分布関数 (58) で与えられる場合については, (70) より, 次の離散世代個体群サイズ変動ダイナミクスが導
かれる [48] :

$N_{k+1}$ $=$ $r_{k}(1) \cdot\frac{N_{k}}{\{1+(1-\mu_{k})N_{k}/K_{l}\}^{2}}$ . (72)

この個体群サイズ変動ダイナミクスは, 第 23節で述べた拡張 Verhu砒モデル (9) において $\theta=2$ の場合
であり, スクランブル型の増殖曲線を示す。
一方. 第 33節で Skellam モデル (64) を導いた際に用いた, 個体あたりの増殖率が資源を奪い合ってい
る個体数に反比例する場合の $r_{k}(i)(61)$ を適用すれば, (70) と (71) より, 次の離散世代個体群サイズ変動
ダイナミクスが導かれる [48] :

$N_{k+1}$ $=$ $r_{k}(1) \cdot\frac{N_{k}}{1+N_{k}/K_{J}}$ (73)

この離散世代個体群サイズ変動ダイナミクスは, 第 21節で述べた Verhukst モデル (3), M.P. Hassell [12]
によって考察された数理モデル (5) である 24。コンテスト型増殖曲線を示す。
特別なスクランブル型の増殖の場合として, パッチに 1個体のみ 25 が定住した場合に限り繁殖が可能で
あり, 2個体以上が定住しているパッチでは繁殖が不可能な場合を考えてみよう 26。 $i$ 個体が存在するパッ

$2\epsilon_{N}$ 個の玉を $K_{l}$ 個の箱に分け入れる (箱が空の場合も許す) 場合の数を考えればよい。たとえば, 寺本 [56] 第 6章参照。
24$p_{k}(i)$ が Poiseon 分布に従う場合には, 第 33節で述べた Skellam モデル (64) が導かれる。 文献 $|6,20$] 参照。
25必ずしも, 通常の用語としての『 1個体」 とは限らないことに注意。 より一般的には,「単位個体群サイズ」 と考えてよい。個体
群サイズ (あるいは密度) の計量単位に依存する。

26文献 $[6, 20]$ では, $p_{k}(:)$ が $Po\dot oe$on 分布に従う場合について. $i$ 個体が存在するバッチあたり (期待) 平均増殖率 $\phi_{k}(i)=r_{k}(i)\cdot i$

に対して.

$\phi_{k}$ (の $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$b$ if $i=1$ ;
$0$ otherwise

を適用して議論している。
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チにおける個体あたり (期待) 平均増殖率 $r_{k}(i)$ についての次の数理モデリングを適用する :

$r_{k}(i)=\{\begin{array}{ll}r_{k}(1) if i=1;0 otherwise\end{array}$ (74)

この場合, (70) より, $N_{k+1}=K_{\delta}r_{k}(1)p_{k}(1)$ であり, $p_{k}(i)$ が幾何分布 (71) に従う場合には,

$N_{k+1}=r_{k}(1) \cdot\frac{N_{k}}{(1+N_{k}/K_{\epsilon})^{2}}$ (75)

が導かれる。 この離散世代個体群サイズ変動ダイナミクスは, 前出の $i$ 個体が存在するパッチにおける個体
あたり (期待) 平均増殖率 $r_{k}(i)$ が幾何分布 (58) で与えられる場合についての離散世代個体群サイズ変動
ダイナミクス (72) と同様に, 第 23節で述べた, $\theta=2$ の場合の拡張 Verhulst モデル (9) である 27。

概念図 4から一目瞭然なように, site-based モデルは, フジツポや珊瑚のように浮遊性の幼生期を経て固
着性の成熟 (繁殖) 期をもつ動物や, 分散性の高い種子を生産する一年生の植物の個体群サイズ変動ダイ
ナミクズに対する数理モデリングとして応用できるだろう 28。本節で考察したように, 結果として導出さ
れる数理モデルの構造は, 基本的に, 個体あたり (期待) 平均増殖率 $r_{k}(i)$ を定める密度効果の特性, およ
び. 生息好適パッチへの定着頻度 $p_{k}(i)$ の幼生密度への依存性によって決定される。言いかえれば, 個体あ
たり (期待) 平均増殖率 $r_{k}(i)$ と生息好適パッチへの定着頻度 $p_{k}(i)$ の与え方によって様々な数理モデルが
導出されうる。
第 33節で考察した数理モデリングでは, 考えている個体群の空間分布が, いわば, 統計的に導入されて
いるといえる。すなわち, 空間分布の統計的特性に依存した個体群内の個体間相互作用から個体群サイズ変
動ダイナミクスモデルを構成する考え方である。より具体的に個体群の空間分布自体を導入した数理モデ
ル 29 に比して, このような数理モデリングによって構成される数理モデルはセミ空間モデル $(\Re mi- 8patial$

model) $3-$ と呼ぶこともできるだろう。本書で述べたように, この数理モデリングにはさらなる開拓の余地
があり, 新しい数理モデリングへの発展, 新しい数理モデルの開発への応用が期待できる。

4 捕食ダイナミクス

4.1 餌捕食者関係

捕食者 (predator; プレデター) は, 他の生物種の個体を捕らえて食う生物を指す。この場合の食われる方
の種を餌 (prey; プレイ) と呼ぶ 31。一般に, 餌\dashv 南食者系 (prey-predator system, または, predator-prey
system) とは, 特に, 食う者と食われる者の関係にある二種以上の生物個体群からなる種間関係 (inter-
specific relationship), もしくは, 群集構造 (community structure) を指している。餌個体が, 捕食者に
対して (たとえば, 自己防衛のために) 何らかの攻撃を加えることはあるだろうが, 一般に, 餌個体は, 捕
食者個体を餌とはしないから, 食う者と食われる者の関係においては, 餌種と捕食者種の区別は明確であ
る 32。つまり, 餌個体群は, 捕食者個体群 (利用する者の集団) によって利用される者の集団である。
そのような, 利用する者と利用される者の関係として, 生物学的に重要なものとして, 寄生過程 (parasitism)

を介した種間関係, 寄生者 (parasite; パラサイト) と宿主 (host; ホスト) 33 の関係がある。寄生者の宿
$2\tau_{p_{k}(i)}$ が Poiaeon 分布に従う場合には. Ri $k$ モデルが導かれる。文献 $[6, 20]$ ひ照。
28無諭, それらの場合に限るわけではない。
29たとえば, 反応拡散方程式モデル. 格子空間モデル, セルオートマトンモデルなど。
$30_{Fihp\epsilon}$ et al. (2004) [9] による用語。
31捕食者に対して,「被食者」 という呼び方もしばしば用いられる。
32しかし, もちろん, 二種の生物がお互いに食い合う状況を考えることは可能である。
38寄主という呼び方もある。本稿では, 寄生者と同じ文字から始まるこの語句を使うより異なる文字から始まる宿主という語句を
通用とする。宿主という謡句は医学用語であるという説もある。また, 特に, 捕食寄生者の場合に r寄主」 という語句を使い, それ以
外の寄生過程の場合の『宿主」 と区別することもあるようである。
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主への寄生様式については, 宿主の体外への寄生 (ectoparasitism) と体内への寄生 (endoparasitism) を
区別できるが, その様式によらず, 寄生によって宿主の死亡が起こるような寄生者を, 特に, 宿主に対する
捕食寄生者 (parasitoid ; パラシトイド, パラサイトイド) と呼ぶ 34。
さて, 捕食寄生者-宿主関係においては, 寄生過程を通して, 寄生を受けた宿主個体が死んでしまうので,

捕食過程を通して, 捕食を受けた餌個体が死んでしまう (食われてしまう) 過程との類似性が高い。 この

類似性の高さから, 餌-捕食者関係に関する数理モデリングは, しばしば, 捕食寄生者宿主関係に関する
数理モデリングへと発展・応用される。 また, その逆もある。一方, (非捕食性) 寄生者宿主関係について
は, 宿主は, そのエネルギーを寄生者によって奪われるだけであって, 寄生過程によって死亡するわけでは
ないので, この点で, 明らかに餌補食者関係とは異質である。 しかし, たとえば, 寄生を受けた宿主個体
が, 生存率の低下 35 や繁殖能力の低下という影響を受けるとすれば, 寄生過程が宿主個体群のサイズ変動
ダイナミクスに影響を与えるのは明らかである。 しかし, 人や動物の体内における腸内細菌の寄生のよう
に, 宿主の個体群ダイナミクスには実質的な影響を与えない寄生関係も存在しうる。

42 捕食者の応答

捕食者の捕食を介した餌への応答の要素は, 大きく分けて次の二つの要素からなると考えることができ
る [53] : 数的応答 (numerical response), 機能的応答 (ffinctional response)。前者は, 捕食過程に依存し
た捕食者の個体群サイズの変動を指し, 後者は, 捕食過程において, 餌密度の変化に対する捕食者 1個体あ
たりの単位時間あたり摂食量 (すなわち, 接触率もしくは摂食速度) の変動を指している。特に, 後者は,
広い意味での, 捕食者の捕食行動の変化 (戦略の変化と呼べる場合もある) を反映するものであると考える
ことができる。

1959年の Crawford Stanley HoBing $[14, 15]$ による, 下記の機能的応答に関するタイプ分類は, 現在, し

ばしば慣用的に用いられている (図 5参照) :

【Holling’s Type Iresponae] 捕食者個体あたりの単位時間あたり摂食量が, 餌密度に (ほぼ) 比例し
て増加するが, ある餌密度以上に対しては一定になるような応答。

[Holling’s Type II responsel 餌密度上昇に対して, 捕食者個体あたりの単位時間あたり摂食量は増
加するが, その増加率が餌密度上昇に伴って低下し, 単位時間あたり摂食量が上に凸の (飽和的) 増
加曲線を描くような応答。

[Holling’s Type III response] 餌密度上昇に対する捕食者個体あたりの単位時間あたり摂食量の増加
率が, ある餌密度までは増大し, その餌密度を超えた餌密度上昇に伴っては低下する応答。単位時間
あたり摂食量は, $S$ 字型の (飽和的) 増加曲線を描く。

このような捕食者の摂食率の餌密度に対する応答の違いは, 個体群サイズ変動ダイナミクスにおける大き
な違いを生じさせる原因となりうるものである。
いずれの機能的応答においても, 捕食者 1個体の単位時間あたり摂食量は, 十分な餌密度の上昇に対し

てその増加率がゼロもしくは十分に小さくなるという, いわゆる「頭打ち」の特性を含んでいる。 これは,

捕食者による捕食過程によって単位時間に処理できる限界餌量の存在が示唆されており. 餌密度がその処理
限界を超えるほど高い場合には, 捕食者による摂食速度が, 餌密度そのものよりも, 摂食効率によって定ま
る限界値に依存して決まるという理解ができる。

Type III については, 相対的に低密度におけるある餌密度までは, 餌密度上昇に伴って, 捕食者個体あ
たりの単位時間あたり摂食量の増加率は増大するので, この場合の応答曲線は $S$字型になる。たとえば, 相

34生態学では tt. 寄生 th者 (parasite) と称 tsして捕 re食寄生者を指すことがしばしばあるようである。
85相紺的に死に易くなるという意味であり, 捕食寄生の場合のように必ず死ぬということとは違う。
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図 5: Holling による捕食者の機能的応答のタイプ分類。

対的に低密度においては, 餌密度の上昇による捕食者と餌の遭遇頻度の上昇が摂食率の上昇に強く働くが,
相対的に高密度になってくると, 上記の摂食効率の限界効果による摂食率上昇率の抑制が強く働くという特
性から理解できるだろう。あるいは (または, さらに), 相対的に低密度における餌密度上昇に伴って, 捕
食者の餌の探索捕獲能力が上昇する (Holling [16]) と力\searrow 餌密度がかなり小さい場合に, 対象としてい
る餌個体群への探索努力を積極的に減らしている (Hassell et al. [13]) とか, 餌の隠れ場所 (もしくは, 逃

げ場所 ;shelter) が限られており, ある餌密度までは, 餌が捕食から逃れやすく, 捕食による摂食率が, 餌
の逃避によって抑えられているが, 十分に餌密度が高くなってくると, 餌の逃避の効果が薄れ, 餌密度上昇
に伴う摂食率の上昇が急になる (餌密度上昇の効果が強くなる) とかといった起因も考えることができる。

4.3 餌\dashv 甫食者個体群サイズ変動ダイナミクス

捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量は, 一般に餌の密度とともに大きくなるだろう。 しかし, そ

れが無限に大きくなるとは考えがたい。 この餌の密度と摂食量の関係に関して数理的に考えてみよう。今,
捕食者密度が $P$, 餌密度が $H$ である場合に, 時刻 $t$ における捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量を
$f(P,H, t)$ とおき, 捕食者数サイズ (密度) $P$ による [微小] 時間 $\Delta t$ における摂食総量 $\Delta Y$ が,

$\Delta Y=f(P,H,t)P\Delta t+O(\{\Delta t\}^{2})$ (76)

と表されると仮定しよう

摂食効率関数 $f(P,H,t)$ は, 時刻 $t$ における捕食者 1個体 (捕食者単位個体群サイズ) による単位時間あ
たり摂食量であるから, たとえば, 次のような性質を持つものと想定できる :

$\frac{\partial f}{\partial P}\leq 0\frac{\partial f}{\partial H}\geq 0$ (77)

ただし, 性質 (77) を $f(P, H,t)$ が必ず満たさなければならないというわけではない。たとえば, ある程度ま
での捕食者密度の上昇は, 餌の摂取に有利に働く場合もあるであろう。捕食者が広い意味で相利的に餌の探
索にあたり, その結果単独での餌探索の場合よりも探索効率が上昇するために, 個体あたりの摂食率がむし
ろ上昇するような場合である。そのような場合には, ある程度までの捕食者密度の上昇に対して, $f(P, H,t)$
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は増加し, さらなる捕食者密度の上昇に対しては, 捕食者 1個体あたりの餌の割り当ての減少の効果によっ
て, $f(P, H, t)$ が減少する, というような ( $P$ に関して単峰型の) 性質をもつ関数 $f$ を考えることができる。
Robert May [29] は, この関数 $f$ が表すダイナミクスを, 捕食者の機能的応答 (前節参照) と呼んだ。May
の考え方に立てば, 捕食者の機能的応答は, 関数 $f$ の特性によって数理モデリングされるものである。
時刻 $t$ {こおける餌密度を $H=H(t)$ とし, 時刻 $t$ から時間 $\Delta t$ における餌密度の変化分 $\Delta H=H(t+\Delta t)-$

$H(t)$ について考える。餌密度の変化は, 捕食者による摂食過程と捕食者密度によらない餌の更新 (生成.
死滅) 過程によって定まるものと考えられるから,

$\Delta H=-\Delta Y+\Delta G$

と書くことにしよう 36。ここで, $\Delta G$ は, 時刻 $t$ から時間 $\Delta t$ における餌の更新過程による餌密度の変化分
を表す。 $\Delta G$ は, 一般に, 餌密度 H. 時刻 $t$ , 時間 $\Delta t$ に依存する。 よって, ここまでの議論により.

$H(t+\Delta t)-H(t)=-f(P,H,t)P\Delta t+O(\{\Delta t\}^{2})+\Delta G$ (78)

が導かれる。餌の更新過程は, 餌に内在する増殖・死滅過程と移出入過程によって定まるべきものである。
式 (78) において, 両辺を $\Delta t$ で割り, $\Delta tarrow 0$ の極限を考えると, 結果として, 餌個体群のサイズ変動ダ
イナミクスは. 次のように与えられる :

$\frac{dH(t)}{dt}=g(H, t)-f(P,H,t)P$ (79)

この式 (79) の右辺において餌個体群の更新過程を表わす関数 $g(H,t)$ は,

$\Delta G$

$\lim_{\Delta tarrow 0}=g(H,t)\overline{\Delta t}$

という関係を満たすものである。
一方, 捕食者個体群のサイズ変動ダイナミクスは,

$\frac{dP(t)}{dt}=-m(P,t)+F(P,H, t)P$ (80)

で与えることができる。項一$m(P,t)$ は, 捕食者個体群の捕食以外の要因によるサイズ変動過程を表してい
る。移出入のない閉じた個体群を考えるならば, この項一$m(P,t)$ が表すのは, 捕食者の死亡による捕食者
個体群サイズの減少過程であり非正値をとる。項 $F(P, H, t)P$ が捕食による捕食者個体群の増殖過程を表
している。 この増殖過程は, 餌個体群の捕食による減少過程を表す $f(P, H, t)P$ と密接な関係にあるべきだ
が, 一般的には, 同じものではないと考える方が自然である。 $f(P,H,t)P$の値が表すのは, 餌個体群の捕
食による減少速度であるのに対し, $F(P, H, t)P$ の値が表すのは, 捕食者個体群の増殖速度という本来異質
なものである。一般に, 100単位の餌を捕食したからといって, 100単位の捕食者が生まれるわけではない
し, 2倍の餌を摂食しても, 捕食者が 2倍生まれるとは限らない。
最も単純な数理モデリングは, $F(P,H, t)P$ を $\kappa f(P, H, t)P(\kappa$ は正定数, もしくは, 任意の時刻 $t$ にお

いて非負値をとる時間の関数 $\kappa=\kappa(t))$ とおくものである。係数 $\kappa$ は, しばしば, (エネルギー) 変換係数
([enery] conversion coefficient) と呼ばれるもので, 餌摂取量がどのくらいの効率で捕食者増殖に寄与す
るかを表す。 この数理モデリングにおいては, 餌摂取速度 $f(P,H,t)P$ が上がれば上がるほど捕食者増殖速
度 $F(P,H,t)P$が比例的に増大することになる。
しかし, 一般的には, 捕食者 1個体あたりの餌摂取速度 $f(P, H,t)$ は, 餌摂取速度 $f(P,H,t)P$ が増大し

たからといって増加するとは限らない。値 $f(P, H,t)$ が捕食者 1個体あたりの増殖率 $F(P,H,t)$ に直接関わ

36ここで, $\Delta H$ が「個体群密度」なのに対し. $\Delta Y$ は, r摂食総量」であるが, $P$ が捕食者 r密度」であるから, $\Delta Y$ は. 単位面積
あたりに撰食によって減少した餌個体群の減少分, すなわち, 餌個体群密度の減少分を与えている。
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るものであるから, $f(P, H, t)$ が上昇すれば, $F(P, H, t)$ も上昇するという設定は考えうるが, その関係が
比例的と考える必然性は, 一般的にはない。単位時間あたりに捕食する量が増えすぎれば, 一般にその捕
食によって得られるエネルギーへの変換効率は減少する。 2kg捕食した場合に得られるエネルギー量が, 1
kg捕食した場合に得られるエネルギー量の 2倍ではなく, 一般的には, 2倍以下である。 この原因として
しばしば挙げられるのは, 捕食した餌の消化効率の低下である。生理的な捕食物消化機能の能力を超える
大量の捕食は, 消化不良も起こしうる。 このような効果を個体群サイズ変動ダイナミクスに導入する場合
には, $F(P, H,t)P$ と $f(P,H,t)P$ は, $P$ や $H$ (さらには, t) の関数として異なるものとなるはずである。
関数 $F$ を $f$ の関数として, $F=F(f(P, H,t))$ で与える考え方が最も簡明である。上記の最も単純な場合に
は, $F$ が線形の関数であったが, 一般には, $F$ は非線形関数である。捕食者の増殖に関する特性を与える
数理モデリングにおいて関数 $F$ の与え方が重要である。 Robert May [29] は, この関数 $F$ が表すダイナミ
クスを, 捕食者の数的応答 (第 42節参照) と呼んだ。 したがって, この May の考え方に立てば, 捕食者
の数的応答は, 関数 $F$ の特性によって数理モデリングされるものである。

Lotkaー$VoIterra$ 型捕食過程 (Lotka-Volterra predation process) は, $Loth-Volterra$型の個体群問相互
作用を捕食過程に対して適用したものである。すなわち, 式 (79) において,

$f(P,H,t)P=\gamma(t)HP$ (81)

という数理モデリングを行ったものを指す。 $\gamma(t)$ は, 捕食過程の効率を表し, 任意の時刻 $t$ において非負値
をとる。 ここでは, 一般的に時間の関数として与えた。この数理モデリングでは, 結局, $f(P,H,t)=\gamma(t)H$

であるから, 捕食者 1個体あたりの餌摂取速度が餌密度のみに依存している場合である。餌密度が倍にな
れば, 捕食者 1個体あたりの餌摂取速度も倍になる。第 41節で述べた $f$ の性質 (77) は明らかに満たされ
ており. 性質 (77) についても, (等号が成り立っ) 特殊な場合として満たされている。
一方, 捕食による捕食者個体群の増殖過程を表す式 (80) における $F(\dot{P},H,t)P$ については, 第 41節で

述べたように, $f(P, H,t)P$ が Lotk-Volterra型相互作用で表されるからといって, 同様に $F(P,H,t)P$ ま
でもが恥 tka-Volterra型相互作用で表される必然性はない。 $F(P, H,t)P$ が表すのは, 捕食によって得られ
たエネルギーが捕食者個体群の増殖過程に変換されるという過程であり, 一般に, 単位時間あたり捕食者 1
個体による摂食量 $f(P, H,t)$ に比例する捕食者 1個体あたり増殖率 $F(P,H,t)$ が実現するとは限らないから
である。 しかし, 最も単純な数理モデリングとして, $F(P, H,t)=\kappa(t)f(P, H,t)(\kappa(t)$ は, 任意の時刻 $t$ に

おいて非負) とおき, 単位時間あたり捕食者 1個体による摂食量に比例する捕食者 1個体あたり増殖率が
実現する場合を考えることができるのであり, Alfred James Lotka $[27, 28]$ と Vito Isacar Volterra $[59, 60]$

もこのタイプの基本的な数理モデリングによる餌舗食者系を考察した。 いわゆる Lotka-Volterra 型餌\rightarrow 浦
食者系 (Lotka-Volterra prey-predator system) とは, (81) に加え,

$F(P,H,t)P=\kappa(t)\gamma(t)HP$ (82)

という数理モデリングが採用されたものを指す。なお, Lotka と Volterraが最初に考えた餌-捕食者系は以
下のようなものであった :

$\{\begin{array}{ll}\frac{dH(t)}{dt}= r_{K}H(t)-\gamma H(t)P(t)\frac{dP(t)}{dt}= \text{ー}\delta_{P}P(t)+\kappa\gamma H(t)P(t)\end{array}$ (83)

4.4 Nicholson-Bmlleyモデル

オーストラリアの昆虫学者 Alexander John Nicholson と物理学者 Victor Albert Balley は, 捕食過程に
対するひとつの数理モデリングを 1930年代に発表した (Nicholson [35], Nicholson&Bailey [37])。その
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数理モデルは, 現在, Nicholson-Bailey モデルとして有名である。Nich$olson-Bailey$ モデルは, 寄生者宿
主関係 (parasite-host relationship) における寄生過程ダイナミクスを表すものとして扱われることが多い
が, 餌-捕食者系における捕食過程に関する数理モデリングと考えることも可能である。

Nicholson-Bailey モデルは, 世代が離散的な昆虫個体群を想定した数理モデリングによって構築される。
今, 宿主の初期個体群密度を $H_{0}$ とおく。宿主の増殖・死亡過程はないものとする。考えている領域全体の
面積を $S$ とし, その内, 寄生者が, ある時刻までに, 面積 $s$ の領域を探索したとして, 寄生されなかった
宿主の (考えている領域全体での平均) 個体群密度を $H(s)$ とおく。定義より, $H(O)=H_{0}$ である。 このと
き, 考えている領域における宿主の初期総個体数が $S\cdot H_{0}$ であり, 寄生を受けなかった宿主の総個体数は
$S\cdot H(s)$ であるから, 寄生を受けた宿主の総個体数は $S\cdot H0-S\cdot H(s)$ で表される。 よって, 寄生者が面
積 $s$ を探索したときに, 寄生を受けた宿主の個体群密度分 $Z(s)$ は, $Z(s)=H_{0}-H(s)$ である。
寄生者がさらに微小面積 $\Delta s$ を探索する場合の, 寄生を受けていない宿主の (平均) 個体群密度の変化を

考えてみよう。寄生者がこの微小面積 $\Delta s$ を探索する聞に新たに寄生を受けた宿主の個体数は, 寄生者が面
積 $s$ を探索した場合に寄生を受けなかった宿主の総個体数が $S\cdot H(s)$ であるから, $S\cdot H(s)-S\cdot H(s+\Delta s)$

で与えられる。
一般に, 寄生者が探索した面積内の全ての宿主が寄生を受けるとは限らないので, ここでは, 宿主密度が

$H$ のときに寄生者が探索した領域内の宿主 1個体あたりに寄生を受ける確率を $\sigma(H)(\leq 1)$ とおこう。 この
寄生される確率は, 一般的に, 宿主の個体群密度に依存するものであるとする。 したがって, 探索した累積
総面積が $s$ である寄生者が, さらに微小面積山を探索した場合に, この微小面積 $\Delta s$ 内の宿主の内, 寄生
を受けた宿主「数」 37を

$\sigma(H(s))H(s)\Delta s+O(\{\Delta s\}^{2})$

とする 38。すなわち, 寄生者が微小面積 $\Delta s$ を探索したときの, 寄生を受けた宿主密度の増分 $\Delta Z$ は,

$\Delta Z=\frac{\sigma(H(s))H(s)\Delta\epsilon}{S}+O(\{\Delta s\}^{2})$

である。 この $\Delta Z$ は, 上で導いた, 寄生者がこの微小面積 $\Delta s$ を探索する間に新たに寄生を受けた宿主の個
体数 $S\cdot H(s)-S\cdot H(s+\Delta s)$ を総面積 $S$ で割って, 個体群密度変化分に換算した値に等しいから,

$H(s)-H(s+ \Delta s)=\frac{\sigma(H(s))H(s)\Delta s}{S}+O(\{\Delta s\}^{2})$ (84)

が導かれる。両辺を山で割れば, $\Delta sarrow 0$ の極限で,

$\frac{dH(s)}{d\epsilon}=-\frac{\sigma(H(s))H(s)}{S}$

という微分方程式が導かれる。 この微分方程式は, 形式的に次のように解ける :

$s=-S \int_{H(0)}^{H(\cdot)}\frac{1}{\sigma(h)h}d$ゐ (85)

この式 (85) が, 寄生者が探索した累積総面積 $s$ の増加に対する, 寄生されていない宿主の個体群密度 $H$ の

変化を表している。
最も慣用的に Nicholson-Bailey モデルと呼ばれるモデルについては, 寄生確率 $\sigma$ を定数と仮定する。 こ

の場合には, 式 (85) の積分は, 計算できて, その結果, 次のような探索面積-未寄生宿主密度の関係式が導
かれる :

$H(s)=H_{0}e^{-\sigma\iota/S}$ (86)
37ここでは, 寄生を受けた宿主の総「数」であり, 個体群「密度」ではないことに注意。
38ここで述べている数理モデリングにおいては. 重複寄生 (multi-parasitism, polyparasitism) は考慮されていない。すなわち,
宿主 1個体に対して, 複数の寄生者個体が寄生できるとすれば, 被寄生宿主は, 寄生者にとって, さらなる寄生の対象として, カウ
ントされなければならないので, 寄生者によって探索される宿主個体群密度は, 未寄生宿主個体群だけでなく, 被寄生宿主側体群も
考慮に入れなければならない。
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すなわち, 寄生されていない宿主の個体群密度は, 寄生者の探索した累積総面積の増加に対して指数関数
的に減少する。 この関係式 (86) より, 寄生者が面積 $s$ を探索したときに, 寄生を受けた宿主の個体群密度
$Z(s)$ は,

$Z(s)=H_{0}\cdot(1-e^{-\sigma\epsilon/S})$ (87)

と表されることが導かれる。
ところで, 考えている領域における寄生者の個体数を $P$ とする 39 と, 寄生者による宿主探索の累積総面

積が $s$ となる場合, 寄生者 1個体あたりの宿主探索の累積総面積 (の期待値, あるいは, 平均値) は, $\epsilon/P$

で与えられることになる。そこで, 単位時間あたりの寄生者 1個体による宿主探索面積を $a$ (正定数) で与

えることにすると, 寄生者 $P$個体による単位時間あたりの宿主探索総面積 (の期待値) は, $aP$で与えられ

ることになり 40 寄生者による宿主探索の累積総面積力\sim となるのにかかる (期待) 時間 $t$ は, $t=s/aP$

である。 よって, この設定を用いれば, 式 (86), 式 (87) は, 次のように, 時刻 $t$ の関数とし詳時間変化を
表す式に変換できる :

$H(t)$ $=$ $H_{0}\cdot e^{-\sigma a(P/S)t}$ (88)

$Z(t)$ $=$ $H_{0}\cdot\{1-e^{-\sigma a\langle P/S)t}\}$ (89)

寄生を受けた宿主の (平均) 個体群密度 $Z(t)$ は, 寄生者総数 $P$ が増大すれば増加するが, 寄生者総数増大
につれて, その増加率は減少する。 このことは, 寄生者 1個体あたりの被寄生宿主個体群密度 $Z(t)/P$ が寄

生者数 $P$ の単調減少関数になるという結果に結びつく。
さて, 宿主の繁殖期は, この寄生過程が起こっている季節の間隙にあり, 寄生をうけた宿主は. この繁殖

期に繁殖もできず, 次の寄生過程までに死亡するものとする。寄生過程が起こっている期間の長さを $T$ と

すれば, 式 (88) より, この寄生過程から逃れることのできる宿主の期待個体群密度は $H(T)$ で与えること

ができる。つまり, $H(T)$ が繁殖活動に加わることのできる宿主の個体群密度を表す。宿主の個体群密度が
$H$ の場合における, 単位個体群密度あたりの繁殖率を $R(H)$ とする。すなわち, 寄生期間終了時における
未寄生宿主の個体群密度を $H$ として, 次の寄生期間の初めにおける 「新規の」未寄生宿主の個体群密度が
$R(H)H$ で与えられるものとする。 さらに, 寄生期間終了時の未寄生宿主が次の寄生期間まで寄生可能な状
態で生き残り, かっ, 繁殖能力をもつ確率を $Q(H)$ で与える。一般的に, この越年確率 $Q$ は, 未寄生宿主
の個体群密度 $H$ に依存するものとして導入した。 よって, 第 $k$ 回目の寄生期間の初めの未寄生宿主の個体
群密度を $H_{k}$ で表せば, この期間の終わりにおける未寄生宿主の個体群密度 $H_{k}^{\epsilon nd}$ は, 式 (88) より,

$H_{k}^{\epsilon nd}=H_{k}e^{-\sigma a(P/S)T}$

で与えられるから, 第 $k+1$ 回目の寄生期間の初めの未寄生宿主の個体群密度 $H_{k+1}$ は, 上記の仮定より,

$H_{k+1}=R(H_{k}^{\epsilon n\text{\‘{e}}})\cdot H_{k}^{end}+Q(H_{k}^{end})\cdot H_{k}^{ond}$ (90)

と得られる。最も慣用的な (単純な) Nicholson-Bdey モデルについては, 繁殖率 $R$ と越年確率 $Q$ を個体
群密度に依存しない定数と仮定する。すると, 式 $(\mathfrak{X})$ は, 次のようになる :

$H_{k+1}=(R+Q)\cdot H_{k}\cdot e^{-\sigma a\langle P/S)T}$ (91)

39この寄生者個体数 $P$ は, 時間に寄らない定数と仮定する。昆虫個体群ダイナミクスにおける寄生では, その寄生過樫は繁殖行動
の一部ではあるが, 寄生過程と繁殖による個体群増殖は時間帯が異なると考えることのできる場合がほとんどである。

40ここでは. 複数の寄生者による宿主探索領域の重複による効果は考えていない。寄生者総数が増えることによる各寄生者の探禦
効率の低下の数理モデリングへの導入については, たとえば, 寄生者 1個体による単位蒔問あたり宿主探索面積 $a$ が寄生者総数の単
調減少関数 $a=a(P)$ であるとする仮定が考えられる。
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この式 (91) で表される宿主個体群密度の季節変動ダイナミクスが, 最も慣用的に, NichoIson-Bailey モデ
ノレと呼ばれるものである 41。
一方, 被寄生宿主 1個体から産生し, 次の寄生過程の期間に参与できる寄生者個体の期待数を $Po$ とおく

と, 上記の長さ $T$ の寄生期間で寄生される宿主個体数は $S\cdot Z(T)$ で与えられるから, この被寄生宿主個体
群から産生される新規の寄生者個体数 (の期待値) は, $p_{0}\cdot S\cdot Z(T)$ となる。 また, 上記の宿主の場合の数
理モデリングと同様に, ある寄生期間で寄生活動を行った寄生者が次の寄生期間まで生き残り, かっ, そ

の期間での寄生過程に参与できる能力をもつ確率を $\theta$ とする。新規に産生された寄生者個体の次の寄生期
間までの生存率は $Po$ に含まれていると考えてよいが, 一般には, 生存率に寄生者個体群における密度効果
が関与すると考えれば, Po は, 新規に産生された寄生者個体と, 次の寄生期間まで越年できる寄生者個体
とからなる個体群密度の関数と考えることができる。 ここでは, 最も単純な場合として, $Po$ と $\theta$ も共に定
数である場合について考えることにし, 第 $k$ 回目の寄生期間の初めにおける寄生者数を $P_{k}$ で表せば, この

期間の寄生過程によって産生される (次の寄生期間に参与することのできる) 新規の寄生者個体数は, 式
(89) より,

$p_{0}\cdot S\cdot H_{k}\cdot\{1-e^{-\sigma a(P_{k}/S)T}\}$

で与えられることになる。越年する寄生者個体数を考慮すれば, 第 $k+1$ 回目の寄生期間の初めにおける
(寄生能力をもっ) 寄生者数 Pk+l を次のように導くことができる :

$P_{k+1}=\theta P_{k}+p_{0}\cdot S\cdot H_{k}\cdot\{1-e^{-\sigma a\langle P_{k}/S)T}\}$

考えている領域における寄生者 (平均) 密度 $\overline{P}_{k}=P_{k}/S$ の季節変動を表す関係式に直せば次のようになる :

$\overline{P}_{k+1}=\theta\overline{P}_{k}+m\cdot H_{k}\cdot\{1-e^{-\sigma aF_{k}r}\}$ (92)

結果として, 式 (91) と (92) を合わせて, 寄生者個体群と宿主個体群の間のダイナミクスを表す数理モデル
が得られたことになる 42。この 2次元離散力学系を Nichokon-Bailey モデルと呼ぶこともある。
式 (91) の場合, 寄生者がいなければ, 宿主個体群サイズの季節変動は, 等比数列をなす。 よって, その

場合, 宿主個体群サイズは, ゼロ (絶滅) に漸近するか無限に増加する。実は, このことは, 寄生者がいて
も同じである。すなわち, 寄生者個体群は, ゼロ (絶滅) に漸近する力\searrow 宿主個体群サイズの無限の増加に
伴って無限に増加する。無限に増加してゆく場合には, 非常に大きな振動を伴いながら個体群サイズの変動
が起こる。数学的には有限の季節でいずれかの個体群サイズがゼロになることはないが, 数理モデルとし
ては, 非常に小さな個体群サイズになる季節には, 絶滅すると考えることもできる。
式 (91) の場合に, 寄生者が不在ならば宿主個体群が無限に増加するのは, 宿主個体群の増殖に個体群内
での密度効果が働いていないからである。個体群内での密度効果による調節が働き, 寄生者が不在の場合,
宿主個体群サイズはある有限値に制限される場合は, 式 (90) における関数 $R(H_{k}^{ond})+Q(H_{k}^{end})$ の数理モデ
リングによって導入できる。 この関数がVerhulst モデルで与えられるならば, 寄生者が不在の場合, 宿主個
体群サイズは, パラメータ値や初期値によらず, ある定値に単調に漸近収束する。あるいは, Rickerモデル
で与えられるならば, 寄生者が不在の場合, 宿主個体群サイズは, パラメータ値に依存して, 熊手型分岐を
伴う定常解の周期倍化現象, カオス変動を現す性質をもつ。 ところが, これらの宿主個体群内の密度効果を
導入した Nicholson-Bailey モデルにおいては, 図 6が示すように, 熊手型分岐ではな \langle , Neimark-Sacker
分岐と呼ばれる定常解の分岐が現れる $43_{\text{。}}$

41Nichokon-Bailey モデル (91) は. 寄生過程を $Poi\infty on$過程による確率過程とする数理モデリングによっても導出で蓼る. たと
えぱ, 文献 [48] を参照。

42ただし, 式 (91) の右辺の $P/S$ は. $\overline{P}_{k}$ で置き換える。
43Naimark-Sucker 分岐と記されることもある。Sacker-Neimark 分岐, $s\infty ondary$ Hopf 分岐, toru8分岐などとも呼ばれる。

Neimark-Sacker 分岐については. 例えば, Seyde1[50], $Kuznet_{8}ov[25]$ や小室 [24] を参照されたい。
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図 6: 宿主個体群内の密度効果を導入した Nicholson-Bailey モデル (90), (92) による個体群サイズの季節変動の定常
解の分岐図。密度効果が (a) Verhul-st モデル型の場合, $R(x)+Q(x)=ro/(1+0.5x)$ ; (b) Ricker モデル型の場合.
$R(x)+Q(x)=r_{0}\exp[-0.5x]_{b}\sigma aT=0.5;9=0.2;p_{0}=2.0_{\text{。}}$

Nicholson-Bailey モデルの数理モデリングにおいては, 被寄生宿主個体は, 寄生過程からは除外される
ことになるという仮定が採用されている。だから, Nicholson-Balley モデルの数理モデリングにおける宿
主個体群密度ダイナミクスは, 餌個体群において捕食された個体が除外されるという過程と同等とみなす
ことができる。つまり, Nicholson-Balley モデルは, 餌-捕食者系に関する数理モデリングとして理解する
ことも可能なのであり, その場合, 式 (89) が与える $Z(t)$ は, 捕食者による時刻 $t$ までの餌摂取総量に相当
するので, この $Z(t)$ で与えられるような, 捕食者による餌摂取量の数理モデリングを, Nicholson-Bailey
型摂食過程と呼ぶことができる。

4.5 離散世代 Lotka-Volterra 型餌\rightarrow .浦食者系

寄生者痛主関係に対する数理モデル研究に比べると, 餌-捕食者系についての離散世代型の数理モデル研
究は多くない。第 41節で述べたように, 捕食寄生者\dashv 首主関係は, 餌-捕食者関係と類似であるから, 捕食
寄生者宿主系についての数理モデルは, 餌捕食者系についての数理モデルへの応用性が高いとも考えら
れる。 ところが, 餌輔食者系についての数理モデルとしては, 歴史的に微分方程式を用いた連続世代型の
数理モデル研究が主流であり, また, 現象理解に関する研究として成功してきた [23]。しかし, 自然界にお
ける個体群サイズ変動に関わる事象 (繁殖, 死亡, 移出入など) の多くは, 本質的に時間離散的な事象であ
る。 そして, 我々が手にできる個体群サイズ変動のデータも, 通常. 時間離散的な時系列である。 この意味
で, 離散世代型の餌補食者系の数理モデリング 数理モデル解析にもっと関心が高まってもおかしくない。
近年, 非練形常微分方程式系を用いた連続世代型個体群ダイナミクスモデルに対して, その動態の定
性的性質を保持できる差分方程式系を構成する特殊な差分化スキームの研究も少なからず行われている
[7, 26, 31, 32, 33, 34, 40, 41] が, 離散世代型の数理モデリングとしての研究にまでは発展していない。最近
本稿の著者自身による研究 [49] により, 次の離散世代型餌捕食者系モデルが連続世代型の Loth-Volterra
型餌捕食者系モデル (83) (定数係数の場合) に対応する定性的な性質を保持する (dynamicaUy $consi_{8}tent$
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(a)

$H$

図 7: 相平面 $(H, P)$ における違続世代型の Lotka-Volterra型餌捕食者系モデル (83) (定数係数) と離散世代型餌\models 捕
食者系モデル (93) の軌道。異なる初期条件 (白丸) からの軌道の数値計算。薄色の曲線が連続世代型モデルの, 濃色の
点が離散世代型モデルの軌道を表す。連続世代型モデルの解軌道は, 初期値に依存した中立安定な ($neutrau_{y}$ stable)
閉 (周期) 軌道を描き, 離散世代型モデルの解軌道は, 初期値に依存した閉曲線の上を巡る点列となり. 二つのモデル
の間の dynamical $\infty nsistency$ を示している。矢印は連続世代型モデルの軌道の時間発展の向きを示す。 (a) $h=0.5$
(1500 ステップまで) ;(b) $h=20.0$ (3000 ス $\check{\tau}$ ップまで)。 $r_{H}=1.0;\gamma=1.0;\kappa=0.01;\delta_{P}=0.1$ 。

な) ことがわかった (図 7参照) :

$\{\begin{array}{l}H_{k+1}=e^{rnh}H_{k}\{1-\Pi_{h}(P_{k})\}P_{k+1}=e^{-\delta_{P}h}\{P_{k}+\kappa\frac{\phi_{P}(\text{ゐ})}{\phi_{H}(\text{ゐ})}e^{mh}H_{k}\cdot\Pi_{h}(P_{k})\}\end{array}$ (93)

ここで.

$\phi_{H}(h)=\frac{e^{r_{H}h}-1}{r_{H}};\phi_{P}(h)=\frac{e^{\delta_{P}h}-1}{\delta_{P}};\Pi_{h}(P_{k})=\frac{\phi_{H}(\text{ゐ})\gamma P_{k}}{1+\phi_{H}(h)\gamma P_{k}}$

であり, $h$ が離散時間ステップ長である。離散時間ステップゐにおける捕食過程の積算寄与が $\Pi_{h}$ によって

表されていると考えることができる。当然のことであるが, 微分方程式による連続世代型の Lotka-Volterra
型餌\dashv 甫食者系モデル (83) における maes-action型 (Lotka-Volterra型) 相互作用項の離散時間ステツプ $h$

における累積 (積分) が再び mass-action型で現れることはまず期待できない。 ここで紹介している離散世
代 Lotka-Volterra型餌捕食者系モデルでは, それが双方の個体群サイズを含む分数関数形で表現されてい
ることに注意されたい。 また, この離散時間ステップんにおける捕食過程による捕食者の積算増殖率に対
する摂食量の捕食者増殖への変換率は, $\kappa\phi_{P}(h)/\phi_{H}(h)$ で与えられている。 さらに, 著者による研究 [49] で
は, 餌種が logistic型増殖の場合に対する dynamically consistent な離散世代型 Lokta-Volterra型餌捕食
者系モデルや Kermack-McKendrick 伝染病モデル, より一般的な餌 1食者系のある族に対しても相当に
ロバ\mbox{\boldmath $\lambda$} トな dynamical consistency をもつ離散世代型モデルの構成に成功している。

4.6 Holling型捕食過程

この節では, カナダの Crawford Stanley Holling $[14, 15]$ によって, 1959年に議論された捕食過程の数
理モデリング そして, それをさらに発展させた蝋山朋雄 (Royama, Tomoo) の数理モデリング [42] に基
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ついて, 現在, HoiIing の円盤方程式 (Holling’s disc equation) として有名な捕食量を表す式を導く捕食過
程の数理モデリングについて述べる。

単一種の餌に対する円盤方程式

捕食者による捕食がランダムであり, 捕食者から半径 $R$ 内の餌を全て捕食の対象とするものとする。す
なわち, ある時点での捕食者は, その位置を中心とした半径 $R$ の円盤 (disc) 領域内の餌全てを (均等に)

捕食対象とすると仮定する。その円盤領域外の餌は決して捕食の対象にはならない。捕食者の移動を考えた
とき, 図 8で示すように, 捕食者の移動した経路を中心とした幅 $R$ の帯状の面積が捕食のために捕食者が
探索した領域である 44。帯状域の面積は, 時刻 $t$ における捕食者の移動の速さを $V(t)$ とすると, 時刻 $t$ か

ら $t+\Delta t$ の時間に

$2R \int^{t+\Delta t}V(z)dz$ (94)

だけ増加する。捕食者「数」を定数 $P$ とする 45 と, $\Delta t$ の時間の間の帯状域の延べ総面積の増分は,

$P \cdot 2R\int^{t+\Delta t}V(z)dz$ (95)

となる 46。よって, 時刻 $t$ における餌の密度を $H(t)$ とするとき, 捕食者 $P$ 個体によって $\Delta t$ の間に捕食さ
れる総量 $\Delta Y$ を,

$\Delta Y=\sigma\cdot H(t)\cdot P\cdot 2R\int^{t+\Delta t}V(z)dz+O(\{\Delta t\}^{2})$ (96)

で与えられるものと考える。 ここで, パラメータ $\sigma$ は, 捕食者による捕食の成功率を表しており, 1以下
の正定数である。 すなわち, 確率 $1-\sigma$ で, 捕食者に出会った餌が捕食を免れるものとする。
今, 次のような仮定をおく : 考えている全領域内には, 当初 (初期状態において), 密度 $H(O)$ で均一に

餌が分布していたとする。捕食者による餌の捕食が行われている間, 考えている全領域内の餌は 「速やか
に」拡散し 47 全領域内で密度分布が均一になるものとする。考えている全領域の面積を $S$ とすると, 当初
$(t=0)$ の餌総量は $SH(O)$ である。餌の更新はないものとする。つまり, 餌量は, 初期の餌量 $SH(O)$ から

捕食のみによって単調に減少する 48。
このような仮定の下で考えると, 時刻 $t$ における餌密度 $H(t)$ について, 時刻 $t$ から激小時間 $\Delta t$ の間に

おける餌密度の変化分を次のように与えることができる :

$H(t+ \Delta t)-H(t)=\frac{SH(t)-\Delta Y(t)}{S}-H(t)=-\frac{\Delta Y(t)}{S}$ (97)

すなわち, 式 (96) より,

$\frac{H(t+\Delta t)-H(t)}{\Delta t}$ $=$
$- \frac{2\sigma RPH(t)}{S}\cdot\frac{\int_{t}^{t+\Delta t}V(z)dz}{\Delta t}-\frac{O(\{\Delta t\}^{2})}{\Delta t}$

$- \frac{2\sigma RPH(t)}{S}\cdot\frac{\int_{0}^{t+\Delta t}V(z)dz-\int_{0}^{t}V(z)dz}{\Delta t}+O(\Delta t)$

44もちろん, 捕食者の移動経路が交差し, 帯状面積に重複部分が生じることはあり得るが, ここでは, その領域の過去の歴史, すな
わち, 初めて訪れた場所なのか, 再訪の場所なのかに依存せず, 常に同じだけの捕食が可能であると仮定する。移動経路の交差によっ
て, 一度捕食域となった場所に再度訪れたとしても, 捕食者にとっては, 初めて訪れる場所と両じ扱いをするという仮定である。 した
がって, 図 8で示されるような, 2次元平面で捕食者が移動した経路がつくる『パターン $J$ の面積ではなく, 捕食者の移動によって掃
かれた「延べ (累積)」面積で捕食総量を量る。他の捕食者が過去に利用した領域に経路が重なった場合についても同様の仮定をおく。

45ここでは, $P$ は捕食者「密度」ではなく. 捕食者『数」であることに注意。
46同時刻において. 各捕食者による半径 $R$ の円盤状の捕食域は重複しないと仮定している。 あるいは, 重複は無視できるとする。
47数理モデリングとしては, この「速やかさ」は, 捕食者の捕食・移動の速さに比べて十分に速い拡散を想定している。 すなわち,
餌の空間分布における拡散の速さに比べると, 捕食者の捕食・移動の速さは無視できるほど遅いもの. という仮定である。

48 この仮定は, 必ずしも例外的ではない。捕食が行われる期間において餌生物が繁殖期であることは決して一般的ではない。
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図 8: 円盤領域による捕食。円盤による平面の掃行面積によって捕食量が定まる。

という関係式が得られる。極限 $\Delta tarrow 0$ をとれば, 餌密度 $H(t)$ の時間変動を表す常微分方程式ダイナミクス

$\frac{dH(t)}{dt}=-2\sigma RV(t)\cdot\frac{P}{S}\cdot H(t)$ (98)

が得られる 49。
この式 (98) によって与えられるダイナミクスは, 捕食による餌密度の低減過程を表しているわけである

が, それが, 餌密度と捕食者数の積に比例した形で現れていることに着目しよう。これは, 第 3.1節で議論
した $mas\triangleright action$ 仮定による Lotka-Volterra型相互作用である。 このことは, 本節で仮定してきた捕食者
の捕食様式が, 第 31節で述べた mass-action 仮定に基づ \langle Loth-Volterra 型相互作用の解釈に沿う性質
をもつからである。
第 41節でも議論した, 捕食者 1個体による (時刻 $t$ における) 単位時間あたり摂食量 $f$ は, 今考えてい

る場合には, 餌密度 $H$ のみの関数であり, 式 (98) より, $f=f(H,t)=2\sigma RV(t)H(t)/S\propto H(t)$ であるこ

とがわかる。 これは, 単位時間における捕食者個体あたりの摂食量が餌密度に比例する場合であるから, 第
41節で触れ, 第 44節で述べた, Nicholson-Bailey型の摂食過程であると考えられる。第 44節の記述に
現れた, 単位時間あたりの寄生者 1個体による宿主探索面積 $a$ に相当するものが, 本節では, 2RV である。
実際, 式 (98) を形式に解くと次のように書ける :

$H(t)=H(0) \cdot\exp[-2\sigma R\int_{0}^{t}V(\tau)\frac{P}{S}d\tau]$ (99)

したがって, 時刻 $t$ までの摂食による餌個体群サイズの低下総量 $Y(t)=SH(0)-SH(t)$ は,

$Y(t)=SH(0)\{1$ -exp $[-2 \sigma R\int_{0}^{t}V(\tau)\frac{P}{S}d\tau]\}$ (100)

で与えられ, これは, 第 44節で述べた, Nicholson-Balley型摂食過程における摂食量を表す式 (89) と同

様の形式を持つことが明らかである。捕食者の移動速度 $V$ (と捕食者数 $P$) が時間によらない定数の場合
には,

$Y(t)=SH(O)(1-e^{-2\sigma RV[P/S]t})$

$49P/S$ は, 考えている空聞全体における捕食者の平均宙度を表していることに注意
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となる。

さて, 一般には, 餌密度が上昇しても, 捕食者による摂食速度は比例的には増加せず, 餌密度の上昇に
伴って飽和すると考えられる。 ここでは, そのダイナミクスを導入しよう。見つけた餌を捕獲・摂食する
ためには処理時間 (handling time と呼ばれる) がかかるであろう。単位餌個体あたりのこの処理時間を一
定 $h$ とする。 だから, 時間 $t$ の間には, 個体数 $t/h$ 以上の餌を摂食することはできない。今, 時間 $\Delta\tau$ に捕
食者 1個体による $\Delta y$ だけの餌摂食量 5 があったとすると, 単位餌個体あたりに処理時間 $h$ がかかるので
あるから, 摂食した餌総量 $\Delta y$ にかかった総処理時間は $h\Delta y$ で与えられる。 したがって, 餌の探索時間は,
$\Delta\tau-h\Delta y$ であると考えることができる。
この探索時間が捕食者の移動時間であると解釈し, ここでは, 簡単のために捕食者の移動速度 $V$ は時間

によらない定数である (定速移動) と仮定すれば, 式 (96) より, 時刻 $t$ における餌の密度を $H(t)$ としたと
き, 捕食者 $P$個体によって時刻 $t$ から $t+\Delta\tau$ の間に捕食される総量 $\Delta Y=P\Delta y$ は,

$\Delta Y=2\sigma RVH(t)(\Delta\tau$ -ゐ$\Delta y)P+O(\{\Delta\tau\}^{2})$ (101)

つまり,

$\Delta Y=\frac{2\sigma RVPH(t)}{1+2\sigma RVH(t)\text{ゐ}}\Delta\tau+O(\{\Delta\tau\}^{2})$ (102)

となる 51。よって, (98) と同様の導出手順によって, (97) より, 次の餌密度 $H(t)$ の時間変動を表す常微分
方程式ダイナミクスが得られる 52:

$\frac{dH(t)}{dt}=-\frac{2\sigma RVH(t)}{1+2\sigma hRVH(t)}\cdot\frac{P}{S}$ (103)

捕食者 1個体による (時刻 $t$ における) 単位時間あたり摂食量 $f(=\Delta Y/P\Delta\tau)$ は, やはり餌密度 $H$ の

みの関数であり,

$f=f(H)= \frac{a\sigma H(t)}{1+a\sigma \text{ゐ}H(t)}$ (104)

という形をしている。 $a=2RV$ である 53。
微分方程式 (103) は, 以下のように形式的には解けるが, $H$ を陽に時間 $t$ の関数として表すことはでき

ない :

$H(t)=H(0)$ . ea\mbox{\boldmath $\sigma$}[h{H(O)-H(t)}-[P/司 $t$] (105)

この式 (105) より, handling time が考慮された場合の, 時刻 $t$ までの摂食による餌個体群サイズの低下総
量 $Y(t)=SH(0)-SH(t)$ は, 形式的に,

$Y(t)=SH(O)\{1-e^{a\sigma[h\cdot Y(t)-[P/S]t]\}}$ (106)

で与えられ, これは. 第 44節で述べた* Nichokon-Bailey型摂食過程における摂食量を表す式 (89) とは
異なる特性を持つことが明らかである。
一般に, 捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量 $f$ が

$f=f(H) \propto\frac{\alpha H(t)}{1+\alpha hH(t)}$ (107)

50もちろん, 仮定より, $\Delta y<\Delta\tau/h$ でなければならない。
51実は. 捕食者の移動速度 $V$ が時間の関数 $V=V(t)$ であったとしても同等な結果を得ることができる。
52餌密度の捕食に無関係な変動要素 \langle 増殖や種内競争など) を加味する場合には, 式 (103) の右辺にそのダイナミクスを表す項, た
とえば. $G(H)$ が加わる。

63$a$ は, 捕食者 1個体が単位時聞あたりに捕食探棄する面積を表している。第 44節の記述に現れた, 単位時聞あたりの寄生春 1
個体による宿主探索面積 $a$ に相当することに注意。捕食者の移動速度 $V$ が定数ではなくて, 時間関数 $V=V(t)$ である場合は, この
定義より, パラメータ $a$ が時間の関数として $a=a(t)$ で与えられる場合に相当する。
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図 9: Holling の円盤方程式 (104)。餌密度 $H$ の上昇とともに捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量 $f$ は増加する
が, 飽和値 1/んに漸近する。Holhhng’s TyPe II $roepon8e$ を表している。

で表されるときの $f$ を Hdling の円盤方程式 (Hollng’s $d$可 equation) と呼んでいる $u$。ここで, $\alpha$ は, 正
定数である。式 (104) で与えられる Holling型の捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量 $f$ は, 図 9で
示されるような餌密度依存性を持っており, Holling’s Type II response (第 42節参照) を示している。
handling time んのために餌密度が徐々に上昇しても捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量の増加は頭
打ちになる。

複数種の餌に対する円盤方程式

さて, 次に. 捕食者によって利用される餌が $k$種類あるとしよう。第 46節と同様に, 捕食者による捕食
はランダムであり, 捕食者から半径 $R$ 内の餌を餌種によらず全て捕食の対象とするものとする。時刻 $t$ に

おける第 $i$ 種の餌の密度を $H_{1}(t)$ , 捕食者による第 $i$ 種の餌個体に対する捕食の成功率を $\sigma\iota$ . handling time
を $h_{:}$ とおく。 さらに, ここでは, 第 $i$ 種の単位餌密度あたりの重量を $g_{1}$ とおく 65。
今, $\Delta\tau$ の微小時間に捕食者 1個体が餌総重量 $\Delta m$ を摂食したとする。 この時間に捕食者 1個体が捕食し
た餌個体総数を $\Delta y$ とすると, そのうち, 第 $i$ 種によって占められる割合 \Delta 歯は,

$\Delta\mu_{i}=\frac{\sigma_{1}H_{i}}{\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{j}}\Delta y$ (108)

と期待できる。 これは, 餌密度にかかわらず, 捕食者 1個体が捕食に成功すると期待されるのは, 対象とな
る種 $i$ 餌個体群の $\sigma_{i}$ の割合である, という仮定から, 密度が $H_{1}$ の餌種は, 捕食者にとっての実質的な価
値 56 として, 密度 $\sigma_{j}H_{1}$ に相当すると考えられるからである。捕食者はランダムに捕食しているのであるか
ら, $\Delta y$ に占める $\Delta\mu\iota$ の割合は. この実効密度 $\sigma_{i}H_{i}$ の総実効密度 $\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{j}$ に対する比で与えられると
考えられる。
よって, $\Delta\tau$ の時間に捕食者 1個体が摂食した総餌重量 $\Delta m$ は,

$\Delta m=\sum_{:=1}^{k}g_{I}\Delta\mu:=\sum_{:\approx 1}^{k}g_{*}\cdot\frac{\sigma_{i}H}{\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{\dot{f}}}\Delta y$ (109)

54平面に半径 $R$ の円盤をランダムに配麗し, 平面内の一点をランダムに選んだとき, その一点が円盤内の一点である場合を, 補食
者が餌 1個体を捕食したと考え, handling time $h$ の時間を進め. その後, またランダムに 1点を選ぶ, という (ゲーム的な) 操作
を繰り返すとしたときに得られる, 単位時間あたりの期待摂食量が Holling の円盤方程式によって与えられる。

55g\sim は第 $i$ 種の餌 1個体の捕食によって捕食者が得るエネルギー期待量と考えてもよい。
$\epsilon\iota$いくら餌宙度が高くても, 捕食できる割合が低ければ, 捕食者にとっては実際の密度は意味を成さない。
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である。第 $i$ 種の単位餌個体あたりに処理時間 $h_{i}$ がかかるのであるから, 捕食者が捕食した餌個体総数 $\Delta y$

に対してかかった総処理時間は,

$\sum_{i=1}^{k}h_{i}\Delta\mu_{i}=\sum_{i=1}^{k}\text{ゐ_{}i}\frac{\sigma_{i}H_{i}}{\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{j}}\Delta y$

であると考えられる。 したがって, 時間 $\Delta\tau$ における餌の探索にかかった正味の時間 $\Delta T$ は, $\Delta\tau$ から総処
理時間を差し引いた

$\Delta T=\Delta\tau-\sum_{i=1}^{k}h_{*}\cdot\frac{\sigma_{i}H_{1}}{\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{j}}\Delta y$ (110)

で与えられる。
式 (110) より, 捕食者が時間 $\Delta\tau$ の間に掃行 (探索) した総面積は. $2RV\Delta T$ で与えられ, この面積中に

存在する種 $n$ の餌個体は, $2RV\Delta T\cdot H_{n}+O(\{\Delta\tau\}^{2})$ であると考える 67。よって, 捕食者 1個体が時間 $\Delta\tau$

に捕食した餌個体総数 $\Delta y$ は,

$\Delta y=\sum_{n=1}^{k}\sigma_{n}\cdot 2RV\Delta T\cdot H_{\mathfrak{n}}+O(\{\Delta\tau\}^{2})$ (111)

で与えられなければならない 58。式 (110) を (111) に代入して,

$\frac{\Delta y}{\Delta\prime r}=\frac{2RV\sum_{n=1}^{k}\sigma_{n}H_{n}}{1+2RV\sum_{i\approx 1}^{k}h:\sigma_{1}H_{1}}+\frac{O(\{\Delta.\tau\}^{2})}{\Delta r}$ (112)

が導かれる。
前節と同じ仮定を採用することにして, 捕食者 $P$個体によって $\Delta\tau$の間に捕食される総餌重量 $\Delta M=P\Delta m$

は, (109) と (111) より,

$\Delta M=\sum_{n=1}^{k}g_{n}\sigma_{n}\cdot 2RV\Delta T\cdot H_{n}P+O(\{\Delta\tau\}^{2})$

と書けるが, 式 (112) を代入して整理すると, 結局,

$\frac{\Delta M}{\Delta\tau}=\frac{2RV\sum_{\mathfrak{n}=1}^{k}g_{n}\sigma_{n}H_{n}}{1+2RV\sum_{t=1}^{k}h_{\dot{*}}\sigma_{i}H_{1}}\cdot P+\frac{O(\{\Delta\tau\}^{2})}{\Delta\tau}$ (113)

が導かれる。

第 $i$ 種の時刻 $t$ における餌密度 $H_{i}(t)$ について考えると, 前節と同じ仮定により, (97) を用いて, 時刻 $t$

から微小時間 $\Delta t$ の間における餌密度の変化分は次のように与えることができる :

$H_{1}(t+\Delta\tau)-H_{j}(t)$ $=$ $\frac{SH_{i}(t)-P\Delta\mu:}{S}-H_{j}(t)=-\frac{\sigma_{1}H_{1}(t)}{\sum_{j=1}^{k}\sigma_{j}H_{j}(t)}\Delta y\cdot\frac{P}{S}$

だから, 式 (112) より, 次の式が得られる :

$\frac{H_{i}(t+\Delta\tau)-H:(t)}{\Delta\tau}=-\frac{2RV\sigma_{i}H_{1}(t)}{1+2RV\sum_{j-1}^{k}h_{j}\sigma_{j}H_{j}(t)}\cdot\frac{P}{S}+\frac{O(\{\Delta\tau\}^{2})}{\Delta\tau}$

$\epsilon\tau\Delta\tau$ の間には, 捕食過程が起こって餌個体群密度も変化しているのであるが, 十分に短い時間 $\Delta\tau$ の間の餌個体群密度の変化は
$O(\{\Delta r\}^{2})$ として扱うことになる。

$68(111)$ の右辺は, $\Delta\tau$ の時間の間に捕食者 1個体が掃行した面積内の種 $n$ の全餌個体を確寧 $\sigma_{\hslash}$ で捕食した場合の餌全種に関す
る和を表している。
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よって, 極限 $\Delta\tauarrow 0$ をとれば,

$\frac{dH_{i}(t)}{dt}=-\frac{2RV\sigma_{i}H_{i}(t)}{1+2RV\sum_{j=1}^{k}h_{j}\sigma_{j}H_{j}(t)}\cdot\frac{P}{S}$ (114)

が得られる。 これが餌種 $i$ の密度 $H_{i}(t)$ の時間変動ダイナミクスを与える微分方程式である 69。
もしも, handling time がゼロ, すなわち, 任意の $i$ }こついてゐ, $=0$ ならば, 式 (114) で与えられる捕食

による餌個体群密度減少のダイナミクスは, 第 31節で議論した, 餌種が複数の場合についてのmaes-action
仮定による Lotka-Volterra型相互作用による捕食過程を表していることに注意しておこう。 また, その場
合の摂食過程は, やはり, 第 41節で触れ, 第 44節で述べた, Nicholson-Bailey型摂食過程である。
捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量 $f$ は, 式 (113) より,

$f=f(H_{1},H_{2}, \ldots, H_{k})=\frac{\sum_{n=1}^{k}g_{n}a\sigma_{n}H_{n}}{1+\sum_{i\approx 1}^{k}h_{1}a\sigma_{1}H_{*}}$ (115)

で定まる。 ただし, $a=2RV$ である。第 $i$ 種の餌密度について, この Hoiling型方程式 (115) を考えてみ
ると, 前節の単一種の餌密度に関する議論と同様に, 餌密度 $H_{i}$ の上昇につれて, 捕食者 1個体による単位
時間あたり摂食量 $f$ は増加するが. その増加は頭打ちであり, その上限値は, 第 $i$ 種の餌個体群にかける
handling time と, 第 $i$ 種以外の餌種に対する捕食によって定まることがわかる。捕食者の捕食がランダム
であると仮定しているため, 種 $i$ の餌個体群の密度がどんなに高くても, 捕食者は他の餌種も利用してお
り, 他の餌の利用のための handling time が存在するからである。
ここでの議論をさらに拡張し, 捕食者 $P$個体の間に質の差 (個性) が存在する場合についても, 同様の

数理モデリングを展開することが可能である。捕食者 $P$個体の内, $l$ 番目の個体による捕食過程の特性とし
て, 探索半径 $R_{t}$ , 移動速度 $V_{l}$ , 餌種 $i$ の個体に対する捕食成功率勾, 餌種 $i$ の個体に対する捕食過程にか
かる handling time $h_{1l}$ を仮定すれば, 上記と同様の数理モデリングによって, 結局, この場合の餌種 $i$ の

密度 $H_{*}(t)$ の時間変動を表す微分方程式ダイナミクスは,

$\frac{dH_{1}(t)}{dt}=-\frac{1}{S}\sum_{t=1}^{P}\frac{2R_{t}V_{l}\sigma_{1t}H_{1}\cdot(t)}{1+2R_{l}V_{F}\sum_{j=1}^{k}h_{jl}\sigma_{jl}H_{j}(t)}$ (116)

となることを導くことができる。 この場合, $l$ 番目の捕食者による単位時間あたり摂食量轟は,

$f_{t}=f_{l}(H_{1},H_{2}, \ldots,H_{k})=\frac{\sum_{n-1}^{k}.g_{ln}a_{l}\sigma_{nl}H_{n}}{1+\sum_{1=1}^{k}h_{il}a\iota\sigma_{1l}H_{1}}$ (117)

となる $60_{\text{。}}$ ただし, $a\iota=2R_{l}V_{t}$ である。
さらに, 自然な拡張として, $n$種の捕食者が, 各 $P_{k}$ 個体存在する場合 $(k=1,2, \ldots,n)$ を考えることは

難しくない。 この場合は, 式 (116) に対応して.

$\frac{dH_{1}\cdot(t)}{dt}=-\sum_{l=1}^{\mathfrak{n}}\frac{2R_{l}V_{l}\sigma_{1l}H_{i}(t)}{1+2R_{l}V_{l}\sum_{j=1}^{k}h_{jl}\sigma_{jl}H_{j}(t)}$ . $\frac{\mathfrak{Z}}{S}$ (118)

が導かれる。 そして, 第 $i$ 種の捕食者個体による単位時間あたり摂食量 $f_{j}$ は,

$f_{j}=f_{j}(H_{1}, H_{2}, \ldots, H_{k})=\frac{\sum_{l\sim 1}^{k}g_{jl}a_{j}\sigma_{lj}H_{l}}{1+\sum_{1\approx 1}^{k}h_{*j}a_{j}\sigma {}_{:j}H_{1}}$ (119)

59餌密度の捕食に無関係な変動妻素 (増殖や種内競争, 種間競争など) を加味する場合には, 式 (114) の右辺にそのダイナミクス
を表す項, たとえば, 関数項 $G_{1}(H_{1}, H_{2}, \ldots,H_{k})$ が加わる。

60ここで, パラメータ $g_{ln}$ が第 $n$ 種の餌 1個体の捕食によって第 $l$ 種の捕食者 1個体が得るエネルギー期待値に相当する. 捕食者
種の繁殖に関わる生理的特性の違いによって, 各餌種の価値は捕食者種毎に異なるはずである。
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となる $(a_{j}=2R_{j}V_{j})61$
。

第 32節で準定常状態近似のアイデアを用いて導出した $\nu$ 種の餌個体群と $l$ 種の捕食者個体群についての
個体群サイズ変動ダイナミクス (53) と (54) に現れる相互作用項が上記の (118) と (119) に数理的に対応し
ていることは明白である。 すなわち, 反応式 (46) で与えられるような種間相互作用過程に対して準定常状
態近似を応用して導出される個体群サイズ変動ダイナミクスは, 本節で述べてきた Holling の円盤方程式に
よる数理モデリングが導くものと同質なのである。反応式 (46) での相互作用状態にある個体ペアの密度の
導入が Holling型捕食過程における handling time の導入に対応しているが故の結果だと理解できるだろう。

5 餌の利用に関する選択

2つ以上の餌種を有するある捕食者を考えたとき, その捕食者の餌種の利用の仕方には, 何らかのルールが
存在しうると考えられる。餌からの立場で考えると, これは, 着目している捕食者による捕食圧 (predation
pressure) がどのくらい強いかに反映される。捕食者の餌種の利用の仕方については,

$\bullet$ どの餌種を利用するか

$\bullet$ 利用するとしたらどの程度利用するか

という二つの観点がある。
前者の観点は,『餌選択理論 (Diet selection $th\infty ry^{62}$ ) 」 において古くから研究されてきた。後者の観点
も同様に長い研究の歴史をもち, r採餌理論 (foraging theory) 1が広い拡がりをもって築かれてきた\sim 。 こ

れらの研究において典型的な立場は, ある採餌者 1個体の餌の利用に関する行動において, どのような餌
種の利用が最も優れているか, すなわち, 最適な餌種の利用とはどのような戦略か, というものである。一
方, 個体群サイズダイナミクスを扱う理論的研究においても, そのような個体の行動選択の個体群サイズ
変動への反映の数理モデリングが研究されている。

51 どの餌種を利用するか : 餌選択理論
ある捕食者 1個体が, $n$ 種類の餌種を利用可能であるとしよう。この捕食者にとって, どの餌種を利用す

れば適応的なの力\searrow という問題は, 最適餌選択理論 (optimal diet selection theory) として多様に研究さ
れている。 ここでは, 古典的であるが, 最も基本的なその数理モデリングの考え方を述べる。

古典的餌選択理論

古典的基礎的餌選択理論においては, 以下のような仮定の下で数理モデリングを考える :

1. 捕食者 1個体の餌種利用に関して, 他の捕食者個体からの影響は無視できる。

2. 捕食による単位時間あたりの期待エネルギー摂取量を最大にする餌選択が捕食者にとって最適である。

3. 捕食者が餌を捕食している間は他の餌個体を利用することはできない。

61実は, (119) は, (117) と式としては同一である。ただし, この場合, 捕食者の各種内の個体差はないものとしているので, 形式
はよく似ているが, 式 (116), (117) と式 (118), (119) では, 数麗モデリングに違いがあることに注意。

62Diet menu $th\infty ry$ と称される場合もある。
63たとえば, Stephen-s&Kre馳 [54] は, 採餌理論に関してコンパクトにまとめられた良書である。入門としては. 粕谷 [21], 伊
藤山村嶋田 [19] を, より進んだトビヅクスについては, Hughg [17], FryxeU&Lundberg [10] を参照してほしい。
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4. 捕食者は過去の捕食歴に依存しないで採餌活動を永続する。

5. 捕食者が餌 1個体を捕獲し, 食餌するためには餌種のみに依存して決まる処理時間 (handling time) が
かかる。捕食者が第 $i$ 種の餌 1個体を捕獲し, 食餌するための処理時間を $h_{i}$ (定数 ; $i=1,2,$ $\ldots,$ $n-1,$ $n$ )
とする。 同一餌種内の個体依存の処理時間のばらつきは無視できる 64

$\circ$

6. 捕食が行われても餌密度は一定で変化しない 65。

7. 捕食者は餌をランダムに探索する。

8. 捕食者と餌個体の遭遇確率は, 餌種のみに依存し, 一定である。遭遇のみに着目した場合, 捕食者が
単位時間あたりに遭遇する第 $i$ 種の餌個体数頻度を $\lambda_{:}$ (定数 ; $i=1,2,$ $\ldots,n-1,n$) とする 66。

9. 個々の餌種 1個体から捕食者が摂取できる期待エネルギー量は, 餌種のみに依存して決まるとし, 個
体依存のばらつきは無視できる。餌種 $i$ の 1個体から捕食者が得られる期待エネルギー量を $g_{i}$ (定数 ;
$i=1,2,$ $\ldots,n-1,n$) とする。

そして, 考えている捕食者が第 $i$ 種の餌 1個体に遭遇したときに, 捕食者がその餌 1個体を捕食する確率を
$p_{i}(0\leq Pt\leq 1;i=1,2, \ldots,n-1,n)$ とおこう。 この確率 $P\iota$ の組 $(p_{1},p_{2}, \ldots ,p_{\mathfrak{n}})$ の選択こそが, 捕食者の
餌選択行動を表す。
餌種によらず捕食者 1個体が単位時間あたりに遭遇する総餌個体数頻度は, 仮定により, $\sum_{1\sim 1}^{n}\lambda_{j}$ で与
えられる。 よって, 任意の餌 1個体への遭遇までにかかる期待時間 $T_{\delta}$ は, $1/ \sum_{1=1}^{n}\lambda_{i}$ と考えることができ
る。 この時間 $T_{\epsilon}$ を期待探索時間と呼ぽう。
餌 1個体に遭遇したときに, それが第 $i$ 種の餌である確率 $q_{i}$ は,

$q:= \frac{\lambda_{i}}{\sum_{j=1}^{n}\lambda_{j}}$ (120)

と考えることができる。すると, 餌 1個体に遭遇し, それを捕食した場合に期待される処理時間の期待値
$T_{h}$ は, 餌 1個体に遭遇し, それが第 $i$ 種であり, かっ, その餌個体を捕食する確率 $P:q_{i}$ を用いて,

$T_{h}= \sum_{:-1}^{n}p_{i}q_{i}h_{j}$ (121)

で与えられる。同様に考えて, 餌 1個体に遭遇し, それを捕食して得られる期待エネルギー摂取量 $G$ は,

$G= \sum_{:=1}^{n}p_{i}q_{i}g$: (122)

である。

餌 1個体を探索し, 捕獲・採餌するのに要する期待時間は, T. $+T_{h}$ で与えられるので, 結局, (120),
(121), (122) より. 単位時間あたりの期待エネルギー摂取量 $W$ を次のように定義できる :

$W$ $=$ $\frac{G}{T_{l}+T_{h}}=\frac{\sum_{\approx 1}^{n}\lambda_{1}p_{1}\cdot g_{1}}{1+\sum n\lambda_{1}\cdot p_{1}\cdot h_{i}}$ (123)

64実は, ぱらつきを無視できるというよりは. む $\llcorner$ ろ, ばらっきがあっても, 期待値 (\sim 平均値) のみを扱って議諭を展開すると
いう説明がより正確であるが, ここでは, 簡明な記述を優先した。

65この仮定のように, 餌密度一定と考えうる状況とは, 捕食による餌密度の低下が無視できるような場合力\searrow 捕食によって低下し
た餌密度が速やかに補充さ払 餌密度がほぼ一定に保たれるような機構が生態系に存在するような場合である。前者は. 捕食者の撰
食速度に比べて餌密度が非常に高いような場合を考えることになろう。 また, 後者については, 餌種の増殖速度が採餌の速度に比べ
て十分に大きな場合と考えることができるだろう。もちろん. 実験系のように. 人工的に餌密度を一定にするような操作下にある場
合も考えうるだろう。

$\epsilon\epsilon_{\lambda_{l}}$ が大きいほど餌種 $i$ は遭遇しやすい (見つけやすい) 餌であることになる。
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さて, 上記の仮定 2より, 捕食者にとって最も最適な餌選択を考えるために, 単位時間あたりの期待エネ
ルギー摂取量 $W$ の $p_{j}$ 依存性を考えてみよう。

$= \ovalbox{\tt\small REJECT}\lambda_{j}g_{j}(1+\sum_{i=1,:\neq j}^{n}\lambda_{1}p_{i}\text{ゐ_{}i})-\lambda_{j}h_{j}\sum_{i=1,i\neq j}^{n}\lambda_{1}p_{i}g_{i}(1+\sum_{i=1}^{n}^{\frac{\partial W}{\partial p_{j}}}\lambda_{i}p_{1}\text{ゐ_{}\dot{8}})^{2}$ (124)

よりわかるように, $\partial W/\partial p_{j}$ の符号は $Pj$ に依存しない。したがって, $W$ を最大にする最適な餌選択 $(p_{1}^{*},p_{2}^{*}, \ldots,p_{n}^{*})$

において, 各 $i$ に対する $p_{1}^{*}$ は $0$ または 1になるはずである

では, どの $p_{i}^{*}$ が $0$ である力\searrow ということになる。実は, 式 (124) は次のように書きかえることができる :

$\frac{\partial W}{\partial p_{j}}=\frac{\lambda_{j}\text{ゐ_{}j}}{1+\sum_{1-1}^{\mathfrak{n}}\lambda_{i}p_{1\text{ゐ_{}i}}}(\frac{g_{j}}{h_{j}}-W)$ (125)

この式 (125) の右辺に $p_{i}=P_{1}^{S}(i=1,2, \ldots,n)$ を代入したとき, $W$ はある最大値 $W=W^{s}$ をとることに
着目しよう。
ここで, 便宜上, 餌種における次のような質の順位を考えることにする :

$\frac{g_{1}}{h_{1}}\geq\frac{g_{2}}{h_{2}}\geq\frac{g_{3}}{h_{3}}\geq\cdots\geq\frac{g_{n-1}}{h_{n-1}}\geq\frac{g_{n}}{\text{ゐ_{}n}}$

餌種の番号付けには特に規定はなかったので, このような順位を与えたとしても議論の一般性は失われな
い。 g‘/馬は餌種 $i$ に関しての単位処理時間あたりに得られる期待獲得エネルギー量を表しているので, 餌
種 $i$ の個体に遭遇した場合の, その餌種の捕食者にとっての価値基準を与える値と考えることができる。

$W$ の最大値 $W=W^{t}$ が定まれば,

$\frac{g_{1}}{h_{1}}\geq\frac{g_{2}}{h_{2}}\geq\cdots\geq\frac{g_{k}}{h_{k}}>W^{r}>\frac{g_{k\cdot+1}}{h_{k+1}}\geq\cdots\geq\frac{g_{n}}{h_{n}}$

となるようなどを決めることが可能である。 この $k$. が決まれば, 式 (125) の右辺の符号は, $i=1,2,$ $\ldots,$
$k^{*}$

のときに正. $i=k^{*}+1,$ $k^{*}+2,$ $\cdots,$ $n$ のときに負となることがわかる。 したがって, $p_{1}^{*}=p_{2}^{*}=\cdots=p_{k}^{*}$ . $=1$

かっ $p_{k+1}^{*}=p_{k\cdot+2}^{*}=...$ $=p_{n}^{r}=0$ である。言いかえれば, 捕食者の最適餌選択においては, g:/ゐ $i$ で定義
される餌種の質に関して, 上位の餌種からある順位までの質の高い餌種は選択的に捕食されるが, その順
位より低い質の順位の餌種は捕食リスト (menu) から外し, 採餌の対象としないという選択が捕食者の単
位時間あたりの期待獲得エネルギー量を最大にするという意味で捕食者にとって最適である。
この結果より, 速やかに, 捕食者の最適餌選択の結果としての閾順位 $k^{*}$ よ, 次の不等式を満たす唯一の

順位として定められるものであることがわかる :

$\frac{g_{k^{e}}}{h_{k}}>W_{k}\cdot>\frac{g_{k^{*}+1}}{h_{k+1}}$ (126)

ただし,

$W_{k}= \frac{\sum_{j}^{k}--1\lambda_{1}g_{i}}{1+\sum_{i=1}^{k}\lambda_{1}h_{1}}$ (127)

である。すなわち, $W_{k}$ は, 捕食者が順位 1位から $k$ 位までの餌種のみ, 言いかえると, 順位上位の餌種 $k$

種を餌として利用する場合における単位時間あたりの期待エネルギー摂取量である。

$W_{1}= \frac{\lambda_{1}g_{1}}{1+\lambda_{1}h_{1}}<\frac{g_{1}}{\text{ゐ_{}1}}$

は, 任意の正の $\lambda_{1}$ に対して成り立つので, 条件 (126) によるこれまでの議論より, 最適餌選択を採る捕食
者は, 少なくとも, 順位 1位の餌種は捕食対象として利用する。

38

48



上位 $k$種の餌を利用する場合の捕食者の単位時間あたりの期待エネルギー摂取量 $W_{k}$ は, 第 46節で述べ
た Holling の円盤方程式 (115), 捕食者 1個体による単位時間あたり摂食量 $f$ , に対応する関数形を持って
いる。 Holling の円盤方程式で捕食に関する実質餌密度として与えられている量が, ここで述べている古典
的餌選択理論では単位時間あたりに遭遇する餌個体数頻度に対応している。
最適餌種選択において, 上位の餌種から順に利用するか否かを判断するとすれば, 条件式 (126) からわか
るように, 上位 $k$ 種の餌種を利用するとした時点で, 次の第 $k+1$ 位の餌種の利用非利用の判断については,

$\frac{g_{k+1}}{\text{ゐ_{}k+1}}>W_{k}$

なら第 $k+1$ 位の餌種を利用すると判断し, 第 $k+2$位の餌種の利用非利用の判断に移る。 あるいは,

$\frac{g_{k+1}}{h_{k+1}}<W_{k}$

なら第 $k+1$ 位の餌種は非利用とし, それ以下の順位の餌種は全て利用しないとして餌種選択を決定する
ことになる。 このアルゴリズムにおいては, 明らかに, 第 $k$ 位の餌種の利用非利用に関する判断において
は, その餌種の質の高さ $g_{k}/h_{k}$ のみの情報が必要とされ, その餌種に関する遭遇頻度 $\lambda_{k}$ の情報は必要とさ
れない。

一方, 順位上位の餌 $k$ 種を餌として利用する場合における単位時間あたりの期待エネルギー摂取量とし
て定義された $W_{k}$ について, 次の特性も導くことができる :

$W_{1}<W_{2}<\cdots<W_{k-1}<W_{k}\cdot>W_{k+1}>\cdots>W_{\mathfrak{n}-1}>W_{n}$

このことからも, $W_{k}$ は, $k$ に関して, 唯一の最大値をとることがわかる。 そして, 上記の $W_{k}$ に関する特
性からわかるように, 捕食者は, 餌種選択の最適性を, 上位 $i$ 種の餌を利用した場合に期待される単位時間

あたりのエネルギー摂取量によって判断することも可能である。 すなわち, 上位 $k$ 種の餌種を利用すると
した時点で, 次の第 $k+1$ 位の餌種の利用非利用の判断については,

$W_{k+1}>W_{k}$

なら第 $k+1$ 位の餌種を利用すると判断し, 第 $k+2$ 位の餌種の利用非利用の判断に移ることにし,

$W_{k+1}<W_{k}$

なら第 $k+1$ 位の餌種は非利用とし, それ以下の順位の餌種は全て利用しないとして餌種選択を決定すれば
よい。 この場合, 捕食者は, $W_{k}$ に対して, $W_{k+1}$ の値の情報を得なければ判断できない。明らかに, 第 $k$

位の餌種の利用非利用に関する判断においては, その餌種の質の高さ $g_{k}/h_{k}$ のみの情報だけでなく, その
餌種に関する遭遇頻度 $\lambda_{k}$ の情報も必要となる。
しかし, むしろ, この場合の方が捕食者の最適餌選択行動への移行のしくみとしてより適当と考えること

もできる。餌種の質を「判断できる」能力を捕食者がもつこともありえるだろうが, むしろ, 餌 $k$ 種を利
用している捕食者個体群から餌 $k+1$ 種を利用するような突然変異個体が生まれ, その突然変異個体が, よ

り大きな単位時間当たりの期待エネルギー摂取量を実現しうるなら, 世代を重ねるうちに. その突然変異
個体の個体群内頻度が大きくなる, というのが, しばしば用いられる進化生物学的なシナリオである。 この
場合には, 捕食者が判断しているというより, 自然によって捕食者が選択されているのであり, その選択に
おける基準は, 単位時間当たりの期待エネルギー摂取量 $W_{k}$ の値の大きさである。

5.2 餌をどの程度利用するか : スウィッチング捕食
ここでは, 複数種の餌種を利用する捕食者の餌利用に関する努力配分 (effort allocation, allocation of

effort) について考察してみよう。前節における古典的餌選択理論においては, 利用する餌種の選択の最適性
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が焦点であった。 また, Holling型捕食を古典的餌選択理論に適用することで, 餌個体群サイズの時間変動
による捕食者による利用餌種最適選択の時間変動まで議論を展開してみた。Holling型捕食様式における捕
食者は, 餌種に依存しないランダムな採餌を行っており, 餌種によらず, 半径 $R$ 内にある餌種はすべて捕食
の対象としていた。 しかし, 捕食者が餌種に応じて能動的に特定の餌個体を捕食したり, あるいは, 能動的
に特定の個体の捕食をやめたりという選択も考えられる。古典的餌選択理論で扱っていたのは, all-or-none
(全か無か) のルールによる餌種レベルの選択であったが, 本節では, 捕食者が積極的に捕食する対象とな
る餌種と相対的に消極的に捕食する餌種というものを考える。捕食者によるこのような餌種依存の捕食圧
の配分をその特徴とする捕食様式が慣用的にスウィッチング捕食 (switching predation) と呼ばれるもの

である。

スウィッチング捕食様式

捕食者 1個体が単位時間あたりに捕食活動に費やす総エネルギー量 (捕食努力量 ; $\mu edation$ effort 67) を
$E$ とすると, 前記の捕食者 1個体による餌種依存の捕食圧の配分は. この総エネルギー量 $E$ をどのような
配分で捕食対象となっている複数の餌種への捕食過程に利用するか, という観点で考察することができる。
今, 利用している餌種の数を $k$ とし, 第 $i$ 種の餌個体群に紺する捕食についてのエネルギー配分率を $\theta_{:}$

とおこう。 $\sum_{1\approx 1}^{k}\theta_{i}=1$ である。 よって, 第 $i$ 種の餌個体群の捕食に単位時間に費やすエネルギー配分量 $e_{i}$

は. $e=9E$ である。仮定として, 捕食者 1個体は, 餌種 $i$ から, 単位時間あたり, このエネルギー配分量
$e$: に比例する摂食量 (または, 獲得エネルギー量) を得ることができるものとする。 つまり, エネルギー
配分量に基づいて, 捕食者が採餌を行った場合, 餌種 $i$ からの単位時間あたり摂食量臓を

$\varphi:=\alpha eH_{i}$

と表すことができるとしよう。 ここで, パラメータ $\alpha$: は, 餌種 $i$ に対する捕食の成功率を含む単位時間あ
たりの捕食効率を表す。 $H_{1}$ は餌種 $i$ の個体群サイズ (密度) である。すると, 捕食者 1個体が単位時間あ
たりに捕食できる総摂食量 $f$ は,

$f= \sum_{:\approx 1}^{k}\varphi:=E\sum_{:=1}^{k}\alpha:\theta_{1}H_{1}$ (128)

で与えられる。
最も単純な場合として, 餌種数が 2 $(k=2)$ の場合を考えてみよう。 この場合, $\theta_{1}+9_{2}=1$ に注意す
ると,

$\frac{\partial f}{\partial\theta_{j}}=E(\alpha_{j}H_{j}-\alpha:H_{i})$ $(i,j=1,2;i\neq j)$

を容易に得ることができる。 この式から, $\alpha_{1}H_{1}>\alpha_{2}H_{2}$である限り, $\theta_{1}$ を増加させ, $\theta_{2}$ を減少させるのが
総摂食量 $f$ を増加させるという意味で適応的なエネルギー配分である。逆に $\alpha_{1}H_{1}<\alpha_{2}H_{2}$ なら, $\theta_{1}$ を減
少させ, $\theta_{2}$ を増加させるのが適応的になる 68。

$\theta_{t}$ がより大きくなれぼ, 餌種 $i$ に対する捕食圧はより高くなり, したがって, 餌個体群密度 $H_{:}$ は減少す
るであろう。一方, $\theta_{j}(j\neq i)$ はより減少することになり, 餌種 $j$ に対する捕食圧が低くなるので, 個体群
密度 $H_{j}$ は増加するであろう。 $\alpha_{j}H_{j}<\alpha_{i}H_{1}(i\neq j)$ が成り立つ限り, $\theta_{1}$ がより大きくなり, 餌種 $i$ への捕

67または, 探索努力量 $(scarChi\mathfrak{n}geff\alpha t)$
。

$6\epsilon_{\alpha_{1}H_{1}}>\alpha_{2}H_{2}$ である限り. $\theta_{1}=1,$ $\theta_{2}=0$ とし. $\alpha_{1}H_{1}<\alpha_{2}H_{2}$ なら. $9_{1}=0,$ $\theta_{2}=1$ とするような $all-or$-none 的なエネル
ギー配分様式を rbang-bang 制御」 と呼ぷ。 これとは異なり, 本節で述べられている配分様式は餌側体群密度に反応した $\theta$: の連続的
な変化から成る。
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$B$

図 10: スウィッチング捕食様式。式 (129) によって与えられる捕食エネルギー配分 $\theta_{1}$ と式 (130) による捕食者 1個体
が単位時間あたりに捕食できる期待総摂食量 $f$。 $E=1;\alpha_{1}=1;\alpha_{2}=0.8;H_{1}=1$

。

食圧が増加し, 個体群密度 $H_{1}$ が低下すると考えられるので, 平衡状態が存在するとすれば, 平衡状態にお
いては, $\partial f/\partial\theta_{1}=\partial f/\partial\theta_{2}=0$, すなわち, $\alpha_{1}H_{1}=\alpha_{2}H_{2}$ とならなければならない 69。
ここで, 考えなければならないのは, 捕食者による捕食に費やすエネルギーの配分 $\theta_{:}(i=1,2)$ の適応的

な変化である。上記の議論における捕食効率パラメータ $\alpha_{i}(i=1,2)$ が捕食者種と餌種の種間関係のみで
定まる定数であるとすると, 結局, 上記の適応的採餌戦略では, 配分 $\theta_{1}$ を捕食者が利用する餌種の個体群
密度に応じて変化させていることになる。すなわち, $\theta_{i}$ を餌個体群密度の関数と考えることになる。

理想的な捕食スウィッチング応答

餌種数が 2の場合については, 上記の適応的な $\theta_{i}$ の変化を実現する関数形として, 以下のようなものを
考えることができる :

$\theta_{i}=\theta_{i}(H_{1}, H_{2})=\frac{(\alpha_{i}H_{1})^{n}}{(\alpha_{1}H_{1})^{n}+(\alpha_{2}H_{2})^{n}}$ $(i=1,2)$ (129)

パラメータ $n$ は, 図 10が示すように, 捕食のスウィッチングの個体群サイズに対する応答性を表しており,
$n$ が大きいほど応答が鋭くなる 70。また, $n=0$ の場合には, 捕食エネルギー配分は, 餌個体群サイズによ
らず, $\theta_{1}=\theta_{2}=1/2$ になる。すなわち, $n=0$ の場合, 捕食者は, 餌種によらずに餌個体をランダムに捕
食しており, 餌種を区別していないので, スウィッチング捕食を行っていないことになる 71。捕食者がこの
式 (129) によるスウィッチング捕食様式を採っているとき, 捕食者 1個体による単位時間あたりの期待総摂
食量 $f$ は, (128) より,

$f=E \cdot\frac{(\alpha_{1}H_{1})^{n+1}+(\alpha_{2}H_{2})^{n+1}}{(\alpha_{1}H_{1})^{n}+(\alpha_{2}H_{2})^{n}}$ (130)

となる。
図 10が示すように, 式 (129) によって与えられるスウィッチング捕食様式 $(n>0)$ による捕食は, 非
スウィッチング捕食様式 $(n=0)$ の場合よりも多い (より厳密には, 少なくない) 単位時間あたりの期待
総摂食量を捕食者に提供する。 しかも, その増分は, パラメータ $n$ が大きければ大きいほどより大きい $n$

。

$\alpha_{1}H_{1}=\alpha_{2}H_{2}$ の場合にのみ非スウィッチング捕食様式とスウィッチング捕食様式が等しい期待総摂食量を
6’後に述べる理想自由分布が実現された状態。
7 数学的には, $\mathfrak{n}arrow+\infty$ の極隈で $bang-ba$�制御になる。
71捕食機会自体は, 餌個体群サイズに依存したり, 鱈種に依存した探禦・捕食効率に依存するだろうが, 捕食者の捕食活動に向ける
エネルギーについては, 餌種によらない均等分配をしている。

72つまり, 捕食者の単位時間あたりの期待総摂食量の点からは, bang-bang 例御が最も優れている。
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導く。餌種 2に比べて餌種 1の個体群サイズが十分に小さい $(\alpha_{1}H_{1}<\alpha_{2}H_{2})$ ときには, 餌種 1への捕食
エネルギー配分を下げ, その分, 個体群サイズのより大きな餌種 2への捕食エネルギー配分を上げて, 餌種
2の個体をより熱心に探索捕食する方が捕食者の総摂取量の観点からは有利なはずである。これは, 餌種
2がより大きな個体群サイズを持つので, 単位配分エネルギー増に対する, 単位時間あたりに期待される
餌種 2からの摂取量の増加分が, 餌種 1からの摂取量の減少分を上回るからである。 また, 逆に, 餌種 2に
比べて餌種 1の個体群サイズが十分に大きい $(\alpha_{1}H_{1}>\alpha_{2}H_{2})$ ときには, 餌種 1に対する捕食エネルギー
配分を上 $\uparrow f$, 餌種 2より餌種 1をより熱心に探索捕食する方が有利である。 このことが図 10によって明
確に例示されている。
前出の議論により, 平衡状態が存在するとすれば, その平衡状態においては, $\alpha_{1}H_{1}=\alpha_{2}H_{2}$ が成り立っ
はずである。 この条件を満たす平衡状態における餌個体群サイズ $H_{i}(i=1,2)$ に対して, 式 (129) による
スウィッチング捕食様式は, $\theta_{1}=\theta_{2}=1/2$ になり, 平衡状態における捕食者は, 見かけ上, 非スウィッチ
ング捕食様式 $(n=0)$ を採っている。 もちろん, それは, 餌個体群サイズの分布が, 捕食者による捕食エ
ネルギー配分を均等にする状況に結果的になっているからであって, やはり, 捕食者のスウィッチング捕食
による結果なのである。捕食者のスウィッチング捕食は, 餌個体群サイズを能動的に変化させ, その結果,
条件 $\alpha_{1}H_{1}=\alpha_{2}H_{2}$ が満たされるような平衡状態に餌個体群サイズを誘導すると考えてもよいだろう。
平衡状態においては, 捕食者が見かけ上, ランダム捕食をしているが, このとき, 2種類の餌個体群それ
ぞれからの摂食速度が等しくなっている。つまり, それぞれの餌種個体群からの単位時間あたり摂食量が等
しくなっており, この観点から, 捕食者にとっては, 2種の餌個体群は区別されない。 2種の餌個体群全体
が, 捕食者にとって, ある 1種の餌個体群と同等な価値をもつような状況にあると考えてもよいだろう。捕
食者にとって, 各餌種個体群からの単位時間あたり摂食量が等しくなるような餌種の個体群サイズ分布は.
理想自由分布 (ideal free distribution) と呼ばれるものになっている 73。本節で述べた餌 2種の場合の理想
自由分布は, $H_{1}$ : $H_{2}=\alpha_{2}$ : $\alpha_{1}$ で与えられる。

より一般的な捕食スウィッチング応答

式 (129) によって与えられるスウィッチング捕食様式は, 捕食者 1個体が単位時間あたりに捕食できる期
待総摂取量 $f$ を増大させる最適な関数形を持っており, 式 (129) では, 餌個体群サイズに対するスウィッチ
ング応答において, 厳密に捕食効率 $\alpha_{t}$ を用いたエネルギー配分を行っている。 これを理想的な場合として
考え, もう少し一般的な捕食者のスウィッチング応答関数 $\theta_{i}$ を考えてみよう。

$\theta_{1}=\theta_{1}(H_{1},H_{2})=\frac{(\beta_{1}H_{i})^{n}}{(\beta_{1}H_{1})^{n}+(\ H_{2})^{n}}$ $(i=1,2)$ (131)

上記の式 (131) におけるパラメータ $\beta_{:}$ は, 餌種 $i$ に対する嗜好度 (favorableness) と呼べるものであり, 一

般に捕食効率 $\alpha$: とは異なる 74。 $\beta_{1}$ が角より大きければ大きいほど, 捕食者は, 餌種 1の捕食にかけるエ
ネルギーについて, 餌個体群サイズに依存しない, より大きな偏りを持つ。言いかえれば, $\beta_{1}$ が角より大
きければ大きいほど, 捕食者は, 捕食者 1個体が単位時間あたりに捕食できる期待総摂取量を増大させる性
質とは別に, より熱心に餌種 1の個体を捕食しようとする (餌個体群サイズによらない) 在来の特性75 を

持つ。

73同一環境条件下における行動の選択に関する確率対応 (probability matching) と呼ばれるものに対応する (たとえば, 戸田.
中原 [57] を参照)。

$74\beta_{1}=c\alpha$:($i=1,2;c$ は $i$ によらない任意の正定数) となるときに, 理想的なスウィッチング応答を持つスウィッチング捕食と同
等になる。

75撲食以外の何らかの種間関係, たとえば, 交尾場所などの繁殖過程に関わる妻素を餌種が持っている場合に考えられる遺伝的 (進
化的) 特性。
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図 11: スウィッチンダ捕食様式。式 (131) によって与えられる捕食エネルギー配分 $9_{1}$ と式 (132) による捕食者 1個体
が単位時間あたりに捕食できる期待総摂食量 $f$。 $E=1;\alpha_{1}=1;\alpha_{2}=0.8;\beta_{1}=3;$ &=1; $H_{1}=1$。

捕食者がこの式 (131) }こよるスウィッチング捕食様式を採っているときの捕食者 1個体による単位時間あ
たりの期待総摂食量 $f$ は, (128) より,

$f=E \cdot\frac{\alpha_{1}H_{1}(\beta_{1}H_{1})^{\mathfrak{n}}+\alpha_{2}H_{2}(hH_{2})^{n}}{(\beta_{1}H_{1})^{n}+(\beta_{2}H_{2})^{n}}$ (132)

となる。式 (131) によるスウィッチング捕食様式は, 捕食者による餌嗜好性が存在することによって, 理想
的な式 (129) によるそれとはズレが生じるわけであるから, 場合によっては, 非スウィッチング捕食様式
$(n=0)$ より劣るものになりうるだろう。実際, 図 11が例示するように, 餌個体群サイズによっては. 非
スウィッチング捕食 ( $=$ ランダム捕食) の方が優れている場合がある。
式 (131) によるスウィッチング捕食様式においては, $\alpha_{1}H_{1}=\alpha_{2}H_{2}$ の場合以外に, $\beta_{1}H_{1}=\ H_{2}$ の場合
にも非スウィッチング捕食様式 $(n=0)$ とスウィッチング捕食様式 $(n>0)$ における期待総摂食量 $f$ が等
しくなる。 さらに,

min $\{\frac{\alpha_{1}}{\alpha_{2}}H_{1},$ $\frac{\beta_{1}}{\beta_{2}}H_{1}\}<H_{2}<\max t^{\frac{\alpha_{1}}{\alpha_{2}}H_{1},\frac{\beta_{1}}{\ }H_{1}} \}$

の条件下では, 式 (131) によるスウィッチング捕食様式 $(n>0)$ は, 非スウィッチング捕食様式 $(n=0)$

より劣る (図 11参照)。

Holling の円盤方程式への導入

ここで, 捕食スウィッチング応答を第 46節で述べた Hollng の円盤方程式に導入することを考えてみる。
第 46節での議論においては, 捕食者の捕食について, 距離 $R$ 以内の餌個体を全て捕食の対象とするとい
う仮定がおかれていた 76。また, 捕食者 1個体による単位時間あたりの期待総摂食量 $f$ は式 (115) で与えら
れた。第 46節での議論より, 捕食スウィッチング応答関数 $\theta_{i}$ の Hollingの円盤方程式への導入は, Holling
の円盤方程式 (115) における $\sigma_{j}$ を $\sigma_{i}\theta_{i}$ に置き換えることで可能である。すなわち, この $\theta_{:}$ は, 距離 $R$ 以

内の餌種 $i$ の個体に捕食対象としてどれだけ関心を持っかという度合いを表している。あるいは, 捕食者
が, 距離 $R$以内の餌種 $i$ の個体の内, 捕食対象として利用しようとする割合を表しているといってもよい。
したがって, (115) より, スウィッチングの導入された複数の餌種に対する円盤方程式 $f$ は,

$f=f(H_{1}, H_{2}, \ldots, H_{k})=\frac{\sum_{j\sim 1}^{k}.g_{j}a\sigma_{j}\theta_{j}H_{j}}{1+\sum_{1\approx 1}^{k}h_{1}a\sigma_{j}\theta_{1}H_{1}}$ (133)

76ただし. 捕食の失敗確率 $1-\sigma_{t}$ が各餌種 $i$ について仮定されていた。
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となる。

再び, 餌種が 2種の場合 $(k=2)$ について考えてみることにしよう。 $\theta_{1}+\theta_{2}=1$ に注意すると, 式 (133)
より,

$\frac{\partial f}{\partial\theta_{1}}$ $=$ $\frac{(1+h_{1}a\sigma_{i}H_{i})(1+h_{j}a\sigma_{j}H_{j})}{(1+h_{1}a\sigma_{1}\theta_{1}H_{1}+h_{2}a\sigma_{2}\theta_{2}H_{2})^{2}}\{\phi_{i}(H_{i})-\phi_{j}(H_{j})\}$ $(i,j=1,2;i\neq j)$

が得られる。 ここで,

$\phi_{t}=\phi:(H_{1})=\frac{g_{1}a\sigma_{i}H_{j}}{1+\text{ゐ_{}j}a\sigma_{1}H_{1}}$ $(i=1,2)$

である。 したがって, 前節と同様の議論により, スウィッチングの導入された Holling型捕食過程では,
$\phi_{1}>\phi_{2}$ である限り, $\theta_{1}$ を増加 ( $\theta_{2}$ を減少) させるのが期待総摂食量 $f$ を増加させるという意味で適応的
な捕食エネルギー配分であり, 逆の不等式 $\phi_{1}<\phi_{2}$ が成り立っときには, $\theta_{1}$ を減少 ( $\theta_{2}$ を増加) させるの

が適応的である。
実は. $\phi_{i}$ は, 餌種 $i$ のみを捕食の対象として利用する場合 $(\theta_{i}=1;\theta_{j}=0;i,j=1,2;i\neq j)$ において

期待される捕食者 1個体による単位時間あたりの総摂食量を定義している 77。だから, 条件式 $\phi_{1}>$ もに
よる捕食スウィッチング応答は, 次のように言いかえることができる : 餌 1種のみを利用した場合に期待さ
れる単位時間あたりの総摂食量が大きい餌種の方への捕食エネルギー配分を大きくするべきである 78。
この議論より, 前節と同様の考え方で, 捕食スウィッチング応答関数 $\theta_{j}$ を次のように構成することがで

きる :

$\theta_{:}$ $=$ $\theta_{:}(H_{1},H_{2})=\theta_{i}(\phi_{1}, \phi_{2})$

$\frac{(\beta_{1}\phi_{i})^{\mathfrak{n}}}{(\beta_{1}\phi_{1})^{n}+(\beta_{2}\phi_{2})^{n}}$ $(i=1,2)$ (134)

パラメータ A は, 前節同様. 餌種 $i$ に対する嗜好度を表している。 $\beta_{1}=$ 防のとき. この捕食スウィッチ
ング応答関数は (理想的に) 最適なものになる。前節と同様に, 式 (134) による捕食スウィッチングが導入
された Holling型捕食様式は, $\beta_{1}\neq\beta_{2}$ のとき, 理想的なスウィッチング捕食とはズレが生じるわけである
から, 場合によっては, 非スウィッチング捕食様式 $(n=0)$ より劣るものになりうる。簡単な計算により,
今考えているスウィッチング捕食様式 $(n>0)$ による $f$ が非スウィッチング捕食様式 $(n=0)$ によるそれ

と等しくなるのは, $\phi_{1}=\phi_{2}$ もしくは $\beta_{1}\phi_{1}=\beta_{2}\phi_{2}$ の場合であることがわかる。スウィッチング捕食様式が
非スウィッチング捕食様式より劣っている場合の出現, および, その条件はパラメータの値に強く依存して
いる。

6 結び

生物個体群ダイナミクスにおける観測データは, ほとんどの場合, 離散的な時系列として得られる。 この
点から, 差分方程式系による離散時間モデルが適用されるのが適当とも考えられるのであるが, 歴史的に,
多くの場合 (特に, 相互作用する複数種の生物個体群ダイナミクスに対して), 微分方程式系による連続時
間モデルが適用されてきた。 しかも, そのモデル解析によって得られる知見が実際の個体群ダイナミクスの
理解において成功を収めてきたと考えられている。離散的な時系列データに対する連続時間モデルの適用
においては, データ値を与える時点間を数理的 (近似的) に補完し, 個体群ダイナミクスを時間連続的な

7\mbox{\boldmath $\tau$}定義より, $\phi_{i}<g_{i}/h$: が常に成り立つことに注意。
78この結果は, 実は, Holling の円盤方程式 (115) に従う捕食において w handling time を無祝した ($h:=0$ for $\forall i$) 場合につい
ての本節の前半の議諭でも適用できる。本働の前半の議論において, 餌種 $i$ のみを捕食に利用する場合に期待される捕食看 1個体に
よる単位時間あたりの総撰食量は, $\alpha:9:E\cdot H_{*}$ で与えられたのである 1
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過程としてながめている, という見方ができる。 この見方は, 個体群ダイナミクスにおける増殖過程のも
つ時間スケール (たとえば, 引き続く増殖過程間の最短時間) がデータ値を与える時点間隔よりも十分に
小さい場合や, 逆に, 十分に大きな場合には, 適切な場合があろうが, 多くの昆虫や植物の場合のように,
これらの二つの時間スケールが一致している場合, 連続時間モデルの適用における, データ値の時点間の
補完部分では, 本来, 増殖過程は起こっていない。 よって, このような場合, 連続時間モデルの適用におけ
る, データ値を与える時点間の補完部分は, 単なる, 数学的な補完 (あるいは, 近似) を与えるものとし
てしか解釈できない。 この点, 差分方程式系による離散時間モデルの適用が自然であると考えられるのに,
離散的な時系列データの表す生物個体群ダイナミクスへの連続時間モデルの適用が歴史的に成功を収めて
きたのはなぜであろうか。時間離散的な過程の連続時間モデルによる近似が成功しているという見地に立
てば, ある時間連続モデルによって与えられる時間連続な過程上の離散的な時点列における系の状態 (個体
群サイズ値) の与える数列を表現する離散時間モデルを, その連続時間モデルから導出できる可能性もあ
りそうであるが, この観点に立っ数理モデリング 数理モデルの研究はほとんどない。
近年, 数理モデルの構築や構造自体を問題として議論する数理的・数理生物学的な学術的文献や研究集会

(または, その分科会) が出てくることが多くなっている。実際, 本稿で触れたように. 数理モデルの構築
や構造には数理的な問題が内在しており, それらを論理的に適切に取り扱うことが, 数理モデル解析による
理諭的な生物現象の考察においては必要条件である。 それをないがしろにした数理モデルによる研究には
注意しなければならない。
本稿で議論した数理モデリングの発展的アイデアについては, 未だ数理的に研究されていないものがい
くつか含まれている。それらは, 新しい数理モデルの構築の可能性のみならず, 数学的にも未解決の問題を
提供している。今後の数理生物学の課題になるだろう。
特に, 上記のように, 離散時間モデルについての数理モデリングについては歴史的にも数理的な検討が不
十分ではなかったかとすら思われる。未開拓の問題も顔をのぞかせている。今後の発展が期待されるところ
である。
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