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概更

本稿は、シュレディンガー方程式の境界値問題に関する幾つかの既知の結果と方法について、その概要
を解説したものである。第一節では、数編の論文を参考に既知の結果について解説し、第二節では、 境界
値問題において現れる一般領域におけるソボレフ空間について良く知られた事実をまとめ、第三節では、
一般領域におけるシュレディンガー方程式から定まる等長群について解説する。非線形シュレディンガー
方程式の時間大域解について、第四節では、エネルギー法による一般領域における解の構成を、 第五節で
は、 ストリッカーズ評価による外部領域における解の構成を解説する。

1 既知の結果

本節では、 $\backslash \sqrt[\backslash ]{}r$レディンガー方程式の境界値問題について、基本的な論文を参考に既知の結果について解

説する。

1980年に Brezis と Gallouet [3] は、 $\Omega$ を 2次元空間 $\mathbb{R}^{2}$ において滑らかでコンパクトな境界を持つ一

般領域として、ディリクレ条件下の初期値境界値問題

$\{\begin{array}{ll}i\partial_{t}u(t,x)-\Delta u(t,.x)+k|u(t,x)|^{2}u(t,x)=0, t>0, x\in\Omega\subset \mathbb{R}^{2} .u(t,x)|_{x\in\partial\Omega}=0, t\geq 0 (1.1)\cdot u(0, \cdot)=u_{0}(\cdot)\in H^{2}(\Omega)\cap H_{0}^{1}(\Omega) \end{array}$

に対して、関数空間 $C([0, \infty),$ $H^{2}(\Omega))\cap C^{1}([0, \infty),$ $L^{2}(\Omega))$ における時間大域解の一意存在を考察した。
$k\geq 0$ の場合には、任意の初期値 $u_{0}$ に対して、 $k<0$ の場合には、 $|k|||u_{0}||_{L^{2}(\Omega)}^{2}<4$ を満たす任意の初期

値吻に対して、 (1.1) の時間大域解の一意存在を示した。 Brezis と Gallouet [3] による時間大域解につい

て、 1982年に Yao [31] は、 $\Omega$ を 2次元空間における星型領域の外部領域として、 減衰評価

$||u(t)||_{L\infty(\Omega)}=O( \frac{\sqrt{ogt}}{t})$ 邸 $tarrow\infty$

を示した。 $\Omega=\mathbb{R}^{2}$ の場合には、 1979年に Cazenave [7] によって

$||u(t)||_{L^{\infty}(\Omega)}=O( \frac{\log t}{t})$ as $tarrow\infty$

が知られていた。 Brezis と Gallouet [3] の結果を空間 3次元以上に拡張した結果として、 1983年に堤誉志

雄氏 [26] は、 $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n},$ $n\geq 3$ , におけるコンパクトかつ非捕捉的な障害物の外部領域として、ディリクレ
条件下の方程式

$i\partial_{t}u-\Delta u+k|u|^{p}u=0$ , $k\in \mathbb{R},$ $p$ : 2以上の偶数, $n\geq 3$ (1.2)

に対して、初期値がソボレフ空間 $H^{N}(\Omega),$ $N\geq 3([n/2]+3)/2$ , において十分小さい時の時間大域解の一意

存在を示した。堤誉志雄氏の結果 [26] における非線形項を拡張したものとして、 1985年に Chen [10] は、
$\Omega$ を空間 5次元以上で [26] と同じ仮定を満たすとして、ディリクレ条件下の方程式

$i \partial_{t}u-\Delta u+\sum_{j=1}^{n}ia_{j}(u)\partial_{x_{j}}u+\sum_{j=1}^{n}b_{j}(u)\partial_{x_{j}}\overline{u}+c(u)=0$, $n\geq 5$
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ここで、 $a_{j}$ は実数値関数、 $b_{j}$ と $c$ は複素数値関数であり、

$a_{j}(u)=O(|u|)$ , $b_{j}(u)=O(|u|)$ , $c(u)=O(|u|^{2})$ near $u=0$ , $1\leq j\leq n$

とした時、 小さい初期値に対する時間大域解の一意存在を示した。 解の減衰評価として

$||u(t)||_{L^{\infty}(\Omega)}=O(t^{-\mathfrak{n}/4})$ as $tarrow\infty$

も示されている。 Brezis と Gallouet の結果 [31において、非線形項の次数を拡張したものとして、 1989年
に堤正義氏 [24] は、 $\Omega$ を 2次元空間における滑らかな境界を持つ有界領域として、 ディリクレ条件下での
方程式

$i\partial_{t}u-\Delta u+k|u|^{p}u=0$ , $k>0,2\leq p\leq 3,$ $n=2$

に対して、 関数空間
$X$ $:=$ { $u|u\in H^{3}(\Omega)\cap H_{0}^{1}(\Omega)$ with $\Delta u\in H_{0}^{1}(\Omega)$ }

に属する任意の初期値に対する時間大域解の一意存在を示した。堤誉志雄氏の結果 [26] における初期値に
対する可微分性条件を緩めたものとして、 1991年に堤正義氏 [25] は、 $\Omega$ を空間 $\mathbb{R}^{n},$ $n\geq 1$ , における星型
領域の外部領域として、ディリクレ条件下での方程式

$i\partial_{t}u-\Delta u+f(|u|)u=0$ , $|f(|u|)|\leq C_{1}|u|^{P1}+C_{2}|u|^{P2},2\leq p_{1}\leq p_{2},$ $n\geq 1$

.

に対して、 $p_{1},$ $p_{2}$ に対する適当な条件の下で、 ソボレフ空間 $H^{N}(\Omega),$ $N=2$ ($n=1,2$ の時)、 $N\geq 2[n/2]$

($n\geq 3$ の時)、 において十分小さい初期値に対する時間大域解の一意存在を示した。
1994年に林仲夫氏 [14] は、 $\Omega$ を空間 3次元または 4次元での球 $B_{R}(O),$ $R>0$ , の外部領域として、 ノ

イマン条件下での方程式

$\{\begin{array}{ll}i\partial_{t}u+\frac{1}{2}(\partial_{r}^{2}+\frac{n-1}{r}\partial_{r})u+a(\partial_{r}\overline{u})^{2}+ib(\partial_{r}u+\theta_{r}\overline{u})^{2}=0, a\in \mathbb{C}, b\in \mathbb{R}, n=3 or 4\partial_{r}u(t, R)=0, t\geq 0 u(0, \cdot)=u_{0}(\cdot) \end{array}$

に対して、初期値が小さい場合の時間大域解の一意存在を示した。
2004年に Burq, G\’erard と Tzvetkov [4] は、 $\Omega$ を 2次元以上の空間 $\mathbb{R}^{n}$ におけるコンパクトかつ非捕捉

的である障害物の外部領域として、 ディリクレ条件下での方程式

$\{\begin{array}{ll}i\partial_{t}u+\Delta u+f(u)=0, f=\tau_{z}^{V}\partial_{=} V(e^{:\theta}z)=V(z), |V(z)|\leq C(1+|z|)^{2+\alpha}, n\geq 2u(t, x)|_{x\in\partial\Omega}=0 for t\geq 0u(0, \cdot)=u_{0}(\cdot) \end{array}$

に対して、

(1) $n \geq 2,0<\alpha<\frac{2}{n-2},$ $V(z)\leq C(1+|z|)^{\beta},$ $\beta<2+4n$ $u_{0}\in H_{0}^{1}(\Omega)$

(2) $n \geq 2,0<\alpha<\frac{2}{n},$ $u_{0}\in L^{2}(\Omega)$

(3) $n=3,$ $\alpha=2,$ $u_{0}\in H_{0}^{1}(\Omega)$ with $||u_{0}||_{H_{0}^{1}(\Omega)}\ll 1$

のそれぞれの場合に、時間大域解の一意存在を示した。 (1) と (2) に関して、 3次元以上の空間 $(n\geq 3)$ に

おける大きな初期値に対する時間大域解の存在が初めて示された。 ここで、 (3) は (1) において $\alpha$ の境界

値になっていることに注意する。
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爆発解の研究として、 1987年に Kavian [15] は、 $\Omega$ を 1次元以上の空間における星型領域として、 ディ

リクレ条件下の方程式
$i\partial_{t}u-\Delta u-|u|^{p-1}u=0$ , $p \geq 1+\frac{4}{n}$ , $n\geq 1$

に対して、適当な初期値に対する有限時間爆発を示した。 $\Omega$ に対する星型形状条件を緩めた場合、 また、 ノ

イマン条件と周期境界条件の場合も考察されている。

自由 $\backslash \grave{\nearrow}\iota$ レディンガー方程式

$\{\begin{array}{ll}i\partial_{t}u(t,x)-\Delta u(t,x)=0, t>0, x\in\Omega u(t,x)|_{x\in\partial\Omega}=0, t\geq 0u(0, \cdot)=u_{0}(\cdot) \end{array}$ (1.3)

の障害物 $\Omega^{c}$ の近傍での解のエネルギー減衰評価は、非線形 ‘\nearrow ‘ $=$ レディンガー方程式の解の存在を示す上で

有用である。 1984年に堤誉志雄氏 [27] は、 $\Omega$ を 3次元以上の空間におけるコンパクトかつ非捕捉的な障
害物の外部領域として、局所エネルギー減衰評価

$||u(t)||_{L^{2}(\Omega\cap B_{R}(0))}\leq Ct^{-n/2}||u_{0}||_{L^{2}(\Omega)}$ for $\forall t>1$ and $\forall u_{0}$ with supp $u_{0}\subset B_{R}(0)$

を示した。 ここで、 $R>0$ は $\Omega^{c}\subset B_{R}(O)$ を満たす定数である。 この結果は、 前述の同氏による論文 [26]

において使用されている。 1989年に林仲夫氏 [13] は、 $\Omega$ を 3次元以上の空間で滑らかでコンパクトな境
界を持っ有界な星型障害物の外部領域として、 (1.3) の $L^{p}(\Omega),$ $2\leq p\leq\infty$ , におけるエネルギー減衰評価を
考察した。 特に、 5次元以上の空間において、 $2 \leq p\leq\frac{2n}{n-4}$ を満たす $P$ に対して

$||u(t)||_{L^{p}(\Omega)}\leq C(1+t)\iota\nu(||\phi||_{H^{2}(\Omega)}+|||x|^{2}\phi||_{H^{1.2}(\Omega)}+||x\Delta\phi||_{L^{2}(\Omega)}+|||x|^{3}\phi||_{L^{2}(\Omega)})$

を示した。

1984年に Vladimirov [30] は、 $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n}$ における十分滑らかな境界を持つ有界領域として、ディリクレ

条件下の方程式
$i\partial_{t}u-\Delta u+\alpha|u|^{p}u+i\beta|u|^{q}u=0$ , $\alpha\in \mathbb{R},$ $\beta\geq 0$

に対して、 $0\leq p<q$ かつ $\beta>0$ の時の時間大域解の存在、 および、 $p=2$ かつ $q\geq 0$ の時の解の一意性

を考察した。 Vladimirov の結果 [30] における一意性について更に考察したものとして、 1990年に小川卓

克氏 [19] は、 $\Omega$ を 2次元空間における一般領域として、ディリクレ条件下の方程式

$i\partial_{t}u+\Delta u-|u|^{p}u=0$, $0<p\leq 2$

に対する解は $C([0, T], H^{-1}(\Omega))\cap L^{\infty}((O, T),$ $H_{0}^{1}(\Omega))$ において一意であることを示した。小川卓克氏の結

果 [19] において、非線形項を拡張したものとして、 1991年に小川卓克氏と小澤徹氏 [20] は、 ディリクレ

条件下の方程式

$i \partial_{t}u+\Delta u+\sum_{j=1}^{k}\lambda_{j}|u|^{p_{i}}u=0$ , $k\geq 1$ , $\lambda_{j}\in \mathbb{R},$

$0-\leq p\leq 2$

に対する解は $C([0,T], H^{-1}(\Omega))\cap L^{\infty}((O,T),$ $H_{0}^{1}(\Omega)\cap H^{n/2}(\Omega))$ において一意であることを示した。

初期値境界値問題を扱う書籍として、 1998年の Cazenave と Haraux [8, Theorem 7.2.1, $p92$] では、 $\Omega$

を $\mathbb{R}^{n}$ における一般領域として、ディリクレ条件下の方程式

$i \partial_{1}u+\Delta u+f(|u|)\frac{u}{|u|}=0$ , $f$ : リプシッツ連続関数, $n\geq 1$
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に対する時間大域解の存在を示した。 $|u|^{\alpha}u$ の形の非線形項は扱っていない。 2003年の Cazenave [9, 3.5

節, 36節では、 $\Omega$ を $\mathbb{R}$ の有界連結開区間、 または、 $\mathbb{R}^{2}$ の開集合として、 ディリクレ条件下の方程式

$i\partial_{t}u+\Delta u+Vu+\lambda|u|^{p}u=0$

$V\in L^{\infty}(\Omega)$ : 実数値関数, $\lambda\in \mathbb{R},$ $0\leq p\{\begin{array}{ll}<\infty for n=1\leq 2 for n=2\end{array}$

に対して、初期値が $n=1$ の時は $H_{0}^{1}(\Omega)$ において、 $n=2$ の時は $L^{2}(\Omega)$ において十分小さい場合に時間

大域解の存在を示している。 ここで、

$\lambda\leq 0$ または $0\leq P<\{\begin{array}{ll}4 for n=12 for n=2\end{array}$

の場合には、 $H_{0}^{1}(\Omega)$ における任意の初期値に対して時間大域解の存在を示している。
Brezis と Gallouet [3] における方程式 (1.1) における非線形項の係数 $k$ が虚数の場合には、 1979年に

Pecher $[21]$ 、 1986年に Shigeta [23] は、 $\Omega$ を $\mathbb{R}^{\mathfrak{n}}$ における境界がコン/\6クトである一般領域として、ディ

リクレ条件下の方程式

$i\partial_{t}u+\Delta u+if(u)=0$ , $f$ ; 実数値関数, $|f(u)|\leq C|u|-$ for $|u|\geq 1$ , $n\geq 1$

に対して、時間大域解の存在について考察した:
1994年}\leftarrow \check Esteban と Strauss [12] は、 空間 3次元以上の球の外部領域においてノイマン条件下の方程式

$i\partial_{t}u+\Delta u+|u|^{\dot{p}}u=0$ , $0<p< \frac{4}{n-2}$

に対して、孤立波の安定性と不安定性を考察している。 孤立波の安定性と不安定性については他にも結果

は存在するが、 ここでは上記のみを参照するにとどめる。

2 一般領域におけるソボレフ空間
本節では、 $n$ 次元空間における一般領域 $\Omega\subset \mathbb{R}^{n},$ $n\geq 1$ , でのソボレフ空間 $W^{m,p}(\Omega)$ の一般論を Adams

と Fournier [1] から引用する。線形空間 $X$ に対して、 $X^{*}$ でその双対空間を表すとする。

補題 21. (ルベーグ空間)
(1) $C_{0}^{\infty}(\Omega)$ は $L^{p}(\Omega)$ において稠密である。

(2) $u\in L_{1oc}^{1}(\Omega)$ が、 任意の $\phi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して $\int_{\Omega}u\phi dx=0$ を満たすならば、 $u=0a.e$ . in $\Omega$ .

(3) $1\leq p<\infty$ の時、 $(L^{p}(\Omega))^{*}=L^{p’}(\Omega)$ . ここで、

$\forall f\in(L^{p}(\Omega))^{n}$ , $\exists u\in L^{p’}(\Omega)s.t$. $L^{p}( \Omega)(v, f)_{(L^{p}(\Omega))}\cdot=\int_{\Omega}$ vudx for $\forall v\in L^{p}(\Omega)$ .

定義 22. (ソボレフ空間) 非負整数 $m\geq 0$ と $1\leq P\leq\infty$ に対して、汎関数 $||\cdot||_{W^{m,p}(\Omega)}$ を

$||u||_{W^{n,p}(\Omega)}$ $:=\{\begin{array}{ll}(\sum_{|\alpha|\leq m}||\partial^{\alpha}u||_{p}^{p})^{1/p} if 1\leq p<\infty\max_{|\alpha|\leq m}||\partial^{\alpha}u||_{\infty} if p=\infty\end{array}$
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によって定義する。 ここで、 $\partial$ は超関数の意味での微分を表す。 ソボレフ空間 $W^{m,p}(\Omega),$ $H^{m,p}(\Omega),$ $W_{0}^{m,p}(\Omega)$

を次で定義する :
$W^{m,p}(\Omega)$ $:=$ $\{u\in L^{p}(\Omega) : ||u||_{W^{m,p}(\Omega)}<\infty\}$

$H^{m,p}(\Omega)$ $:=$ $\overline{C^{m}(\Omega)}$ in $W^{m,p}(\Omega)$

$W_{0}^{m,p}(\Omega)$ $:=$ $\overline{C_{0}^{\infty}(\Omega)}$ in $W^{m,p}(\Omega)$ .

$1<P<\infty$ の時は、 $H^{-m,p’}(\Omega),$ $W^{-m,p’}(\Omega)$ を次で定義する :

$H^{-m,p^{l}}(\Omega)=W^{-m,p’}(\Omega)$ $:=(W_{0}^{m,p}(\Omega))^{*}$ .

補題 23. (ソボレフ空間の性質)
(1) $1<p<\infty$ の時、 $W^{m,p}(\Omega)$ と $W_{0^{mp}}^{r)}(\Omega)$ は反射的である。

(2) $W^{m,2}(\Omega)$ は次の内積により可分なヒルベルト空間である :

$\langle u,v\rangle$
$:= \sum_{0\leq|\alpha|\leq m}\int_{\Omega}D^{\alpha}u\overline{D^{\alpha}v}dx$ .

(3) $W_{0}^{m,p}(\mathbb{R}^{n})=W^{m,p}(\mathbb{R}^{n})$ .
(4) $1\leq p<\infty$ の時、 $H^{m,p}(\Omega)=W^{m.p}(\Omega)$ .
(5) $1<P<\infty$ の時、 $L^{p’}(\Omega)$ は $W^{-m,p’}(\Omega)$ において稠密である。ただし、任意の $u\in L^{p’}(\Omega)$ に対して、

. :

$w_{o}^{m,p}\langle\Omega$) $(v, u)_{W^{-m,p’}(\Omega)}$ $:= \int_{\Omega}.vudx$ for $\forall v\in W_{0}^{m,p}(\Omega)$

により $u$ を $W^{-m,p’}(\Omega)$ の元とみなす。

定義 24. (ゼロ拡張) $\Omega$ 上の関数 $u$ に対して、 $\tilde{u}$ により $\mathbb{R}^{n}$ へのゼロ拡張を表す。

補題 25. ( $W_{0}^{m,p}(\Omega)$ のゼロ拡張)

(1) 任意の $u\in W_{0}^{m,p}(\Omega)$ に対して、 $\tilde{u}\in W^{m,p}(\Omega)$ . 更に、 $|\alpha|\leq m$ となる任意の $\alpha$ に対して $D^{\alpha}\overline{u}=\overline{D^{\alpha}u}$ .
(勿 $\Omega$ を境界がコンパクトで滑らかな領域とする。 $u$ を $\Omega$ 上の関数とした時、 $\tilde{u}\in W^{m,p}(\Omega)$ ならば、

$u\in W_{0}^{m,p}(\Omega)$ .

定董 2.6. (cone condition) $\Omega$ が cone condition を満たすとは、 $\Omega$ の任意の点はそれを頂点とする微小

な円錐を $\Omega$ 内に含むことをいう。

補題 2.7. (埋蔵定理) $\Omega$ は cone condition を満たすとする。 $m\geq 1$ として、次が成立する :
(1) $W^{m,p}(\Omega)arrow L^{q}(\Omega)$ if $0< \frac{1}{p}-\frac{m}{n}\leq\frac{1}{q}\leq\frac{1}{p}\leq 1$ or $0= \frac{1}{p}-\frac{m}{n}<\frac{1}{q}\leq\frac{1}{p}\leq 1$ .
(2) $W^{m,p}(\Omega)rightarrow L^{q}(\Omega)\cap C(\Omega)$ if $\frac{1}{p}-\frac{m}{\mathfrak{n}}<0\leq\frac{1}{q}\leq\frac{1}{p}\leq 1$ .
(3) $W^{\mathfrak{n},1}(\Omega)\mapsto L^{\infty}(\Omega)$ .

定義 28. (全拡張作用素) $\Omega$ を領域とする。 $E$ が全拡張作用素であるとは、任意の $m\geq 0,1\leq p<\infty$

に対して、 $W^{m,p}(\Omega)$ から $W^{m,p}(\mathbb{R}^{n})$ への有界線形作用素であり、

Eu$(x)=u(x)$ for $\forall x\in\Omega$ , $||Eu||_{W^{m,p}(R^{n})}\leq M||u||_{W^{m.p}(\Omega)}$ for $\forall u\in W^{m,p}(\Omega)$

が成り立っことをいう。 ここで、 $M$ は正定数である。

定理 2.9. (Stein の拡張定理) $\Omega$ をコンパクトかっ滑らかな境界を持つ領域とする。 この時、全拡張作

用素が存在する。
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例 210. (埋蔵定理への応用) 全拡張作用素 $E$ を用いると、 埋蔵 $W^{m,p}(\mathbb{R}^{n})rightarrow L^{q}(\mathbb{R}^{n})$ を既知として、

埋蔵 $W^{m,p}(\Omega)\mapsto L^{q}(\Omega)$ を次のように示すことが出来る :

$||u||_{L^{q}(\Omega)}=||Eu||_{L^{q}(\Omega)}\leq||Eu||_{L^{q}(R^{n})}\leq C||Eu||_{W^{m,p}(\mathbb{R}^{n})}\leq CM||u||_{W^{m,p}(\Omega)}$ , $C$ は正定数

定理 211. (トレース定理) $\Omega$ をコンパクトかつ滑らかな境界を持つ領域とする。 この時、

$||u|_{\partial\Omega}||_{L^{q}(\partial\Omega)}\leq C||u||_{W^{m.p}(\Omega)}$ for $\forall u\in W^{m,p}(\Omega)$

が成立する。 ここで、

$m< \frac{n}{p}$ $\frac{n-mp}{(n-1)p}\leq\frac{1}{q}\leq\frac{1}{p}$

例 $2.12$ . 上の定理において $n\geq 3,$ $m=1,$ $p=q=2$ の時、 $||u|_{\theta\Omega}||_{L^{2}(\partial\Omega)}\leq C||u||_{W^{1,2}(\Omega)}$ .

注意 213. トレース定理は、部分積分をした際の境界から現れる項を評価するのに有効である。

3 Schr\"odinger 方程式の半群理論

本節では、一般領域における $\sqrt[\backslash ]{}n$ レディンガー方程式から定まる等長群 $e^{i\Delta}$ についての結果を Cazenave
と Haraux [81から引用する。 クラインゴルゴン方程式から定まる等長群についても記述する。 ノルム空
間 $X$ と $Y$ に対して、 $L(X, Y)$ は $X$ から $Y$ への有界線形写像のなすノルム空間を表す。

3.1 $i\Delta$ が skew-adjoint operator であること

命題 31. [33, 定理 74参考] (有界線形写像による群) $X$ をバナッハ空間とし、 $A\in L(X, X)$ とする。
$e^{A}$ を $e^{A}$ $;= \sum_{j=0}^{\infty}\frac{A^{j}}{j1}$ と定義する。 この時、

(1) $e^{A}\in L(X, X)$ かっ $||e^{A}||\leq e^{||A||}$ . 更に、 $A$ と $B$ が可換ならば $e^{A+B}=e^{A}e^{B}$ .
(2) $e^{tA}\in C^{\infty}(\mathbb{R}_{t}, L(X, X)),$ $\frac{d}{dt}e^{tA}=e^{tA}A=Ae^{tA}$ .
(3) 任意の $x\in X$ に対して、 $e^{\ell A_{X}}$ は次の初期値問題の $C^{1}(\mathbb{R}, X)$ における一意の解である :

$\{\begin{array}{l}\frac{du(t)}{dt}=Au(t)u(0)=x\end{array}$ (3.1)

命題 3.2. [8, Proposition 1.3.5] (合成関数の微分) $F:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ をリプシッツ連続関数とする。 $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ ,
$n\geq 1$ , を開集合とする。任意の $1\leq P\leq\infty$ と $u\in W^{1,p}(\Omega)$ に対して、 $F(u)\in W^{1,p}(\Omega)$ が成立する。 更

に、 $N$ を $F$ の微分可能とならない点の集合とした時 $(|N|=0)$ 、 $\Omega$ のほとんど至る所で次が成立する :

$\nabla F(u)=\{\begin{array}{ll}F’(u)\nabla u for u\not\in N0 for u\in N.\end{array}$ (3.2)

注意 33. $F(u)$ として、 $|u|,$ $u+,$ $u_{-}$ が挙げられる。

定義 3.4. [8, Definitions 2.2.1, 2.2.2] (消散作用素の定義) $X$ をバナッハ空間、 $A$ を $X$ から $X$ への

$D(A)$ を定義域とする線形作用素とする。

(1) $A$ が消散作用素であるとは、次が成り立つことをいう :

$||(1-\lambda A)u||\geq||u||$ for $\forall\lambda>0$ , $\forall u\in D(A)$ .
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(勿消散作用素 $A$ が極大消散作用素であるとは、任意の $\lambda>0$ に対して、 $1-\lambda A$ が全射であることを

いう。

注意 35. $A$ が極大消散作用素ならば、任意の $\lambda>0$ に対して、 $(1-\lambda A)^{-1}$ は $X$ から $X$ への有界作
用素である。

注意 3.6. [8, Proposition 2.2.6] 消散作用素 $A$ に対して、 ある $\lambda>0$ で $1-\lambda A$ が全射ならば、全ての
$\lambda>0$ で $1-\lambda A$ は全射である。

注意 3.7. [8, Proposition 2.2.7] 極大消散作用素は閉作用素である。

命題 3.8. [8, Proposition 2.2.12] (極大消散作用素の有界作用素による近似 : 吉田近似) $A$ を極大消散作
用素とし、定義域 $D(A)$ は $X$ で稠密であるとする。 この時、

$A_{\lambda}$ $:=A(1-\lambda A)^{-1}$ $(= \frac{(1-\lambda A)^{-1}-1}{\lambda})$

とおくと、 $A_{\lambda}\in L(X, X)$ であり、 $\lim_{\lambdaarrow 0}A_{\lambda}u=Au,$ $\forall u\in D(A)$ .

命題 39. [8, Proposition 2.3.1] (極大消散作用素の拡張) $A$ を極大消散作用素とし、定義域 $D(A)$ は $X$

で稠密であるとする。 この時、 次を満たすバナッハ空間 $\overline{X}$ とその上の極大消散作用素 $\overline{A}$ が存在する :
(1) 埋蔵 $Xarrow\overline{X}$ が成立し、 $X$ は $\overline{X}$ において稠密である。
(2) 任意の. $u\in X$ に対して、 $||u||_{\overline{X}}=||(1-A)^{-1}u||x$ .
(3) $D(\overline{A})=\dot{X}$ であり、 $\overline{A}\in L(X,\overline{X})$ .
(4) $D(A)$ 上では $\overline{A}=A$ .
(の上を満たす別め $arrow X$ と $arrow A$ が存在した時、 $\overline{X}$ から $\overline{X}’$ への等長同形写像 $T$ が存在し、 $T\overline{A}=arrow AT$ が

成立する。

命題 3.10. [8, Proposition 2.4.2, Corollary 2.4.3] (ヒルベルト空間での消散作用素) $X$ を内積ぐ, \rangle を

持つヒルベルト空間とする。
(1) $A$ が $X$ 上の消散作用素であるための必要十分条件は、任意の $u\in D(A)$ に対して ${\rm Re}$ {Au, $u\rangle$ $\leq 0$

が成立することである。
(2) $A$ が $X$ 上の極大消散作用素ならば、 $D(A)$ は $X$ において稠密である。

定義 3.11. [8, Definition 2.4.6] (自己共役作用素と skew-adjoint operator) $X$ を内積 ( $\cdot,$

$\cdot\rangle$ を持つヒル

ベルト空間とし、 $A$ を $X$ 上の定義域が稠密な線形作用素とする。 $A^{*}$ を $A$ の共役作用素とする。 $A^{*}=A$

が成り立っ時、 $A$ を自己共役作用素という。 $A^{*}=-A$ が成り立つ時、 $A$ を skew-adjoint operator という。

命題 3.12. [8, Corollaries 2.4.8, 2.4.9, 2.4.10, 2.5.2] (共役作用素と消散作用素) $X$ を内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を持つ

ヒルベルト空間とする。

(1) 任意の $u\in D(A)$ に対して ${\rm Re}$ \langle Au, $u\rangle$ $\leq 0$ を満たす $X$ 上の自己共役作用素 $A$ は極大消散作用素で
ある。

(2) 定義域が稠密な線形作用素 $A$ が $X$ 上の skew-adjoint opemtor であるならば、 $A$ と一 $A$ は極大消

散作用素である。
(の極大消散作用素 $A$ が

$\langle u, Av\rangle=\langle Au, v\rangle$ for $\forall u,$ $\forall v\in D(A)$

を満たすならば、 $A$ は自己共役作用素である。

(4) $A$ が自己共役作用素ならば、 $iA$ は skew-adjoint opemtor である。
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補題 3.13. [8, Lemma 2.6.2] ( $H_{0}^{1}(\Omega)$ での部分積分) $u\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ とし、 更に $\Delta v\in L^{2}(\Omega)$

$\not\in:-;^{-\text{る_{。}}}$ : $\sigma$)時、 $YAt^{1}\text{、^{、}}$成 $\text{立^{}-}t$る :
$\int_{\Omega}u\Delta vdx=-\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla vdx$ .

$\Delta$ が自己共役作用素であることを示すためには次の存在定理を用いる。

定理 3.14. (Lax-Milgram の定理) [32, $p92$ , Theorem] $X$ を内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を持っヒルベルト空間、 $B(\cdot, \cdot)$

を $X\cross X$ で定義された複素数値関数で次を満たすとする :

$B(a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}, y)$ $=$ $a_{1}B(x_{1},y)+a_{2}B(x_{2}, y)$ ,
(半双線形性)

$B(x, a_{1}y_{1}+a_{2}y_{2})$ $=$ $\overline{a_{1}}B(x, y_{1})+\overline{a_{2}}B(x, y_{2})$ .

(有界性) $\exists C>0$ $s.t$ . $|B(x, y)|\leq C||x||\cdot||y||$ for $\forall x,$ $\forall y\in X$ .

(正値性) $\exists c>0$ $s.t$. $|B(x, x)|\geq c||x||^{2}$ for $\forall x\in X$ .

この時、 一意に定まる有界線形作用素 $S$ が存在し、 $S^{-1}$ も有界線形作用素で、次が成立する :

$\langle x,y\rangle=B(x, Sy)$ for $\forall x,$ $\forall y\in X$ , and $||S||\leq c^{-1}$ , $||S^{-1}||\leq C$ .

補題 3.15. [8, Propositions 2.6.1, 2.6.14] (ラプラシアンは自己共役作用素) $\Omega$ を $\mathbb{R}^{n},$ $n\geq 1$ , の任意 $\Omega$

開集合とし、空間 $X$ とその上の作用素 $A$ を、

$\{\begin{array}{l}X=L^{2}(\Omega)AD(A)=\{u\in H_{0}^{1}(\Omega) ;\Delta u\in L^{2}(\Omega)\}Au=\Delta u\forall u\in D(A)\end{array}$ (3.3)

または、

$\{\begin{array}{ll}X=H^{-1}( )D(A)=H_{0}^{1} \Omega)Au=\Delta u for \forall u\in D(A)\end{array}$

で定義する。 この時、 $A$ は定義域が稠密な極大消散作用素であり、更に、 自己共役作用素である。

注意 3.16. [8, Remark 2.6.3] (3.3) の場合、 $\Omega$ が $C^{2}$ 級の有界な境界を持っならば、 $D(A)$ は $H^{2}(\Omega)\cap$

$H_{0}^{1}(\Omega)$ とノルム同値である。

(補題 315の証明の概略) (3.3) において、 $A$ がラプラシアンであることは次のように示される。 $C_{0}^{\infty}(\Omega)$

は $D(A)$ に含まれるので、 $A$ の定義域は $X$ において稠密である。補題 3.13により、

(Au, $u\rangle_{L^{2}(\Omega)}\leq 0$ for $\forall u\in D(A)$

が示されるので、命題 310により $A$ は消散作用素である。任意の $f\in L^{2}(\Omega)$ に対して Riesz の表現定理
から

$H_{0}^{1}(\Omega)(u, f)_{(H_{0}^{1}(\Omega))^{*}}=\langle u,v\rangle_{H_{0}^{1}(\Omega)}$ for $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$ (3.4)

となる $v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ が存在する。 ここで、 $\langle\cdot, \cdot\rangle_{H_{0}^{1}(\Omega)}$ は $H_{0}^{1}(\Omega)xH_{0}^{1}(\Omega)$ での内積を表す。 $H_{0}^{1}(\Omega)xH_{0}^{1}(\Omega)$

上の関数 $B$ を

$B(u, v)$ $:= \int_{\Omega}u\overline{v}+\nabla u\nabla\overline{v}dx$
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により定めると、 定理 3.14により

$\langle u, v\rangle_{H_{0}^{1}(\Omega)}=B(u, Sv)$ for $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$

が成立するので、 (3.4) より超関数の意味で

$(1-\Delta)Sv=f$

が成立する。 $f,$ $Sv\in L^{2}(\Omega)$ なので、 これより $Sv\in D(A)$ が従い、 注意 36より $A$ は極大である。補題
313と命題 312の (3) より、 $A$ は自己共役作用素である。 口

注意 3.17. 補題 S.15と命題 312の (4) より、 $i\Delta$ は $skewarrow adjoint$ operator である。

補題 3.18. [8, Proposition 2.6.12, Corollary 2.6.15] ( $\sqrt[\backslash ]{}z$ レディンガー方程式) $\Omega$ を $R^{n},$ $n\geq 1$ , の任
意の開集合とし、 空間 $X$ とその上の作用素 $A$ を、

$\{\begin{array}{ll}X=L^{2}(\Omega) D(A)=\{u\in (\Omega), \Delta u\in X\}A(u)=i\Delta u for \forall u\in D(A)\end{array}$

または、

$\{\begin{array}{ll}X=H^{-1}(\Omega D(A)=H_{0}^{1}( )Au=i\Delta u for \forall u\in D(A)\end{array}$ (3.5)

で定義する。 この時、 $A$ は定義域が稠密な skew-adjoint opemtor である。 特に、 $A,$ $-A$ は極大消散作用

素である。

補題 3.19. [8, Proposition 2.6.9, Proposition 2.6.10] (クライン 3‘ルドン方程式) $\Omega$ を $R^{n},$ $n\geq 1$ , の
任意の開集合とし、 空間 $X$ とその上の作用素 $A$ を、

$\{\begin{array}{ll}X=H_{0}^{1}(\Omega)\oplus L^{2}(\Omega) D(A)=\{(u, v)\in X ;\Delta \in L^{2}(\Omega), v\in H_{0}^{1}(\Omega)\}A(u, v)=(v, (\Delta-1)u) for \forall(u, v)\in D(A)\end{array}$ (3.6)

または、

$\{\begin{array}{ll}X=L^{2}(\Omega)\oplus H^{-1}(\Omega) D(A)=H_{0}^{1}(\Omega)\oplus L^{2}(\Omega) A(u, v)=(v, (\Delta-1)u) for \forall(u, v)\in D(A)\end{array}$ (3.7)

で定義する。 この時、 $A$ は定義域が稠密な skew-adjoint opemtor である。 特に、 $A,$ $-A$ は極大消散作用

素である。

3.2 Hille-Yosida の定理と半群の生成

本小節を通して、 $X$ をバナッハ空間、 $A$ は定義域 $D(A)$ が稠密な $X$ から $X$ への極大消散作用素とする。
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定理 3.20. [8, Theorem 3.1.1] (吉田近似による解の構成) 任意の $x\in X$ と $\lambda>0$ に対して、 $u_{\lambda}(t)$ $:=$

$e^{tA_{\lambda}}x$ は、 $\lambda\downarrow 0$ とした時、 ある関数 $u\in C([0, \infty),$ $X$ ) に任意の $[0, \infty$ ) における有界部分区間上で一様収

束する。 作用素 $T$ を $T(t)x=u(t)$ によって定めた時、 次が成立する :

$T(t)\in L(X, X)$ and $||T(t)||\leq 1$ for $\forall t\geq 0$

$T(0)=I$

$T(t+s)=T(t)T(s)$ , for $\forall t,$ $\forall s\geq 0$ .

更に、 $x\in D(A)$ の時には、 $u$ は次の初期値問題の一意の解となる :

$\{\begin{array}{ll}u\in C([0, \infty), D( ))\cap C^{1}([0, \infty),X)\partial_{t}u(t)=Au(t) for \forall t\geq 0u(0)=x. \end{array}$

ここで、 $D(A)$ のノルムはグラフノルム $(||\cdot||_{D(A)} :=||\cdot||x+||A\cdot||x)$ である。 更に、 次が成立する :

$T(t)Ax=AT(t)x$ for $\forall x\in D(A),$ $\forall t\geq 0$ .

注意 321. [8, Theorem 3.2.1] $X$ がヒルベルト空間で、 $A$ が任意の $x\in D(A)$ に対して ${\rm Re}\langle Ax, x\rangle\leq 0$

を満たす自己共役作用素ならば、任意の $x\in X$ と $t>0$ に対して $T(t)x\in D(A)$ が成立する (平滑化効果)。

注意 322.. 定理 320において、時間区間を $[0, \infty$) に制限している理由は、 $||T(t)||\leq 1$ を示す証明から

来ている。

注意 3.23. [8, Theorem 3.2.3] $X$ がヒルベルト空間で、 $A$ が skew-adjoint opemtor ならば、 -A. も
極大消散作用素であることを利用して、 時間区間 $[0, \infty$ ) を $\mathbb{R}$ にしても定理 320が成立する。 この場合、

$T(t)$ は等長作用素となる。

命題 3.24. [8, Lemma 3.3.1, Corollary 3.3.2] $\overline{X}$ , $\overline{A}$ を命題 3.9により定まる拡張作用素とする。$\overline{T}(t)$ を
$\overline{X},$

$\overline{A}$ に対して、定理 320により定まるものとする。 この時、任意の $x\in X$ と $t\geq 0$ に対して $T(t)x=\overline{T}(t)x$

が成立する。 更に、任意の $x\in X$ に対し、 $u(t)$ $:=T(t)x$ は次の初期値問題の一意の解である :

$\{\begin{array}{ll}u\in C([0, \infty),X) \cap C^{1}([0, \infty),\overline{X})\partial_{t}u(t)=\overline{A}u(t) for \forall t\geq 0u(0)=x. \end{array}$

定義 325. (縮小半群と生成作用素) 一変数の作用素の族 $\{T(t)\}_{t\geq 0}\subset L(X, X)$ が縮小半群であるとは、

$\{\begin{array}{ll}||T(t)||\leq 1 for \forall t\geq 0T(0)=I T(t+s)=T(t)T(s) for \forall s, \forall t\geq 0T(\cdot)x\in C([0, \infty),X) for \forall x\in X\end{array}$

を満たすことをいう。また、 $\{T(t)\}_{\ell\geq 0}$ の生成作用素 $A$ は、

$D(A)$ $:=\{x\in X$ ; $\exists\lim_{t\downarrow 0}\frac{T(t)x-x}{t}\in x\}$

$Ax:= \lim_{t\downarrow 0}\frac{T(t)x-x}{t}$ for $\forall x\in D(A)$

により定義される。
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定理 3.26. [8, Theorem 3.4.4] (Hille-Yosida-Phillips の定理) バナッハ空間上の線形作用素が縮小半群
の生成作用素であるための必要十分条件は、 定義域が稠密な極大消散作用素であることである。

定義 3.27. [8, Definition 3.4.6] (等長群) 一変数の線形作用素の族 $\{T(t)\}_{t\geq 0}$ が等長群であるとは、

$\{\begin{array}{ll}||T(t)x||=||x|| for \forall t\in \mathbb{R}, \forall x\in XT(0)=I T(t+s)=T(t)T(s) for \forall s, \forall t\in RT(\cdot)x\in C(\mathbb{R}, X) for \forall x\in X\end{array}$

を満たすことをいう。

補題 3.28. [8, Proposition 3.4.7] (極大消散作用素と等長群) $A$ と $-A$ が定義域が稠密な極大消散作用
素ならば、 $A$ は等長群 $\{T(t)\}_{t\in R}$ を生成する。

定理 3.29. [8, Proposition 3.5.13] ( $\grave{\sqrt[\backslash ]{}}=$ レディンガー方程式) $X,$ $A$ を (3.5) で与えられるものとし、
$\{T(t)\}_{t\in R}$ を $A$ から定まる等長群とする。 $\phi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ として、 $u(t)$ $:=T(t)\phi$ とすれば、 $u$ は次の初期値問
題の一意の解である :

$\{\begin{array}{l}u\in C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))\cap C^{1}(\mathbb{R}, H^{-1}(\Omega))i\partial_{t}u+\Delta u=0\forall t\in \mathbb{R}u(0)=\phi\end{array}$ (3.8)

もし、 $\Delta\phi\in L^{2}(\Omega)$ ならば、 $u\in C^{1}(\mathbb{R}, L^{2}(\Omega)\rangle$ となる。

定理 3.30. [8, Proposition 3.5.11] (クラインゴルドン方程式) $X,$ $A$ を (3.6) で与えられるものとし、
$\{T(t)\}_{t\in R}$ を $A$ から定まる等長群とする。. $(\phi, \psi)\in X$ として、 $u(t)$ を $T(t)(\phi, \psi)$ の第一成分とすれば ‘ $u$

は次の初期値問題の一意の解である :

$\{\begin{array}{ll}u\in C(\mathbb{R}, (\Omega))\cap C^{1}(\mathbb{R},L^{2}(\Omega))\cap C^{2}(\mathbb{R},H^{-1}(\Omega))\partial_{t}^{2}u-\Delta u u=0for\forall t\in \mathbb{R}u(0)=\phi, \partial_{\ell}u(0)=\psi\end{array}$ (3.9)

もし、 $(\phi,\psi)\in D(A)$ ならば、 $u\in C^{1}(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))\cap C^{2}(\mathbb{R}, L^{2}(\Omega))$ となる。

4 エネルギー法による初期値境界値問題の解法
本節では、 Cazenave [9] の $1$

、
$2$
、

$3$ 章の一般領域における $\backslash \grave{\nearrow}I$ レディンガー方程式の解法について記
述する。本節における空間領域は外部領域には限らな 4 $\backslash$

。
$\mathcal{D}(\Omega):=C_{0}^{\infty}(\Omega)$ とおき、 $\mathcal{D}’(\Omega)$ を超関数の空間

とする。
$I\subset \mathbb{R}$ を開区間とし、 $X$ をバナッハ空間とする。 $\mathcal{D}(I)$ から $X$ への線形写像で、 $X$ に弱位相を入れ、そ
の意味で連続な関数全体の集合を $D’(I, X)$ と書く。 $\mathcal{D}’(I, X)$ は $I$ 上の $X$ 値超関数と呼ばれる。典型的な
例として、 $f\in L_{1oc}^{1}(I, X)$ に対し、超関数 $T_{f}$ を

$(T_{f}, \varphi)$ $:= \int_{I}f(t)\varphi(t)dt$ for $\forall\varphi\in \mathcal{D}(I)$ (4.1)

と定義したものが挙げられる。超関数 $T_{f}\in D’(I, X)$ に対して、 その $k$ 階微分 $\tau^{(k)}$ は

$(T_{f}^{(k)}, \varphi)=(-1)^{k}\int_{I}f(t)\frac{d^{k}\varphi(t)}{dt^{k}}dt$ for $\forall\varphi\in D(I)$ (4.2)
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により定義される。 具体的に用いられる空間として、 $1\leq P\leq\infty$ なる $P$ に対して、 $W^{1,p}(I, X)$ があり、 そ

のノルムは

11 $f||_{W^{1,p}(I,X)}$ $:=||f||_{L^{p}(I,X)}+||f^{(1)}||_{L^{p}(I,X)}$ (4.3)

で与えられる。 空間 $W^{1,p}(I, X)$ はバナッハ空間であり、

$f\in W^{1,p}(I,X)$

$\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{ll}f\in L^{p}(I X)\exists t_{0}\in I, \exists x_{0}\in X and \exists g\in L^{p}(I,X) s.t. f(t)=x_{0}+\int_{t_{0}}^{t}g(s)ds for a.e. t\in I\end{array}$

が成立する。
$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を任意の開集合とする。 $\Omega$ 上でラプラシアン $\Delta$ を考え、 $D(\Delta)$ を

$D(\Delta)=\{u\in H_{0}^{1}(\Omega) ; \Delta u\in L^{2}(\Omega)\}$ (4.4)

により定義する。 $\Omega$ が滑らかな境界を持つなら、 $D(\Delta)=H^{2}(\Omega)\cap H_{0}^{1}(\Omega)$ が成立する。 ここで、一般に

は $D(\Delta)\neq H_{0}^{2}(\Omega)$ であるから $D(A)^{*}\neq H^{-2}(\Omega)$ であることに注意する。 $\Delta$ は負 (i.e. $(\Delta u, u)\leq 0$ for
$u\in D(\Delta))$ の自己共役作用素であるから、 $i\Delta$ によって生成される等長作用素の群 $\{e^{i1\Delta}\}_{t\in R}$ が構成出来

て、 次が成り立っ。

命題 4.1. [9, Proposition 2.1.1] 任意の $\varphi\in L^{2}(\Omega)$ に対して、 $u(t)$ $:=e^{it\Delta}\varphi$ は次を満たす一意の解で
ある :

$\{\begin{array}{ll}u\in C(\mathbb{R}, L^{2}(\Omega)) \cap C^{1}(\mathbb{R}, (D(\Delta))^{*})i\partial_{t’}u+\Delta u=0 in (D(\Delta))^{*} for \forall t\in \mathbb{R}u(0, \cdot)=\varphi(\cdot). \end{array}$ (4.5)

更に、任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して $||u(t)||_{L^{2}}=||\varphi||_{L^{2}}$ が成り立つ。 もし、 $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ なら、 $u\in C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))\cap$

$C^{1}(\mathbb{R}, H^{-1}(\Omega))$ が成り立ち、 かつ、任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して $||\nabla u(t)||_{L^{2}}=||\nabla\varphi||_{L^{2}}$ が成り立つ。

注意 4.2. [9, Remark 1.6.1] $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $9\in L^{1}((0, T),$ $H^{-1}(\Omega)),$ $u\in L^{1}((0, T),$ $H_{0}^{1}(\Omega))$ とする。 こ

の時、

$\{\begin{array}{ll}u\in W^{1,1}((0, T), H^{-} )i\partial_{t}u+\Delta u+g=0 a.e. on (0, T)u(0, \cdot)=\varphi(\cdot). \end{array}$ (4.6)

となるための必要十分条件は

$u(t)=e^{it\Delta} \varphi+i\int_{0}^{t}e^{i(\ell-\cdot)\Delta}g(s)ds$ for $\forall t\in[0,T]$ (4.7)

が成立することである。

次のディリクレ条件下での初期値問題を考える。

$\{\begin{array}{l}i\partial_{l}u+\Delta u+g(u)=0u(t,x)|_{x\in\partial\Omega}=0u(0, \cdot)=\varphi(\cdot)\end{array}$ (4.8)
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定義 4.3. [9, Definition 3.1.1] (弱解と強解) $g\in C(H_{0}^{1}(\Omega), H^{-1}(\Omega)),$ $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $O\in I$ とする。

(i) $u$ が (4.8) の弱 $H_{0}^{1}$ 解であるとは、

$\{\begin{array}{ll}u\in L^{\infty}(I, H_{0}^{1}(\Omega))\cap W^{1.\infty}(I,H^{-1}( ))i\partial_{t}u+\Delta u+g(u)=0 in H^{-1}(\Omega) a.e. t\in Iu(0, \cdot)=\varphi(\cdot) \end{array}$

が成り立つことをいう。
(ii) $u$ が (4.8) の強 $H_{0}^{1}$ 解であるとは、

$\{\begin{array}{l}u\in C(I,H_{0}^{1}(\Omega))\cap C^{1}(I,H^{-1}(\Omega))i\partial_{t}u+\Delta u+g(u)=0H^{-1}(\Omega)\forall t\in Iu(0, \cdot)=\varphi(\cdot)\end{array}$

が成り立つことをいう。

定義 4.4. [9, Definition 3.1.4] (一意性) $9\in C(H_{0}^{1}(\Omega), H^{-1}(\Omega))$ とする。 (4.8) が $H^{1}$ において一意性
が成り立っとは、任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ と $0$ を含む任意の区間 $I$ に対して、 どの二つの弱 $H_{0}^{1}$ 解も $I$ 上一致

することをいう。

定義 4.5. [9, Definition 3.1.5] (適切性) $g\in C(H_{0}^{1}(\Omega), H^{-1}(\Omega))$ . とする。 (4.8) が $H_{0}^{1}(\Omega)$ において時間
局所適切であるとは、次の 4つの性質が成り立っことをいう :

(i) (一意性) (4.8) に対して $H^{1}$ での一意性が成り立つ。

(ii) (解の存在) 任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対して、 ある時間区間 $I$ において (4.8) の強 $H_{0}^{1}$ 解が存在する。
(iii) (爆発性) (ii) で得られた解の最大存在時間を区間 $(-T_{\min}(\varphi), T_{\max}(\varphi))$ とした時、 もし $T_{\max}<\infty$

ならば $\lim_{t\nearrow T_{m\cdot x}}||u(t)||_{H^{1}}=\infty$
、 同様に、 $T_{\min}<\infty$ なら $\lim_{t\nearrow}\tau_{\min}||u(-t)||_{H^{1}}=\infty$ が成立する。

(iv) (初期値への連続依存性) $H_{0}^{1}(\Omega)$ における関数 $\varphi$ と $\{\varphi j\}_{j\geq 1}$ に対し、 $u$ と $u_{j}$ をそれぞれ $\varphi$ と $\varphi j$

に対する (4.8) の解とする。 $\overline{I}\subset(-T_{\min}(\varphi), T_{\max}(\varphi))$ とする。 この時、 $\varphi_{j}$ が $\varphi$ に $H_{0}^{1}(\Omega)$ において収束
するならば、 $u_{j}$ は $u$ }こ $C(\overline{I}, H_{0}^{1}(\Omega))$ において収束する。

命題 4.6. [9, Proposition 3.2.5] (非線形項に対する仮定) $L$ を $[0, \infty$ ) 上の任意の非負連続関数とし、 関
数 $f\in C([0, \infty),$ $\mathbb{R}$) は

$f(0)=0$, $|f(t)-f(s)|\leq\{\begin{array}{ll}L(t+s)|t-s| if n=1Const \cdot(t+s)^{\alpha}|t-s| with 0\leq\alpha<4/(n-2) if n\geq 2\end{array}$ (4.9)

を満たすとする。 $g,$ $G,$ $r$ を次で定義する :

$g(u)=f(|u|) \frac{u}{|u|}$ , $G(u)= \int_{\Omega}\int_{0}^{|u(x)|}f(s)dsdx$ , $r=\{\begin{array}{ll}2 if n=12+\alpha if n=2.\end{array}$ (4.10)

この時、
${\rm Im} g(u)\overline{u}=0$ $a.e$ . in $\Omega$ for $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$

$||g(u)-g(v)||_{L^{r’}}\leq C(M)||u-v||_{L^{r}}$ for $\forall u,$ $\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ with $||u||_{H^{1}(\Omega)},$ $||v||_{H^{1}(\Omega)}\leq M$

が成立する。従って $g\in C(H_{0}^{1}(\Omega), H^{-1}(\Omega))$ が成立し、 更に $G\in C^{1}(H_{0}^{1}(\Omega), \mathbb{R})$ かつ $G’=g$ が成立する。
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例 47. 命題 4.6の仮定を満たす典型的な非線形項として

$g(u)=f(|u|) \frac{u}{|u|}$ with $f\in C^{1}([0, \infty),$ $\mathbb{R}$) and $f(O)=0$ if $n=1$

$g(u)=a|u|^{\alpha}u$ with $a\in \mathbb{R}$ , $0 \leq\alpha<\frac{4}{n-2}$ if $n\geq 2$

が挙げられる。

次の定理では 9 $_{arrow}-L^{2}(\Omega)$ の有界集合上でのリプシッツ連続性という強い仮定を課してチャージ (charge)
とエネルギーの保存を利用して、 時間大域解を構成する。命題 46における 9はこの強い仮定を一般には
満たさないので、時間大域解を示すには近似の方法が合わせて用いられる。

定理 4.8. [9, Theorem 3.3.1] $L^{2}(\Omega)$ から $L^{2}(\Omega)$ への写像 9は $L^{2}(\Omega)$ の有界集合上でリプシッツ連続
であるとし、

${\rm Im}\langle g(u), u\rangle_{L^{2}(\Omega)}=0$ for $\forall u\in L^{2}(\Omega)$ (4.11)

が成り立っとする。 更に、 ある関数 $G\in C^{1}(H_{0}^{1}(\Omega), \mathbb{R})$ が存在し

$G’(u)=g(u)$ for $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$

を満たすとする。この時、任意め $\varphi\in L^{2}(\Omega)$ に対して、次の問題の一意解が存在する :

$\{\begin{array}{l}u\in C(\mathbb{R}, L^{2}(\Omega))\cap C^{1}(\mathbb{R}, (D(\Delta))^{*})i\partial_{t}u+\Delta u+g(u)=0t\in \mathbb{R}u(0, \cdot)=\varphi(\cdot)\end{array}$ (4.12)

更に、 (i) 任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して $||u(t)||_{L^{3}(\Omega)}=||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$ (チャージの保存) が成立する。 (ii) エネルギー $E$

を
$E(u):= \frac{1}{2}||\nabla u||_{L^{2}(\Omega)}^{2}-G(u)$ (4.13)

により定義する。 $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ の時には、 $u\in C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))\cap C^{1}(\mathbb{R}, H^{-1}(\Omega))$
、 及び、任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して

$E(u(t))=E(\varphi)$ (エネルギーの保存) が成立する。 (iii) $\varphi\in D(\Delta)$ の時には、$u\in C(\mathbb{R}, D(\Delta))\cap C^{1}(\mathbb{R}, L^{2}(\Omega))$

が成立する。

(証明の概略) $\varphi\in L^{2}(\Omega)$ の場合の (4.12) の時間局所適切性は、既に Segal [22] によって与えられており、
$\varphi\in D(\Delta)$ の時には、 $u\in C(I, D(\triangle))\cap C^{1}(I, L^{2}(\Omega))$ となることも知られている。 ここで、 $I$ は $u$ の最大

存在時間である。従って、 $\varphi\in D(\Delta)$ の場合には、 (412) の微分方程式と $u$ 及び $\partial_{t}u$ の内積 $\langle\partial_{t}u, u\rangle_{L^{2}(\Omega)}$

及び $\langle\partial_{t}u, \partial_{t}u\rangle_{L^{2}(\Omega)}$ が考えられ、 ${\rm Im}\langle g(\cdot), \cdot\rangle_{L^{2}(\Omega)}=0$ を用いると

$\frac{d}{dt}||u(t)||_{L^{2}(\Omega)}^{2}=0$, $\frac{d}{dt}E(u(t))=0$ (4.14)

即ち、チャージとエネルギーの保存が示される。そこで、 $D(\Delta)$ が $L^{2}(\Omega)$ で稿密であることと、 $D(\triangle)$ で

の初期値への連続依存性を用いれば (i) が示され、チャージの保存を用いて局所解を繋げて時間大域解を得
ることが出来る。 同様に $D(\Delta)$ が $H_{0}^{1}(\Omega)$ で稠密であることを用いて (ii) を示す。 口

定理 48から近似の方法を用いると次の定理を得ることが出来る。
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定理 4.9. [9, Theorem 3.3.5] $2\leq r,$ $\rho<\frac{2n}{n-2}$ ( $2\leq r,$ $\rho\leq\infty$ if $n=1$ ) として $g$ は次を満たすとする :

$||g(u)-g(v)||_{L^{\rho’}(\Omega)}$ $\leq$ $C(M)||u-v||_{L^{r}(\Omega)}$

for $\forall u,\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ with $||u||_{H_{0}^{1}(\Omega)},$ $||v||_{H_{O}^{1}(\Omega)}\leq M$ (4.15)

${\rm Im}(g(u)\cdot\overline{u})=0$ $a.e$ . in $\Omega$ for $\forall u\in H_{0}^{1}(\Omega)$ . (4.16)

更に、 ある関数 $G\in C^{1}(H_{0}^{1}(\Omega), \mathbb{R})$ が存在し $G’=g$ を満たすとする。 この時、任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対し

て、 $||\varphi||_{H_{0}^{1}(\Omega)}$ のみによって定まる $T=T(||\varphi||_{H_{0}^{1}(\Omega)})>0$ が存在し、 $(-T, T)$ 上で (4.8) の弱 $H_{0}^{1}$ 解が存
在し、次を満たす :

$||u||_{\iota\infty((-T,T),H^{1})}\leq 2||\varphi||_{H_{0}^{1}\langle\Omega)}$ ,

$||u(t)||_{L^{2}(\Omega)}=||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$ , $E(u(t))\leq E(\varphi)$ for $\forall t\in(-T,T)$ . (4.17)

定理 49の証明には、次の三つの結果を用いる。

命題 4.10. [9, Proposition 1.1.2] $I$ を $\mathbb{R}$ における有界開集合、 $X$ と $Y$ をバナッハ空間とし、 $X$ は反
射的であり、 $Y$ に埋蔵されるとする。 関数列 $\{f_{j}\}_{J\geq 1}\subset C(\overline{I}, Y)$ が一様同程度連続 :

$\forall\epsilon>0$, $\exists\delta>0$ $s.t$. $\sup_{j\geq 1}||f_{j}(t)-f_{j}(s)||_{Y}<\epsilon$ if $|t-s|<\delta$

であり、 $L^{\infty}(I, X)$ においで一様有界 :

$\sup_{t\in I,j\geq 1}||f_{j}(t)||_{X}<\infty$

ならば、 ある部分列 $\{f_{j_{k}}\}_{k\geq 1}$ とある関数 $f\in C(\overline{I}, Y)$ が存在して、全ての $t\in I$ に対して、 $f_{j_{k}}(t)$ は $f(t)$

に $X$ において弱収束する。 更に、 $f$ は 7から $X$ への弱連続関数である。

命題 4.11. [9, Proposition 1.3.14] $I$ を有界区間、 $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を開集合とする。 $\{f_{j}\}_{j\geq 0}$ を $L^{\infty}(I, H_{0}^{1}(\Omega))\cap$

$W^{1,\infty}(I, H^{-1}(\Omega))$ の有界関数列とする。 この時、 ある関数 $f\in L^{\infty}(I, H_{0}^{1}(\Omega))\cap W^{1,\infty}(I, H^{-1}(\Omega))$ と

$\{f_{j_{k}}\}_{k\geq 0}$ が存在し、 $f_{j_{k}}(t)$ は全ての $t\in\overline{I}$ に対して $f(t)$ に $H_{0}^{1}(\Omega)$ で弱収束する。 更に、 $||f_{j_{k}}||_{L^{2}(\Omega)}$ が

$||f||_{L^{2}(\Omega)}$ に $I$ 上で一様収束するならば、 $f_{j_{k}}$ は $f$ に $C(\overline{I}, L^{2}(\Omega))$ において収束する。

定理 4.12. [9, Theorem 1.3.7] (Gagliardo-Nirenberg の不等式) $1\leq p,$ $q,$ $r\leq\infty,$ $m\geq 1$ とし、 関係式

$\frac{1}{p}=\theta(\frac{1}{r}-\frac{m}{n}I+\frac{1-\theta}{q},$ $0\leq\theta\leq 1$

が成立しているものとする ( $r>1$ かつ $m=n/r$ の場合には、 $\theta<1$ を更に仮定する)。 この時、 次の不等
式が成り立っ :

$||u||_{L^{p}(R^{\mathfrak{n}})}\leq C||u||_{W^{m.r}(R^{\mathfrak{n}})}^{\theta}||u||_{L^{q}(R^{\hslash})}^{1-\theta}$ for $\forall u\in D(\Omega)$ . (4.18)

(定理 49の証明の概略) 自然数 $m$ に対して、作用素 $J_{m},$ $g_{m},$ $G_{m}$ を

$J_{m}$ $:=(1- \frac{1}{m}\Delta)^{-1}$ , $g_{m}(\cdot)$ $:=J_{m}g(J_{m}\cdot)$ , $G_{m}(\cdot)$ $:=G(J_{m}\cdot)$

により定義すると、 (4.15), (4.16) と

$||J_{m}||_{L(H^{-1},H_{0}^{1}(\Omega))}\leq m$
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により、 $g_{m}$ と $G_{m}$ は定理 4.8の仮定を満たすので、 $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対して、 方程式

$\{\begin{array}{l}u_{m}\in C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))\cap C^{1}(\mathbb{R}, H^{-1}(\Omega))i\partial_{t}u_{m}+\Delta u_{m}+g_{m}(u_{m})=0t\in \mathbb{R}u_{m}(0, \cdot)=\varphi(\cdot)\end{array}$

を満たし、 チャージとエネルギーが保存される関数列 $\{u_{m}\}_{m\geq 1}$ を得る。 $M:=||\varphi||_{H_{0}^{1}(\Omega)}$ とした時、 各 $m$

に対して
$T_{m}$

$:= \sup\{t>0|\sup_{-\ell<\cdot<t}||u_{m}(s)||_{H^{1}(\Omega)}\leq 2M\}$

となる $T_{m}$ は $m$ に応じて変わるが

$||J_{m}||_{L(L^{p}(\Omega),L^{p}(\Omega))}$ $\leq 1$ for $1\leq\forall p<\infty$ (4.19)

$||J_{m}||_{L(X,X)}$ $\leq 1$ for $X=H_{0}^{1}(\Omega),$ $L^{2}(\Omega),$ $H^{-1}(\Omega)$

と $u_{m}$ に対してチャージとエネルギーが保存することを用いると、不等式

$||u_{m}(t)||_{H^{1}(\Omega)}\leq||\varphi||_{H^{1}(\Omega)}+C(M)|t|^{i-\S(\}_{\rho})}-1$ for $\forall t\in(-T_{m},T_{m})$ (4.20)

を得ることが出来るので、 $\{T_{m}\}_{m\geq 1}$ は

$C(M)\tau i-$ 筆 $( \int_{\rho}-1)<M$

なる $T>0$ より一様に大きいことが分かる。 不等式 (420) により

max $\{||u_{m}||_{L\infty((-T,T),H_{0}^{1}(\Omega))},$ $||\partial_{t}u_{m}||_{\dot{L}((-T,T),H^{-1}(\Omega))}\infty\}\leq C(M)$ for $\forall m\geq 1$ (4.21)

が得られるので、命題 4.11より、 $\{u_{m}\}_{m\geq 1}$ のある部分列の弱収束極限としてある関数

$u\in L^{\infty}((-T,T),H_{0}^{1}(\Omega))\cap W^{1,\infty}((-T,T),$ $H^{-1}(\Omega))$

を得る。 不等式 (4.21) と命題 4.10を用いると $\{g_{m}(u_{m})\}_{m\geq 1}$ のある部分列には極限

$f\in C((-T,T),L^{\rho’}(\Omega))$

が存在するので、超関数の意味で方程式

$\{\begin{array}{l}i\partial_{t}u+\Delta u+f=0u(0, \cdot)=\varphi(\cdot)\end{array}$ (4.22)

が成立する。 (4.16), (4.19) と $J_{m}$ の性質 :

$w-\lim_{marrow\infty}(u_{m}-J_{m}u_{m})=0$ for $\forall u_{m}\in H_{0}^{1}(\Omega)$ with $\sup_{m\geq 1}||u_{m}||_{H_{0}^{1}(\Omega)}<\infty$

を用いると
${\rm Im}(f(t)\overline{u}(t))=0$ a.e. on $\Omega$ for $\forall t\in(-T, T)$

が示され、方程式 (4.22) からチャージの保存

$||u(t)||_{L^{2}(\Omega)}=||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$ for $\forall t\in(-T,T)$
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が従う。 チャージの保存と命題 4.11を用いると

$u= \lim_{marrow\infty}u_{m}$ in $C([-T, T], L^{2}(\Omega))$

が得られ、 (4.21) と Gagliardo-Nirenberg の不等式 (定理 412) から

$u= \lim_{marrow\infty}u_{m}$ in $C([-T, T], L^{p}(\Omega))$ for $2 \leq\forall p<\frac{2n}{n-2}$ (4.23)

を得る。 (4.23), (4.15), (4.19) と $J_{m}$ の性質 :

$u= \lim_{marrow\infty}J_{m}u$ for $\forall u\in X$ , where $X=H_{0}^{1}(\Omega),$ $L^{2}(\Omega),$ $H^{-1}(\Omega)$

を用いると

$g(u(t))= \lim_{marrow\infty}g_{m}(u_{m}(t))$ in $L^{\rho’}(\Omega)$ for $-T<\forall t<T$

を得るので、 $f=g(u)$ が成立する。従って $u$ は求める方程式の解である。 $u_{m}$ に対するエネルギー保存

$\frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla u_{m}(t)|^{2}dx-G_{m}(u_{m}(t))=\frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla\varphi|^{2}dx-G_{m}(\varphi)$

において

$G(u(t))= \lim_{m}G_{m}(u_{m}(t))$ , $G( \varphi)=\lim_{m}G_{m}(\varphi)$

が成り立つことと、 $u_{m}$ が $u$ に $H_{0}^{1}(\Omega)$ 弱収束することから、 ノルムの下半連続性より、 (4.17) における
$u$ についてのエネルギー不等式を得る。 $\square$

定理 49で得られた解は弱解であり、適切性も分からないが、一意性が成り立っという仮定の下では、解
は強解であり、適切性も示せることが次の定理の主張である。

定理 4.13. [9, Theorem 3.3.9] 定理 49の仮定の下で、問題 (4.8) の解は

$L^{\infty}((-T,T),H_{0}^{1}(\Omega))\cap W^{1,\infty}((-T, T),$ $H^{-1}(\Omega))$ (4.24)

において一意であると仮定する。 この時、 (4.8) は $H_{0}^{1}(\Omega)$ で時間局所適切であり、 チャージとエネルギー
が保存される。即ち、

$||u(t)||_{L^{2}(\Omega)}=||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$ , $E(u(t))=E(\varphi)$ for $\forall t\in(-T,T)$ .
(証明の概略) この定理の証明において一意性の果たす役割は、定理 49でのエネルギー不等式を恒等

式 (エネルギー保存) に変えるものである。 即ち、エネルギー不等式 $E(u(t))\leq E(u(O))$ において、逆に
$t$ で初期値問題を解いた時の解は、一意性より、元の解 $u$ と一致し、 定理 49より $E(u(O))\leq E(u(t))$

が成り立っ。従って、エネルギーの保存 $E(u(t))=E(u(O))$ が成り立っ。 定理 49で得られた解は $u\in$

$L^{\infty}(I, H_{0}^{1}(\Omega))\cap W^{1,\infty}(I, H^{-1}(\Omega))$ と時間に関して微分可能性を持つので、 これを利用して $u\in C(I, L^{2}(\Omega))$

を示すことが出来る。 これと $G$ の連続性をエネルギー恒等式に適用すると、 $||u(t)||_{H^{1}}$ の時間に関する連続
性が分かり、結果として $u\in C(I, H_{0}^{1}(\Omega))$ を得る。 その他の適切性の性質も命題 411を用いることによっ
て示される。 口

注意 4.14. [9, Corollary 3.3.11参照] $g$ が

$||g(u)-g(v)||_{L^{2}\langle\Omega)}\leq C(||u||_{H^{1}\langle\Omega)}+||v||_{H^{1}(\Omega)})||u-v||_{L^{2}(\Omega)}$ for $\forall u,\forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)$

を満たすならば、 (4.8) について、 (4.24) における解の一意性が成り立っ。
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次の定理により時間大域解を得る。

定理 4.15. [9, Theorem 3.4.1] $g$ と $G$ は定理 4.9と同じとする。 更に $G$ は

$G(u) \leq\frac{1}{4}||u||_{H^{1}(\Omega)}^{2}+M(||u||_{L^{2}(\Omega)})$ (4.25)

を満たすとする。 ここで、 $M$ は単調非減少関数である。 この時、任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対して (4.8) の時
間大域的な弱 $H_{0}^{1}$ 解が存在する。更に、 (4.17) において $T=\infty$ とした評価が成立する。

(証明の概略) 定理 49で示されたチャージの保存とエネルギー不等式から、

$||u(t)||_{H^{1}}^{2}\leq||\varphi||_{H^{1}}^{2}-2G(\varphi)+2G(u(t))$

が全ての $t\in I$ に対して成立する。 これに、 (4.25) を適用すると、 $||u(t)||_{H^{1}}$ は $t$ }こよらず一様に有界であ

ることが分かる。 これにより、 定理 4.9で得られた局所解を繋げて時間大域解を得ることが出来る。 口

以上をまとめると、 時間大域解は次のように得られる :

$g=\lambda|u|^{\alpha}u$ $\Rightarrow$ $(1-m^{-1}\Delta)^{-1}g((1-m^{-1}\Delta)^{-1}u)$ : $L^{2}(\Omega)$ の有界集合上でリプシッツ連続関数
$\Rightarrow$ $\exists u_{m}\in C(\mathbb{R};L^{2}(\Omega))$ ( $\cdot.\cdot$ 定理 4.8)
$\Rightarrow$ $\exists u\in L^{\infty}([0, T];H_{0}^{1}(\Omega))$ ( $\cdot.\cdot$ $marrow\infty$ としての極限)
$\Rightarrow$ $u\in C([0, T];H_{0}^{1}(\Omega))$ : 適切性 ( $\cdot.\cdot$ 一意性)
$\Rightarrow$ $u\in C([0, \infty);H_{0}^{1}(\Omega))$ ( $\cdot.\cdot$ (4.25) のアプリオリ評価)

(4.26)

本節の議論の具体的な応用として、次の 2次元空間における時間大域解の存在定理を得ることが出来る。

定理 4.16. [9, Corollary 3.6.2] $\Omega\subset \mathbb{R}^{2}$ を任意の開集合とする。 $g(u)=\lambda|u|^{\alpha}u,$ $\lambda\in \mathbb{R},$ $0<\alpha<2$ とす

る。 この時、任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対して、 (4.8) は $H_{0}^{1}(\Omega)$ で時間大域的に適切である。

(証明の概略) $G(u)$ は $G(u)\leq C||u||_{L^{2+\alpha}(\Omega)}^{2+\alpha}$ を満たすので、 $||u||_{L^{2}}+$。$(\Omega)$ に定理 412を用いると、

$G(u) \leq C||u||_{H^{1}(\Omega)}^{\alpha}||u||_{L^{2}(\Omega)}^{2}\leq\frac{1}{4}||u||_{H^{1}(\Omega)}^{2}+C||u||_{(\Omega)}^{f_{\alpha}}$

が成立し、定理 415から、時間大域的弱解を得る。一意性については、 二つの解の差の $L^{2}$ ノルムについ

てのグロンウォルタイプの不等式を導き証明する ([9, Theorem 3.6.1の証明] )。 口

5 外部領域でのストリッカーズ評価を用いた解法

本節では、 Burq, G\’erard と Tzvetkov の論文 [4] による外部領域における非線形シュレディンガー方程
式の時間大域解の構成方法を紹介する。 $n(\geq 2)$ を空間次元とし、 $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を滑らかな境界を持つコンパク

トかっ非補足的な障害物の外部領域とする。 障害物に幾何光学的な光を当てた時、光は障害物への反射を

繰り返し、障害物近傍に留まるか遠方に逃げて行く。 ここでいう非補足的な障害物というのは、光が障害物
を含むコンパクト集合内に、ある決まった有限時間内しか留まらずに必ず逃げて行く障害物をいう。 凸な障
害物は非補足的な障害物の一つである。
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次の $\backslash \grave{\nearrow}I$ レディンガー方程式を考える :

$\{\begin{array}{ll}i\partial_{t}u(t, x)+\Delta u(t, x)+g(u(t, x))=0, t\in \mathbb{R}, x\in\Omega u(t, x)|_{x\in\partial\Omega}=0, t\in \mathbb{R}u(0, \cdot)=\varphi(\cdot) \end{array}$ (5.1)

ここで、非線形作用 $g$ こ次のような構造条件を仮定する :

$9(0)=0$ , $\exists_{V}$ : $\mathbb{C}arrow \mathbb{R}$ s.t. $g(z)= \frac{\partial V(z)}{\theta\overline{z}}$ , $V(e^{:\theta}z)=V(z)$ for $\forall z\in \mathbb{C},$ $\forall\theta\in \mathbb{R}$. (5.2)

この構造条件を満たす例として、

$g(u)=\lambda|u|^{\alpha}u$ , $\lambda\in \mathbb{R}$, $\alpha>0$ , $V(z)=2 \lambda\int_{0}^{|z|}\epsilon^{1+a}ds$

が挙げられる。 上の構造条件があれば、 (5.1) の解で $u(t, \cdot)\in H_{0}^{1}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega)$ を満たすものは、チャージ

(charge) とエネルギーを保存する。即ち、 次が成り立っ :

$\frac{d}{dt}||u(t)||_{L^{2}(\Omega)}^{2}=0$ (チャージの保存),
$\frac{d}{dt}(||\nabla u(t)||_{L^{2}(\Omega)}^{2}-\int_{\Omega}V(u(t, x))dx)=0$ (エネノレギーの保存)

(5.3)

初期値問題 (5.1) の時間局所適切性と、 この保存則を利用すれば、時間大域適切性を示すことが出来る :

(53) およひ
$\int_{\Omega}V(u(t, x))dx\leq(4.25)$ の右辺

$\Rightarrow$

$\sup_{t\in R}||u(t)||_{H^{1}(\Omega)}<\infty$

$\Rightarrow$ $u\in C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))$ ( $\cdot.\cdot$ 時間局所適切性).

定理 5.1. [4, Theorem 1] $n\geq 2$ とし、 $g,$ $V$ は構造条件 (5.2) を満たすとする。 更に、 $V$ は $C$ をある

正定数として次を満たすとする :

$\sum_{k_{1}+k_{2}=k}|(\frac{\partial}{\partial z})^{k_{1}}(\frac{\partial}{\theta\overline{z}})^{k_{2}}V|\leq C|z|^{2+\alpha-k}$ for $k=0,1,2,3$, $0< \alpha<\frac{2}{n-2}$ (5.4)

$V(z)\leq C(1+|z|)^{\beta}$ for $\beta<2+\frac{4}{n}$ . (5.5)

この時、任意の $\varphi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に対して (5.1) の時間大域解が $C(\mathbb{R}, H_{0}^{1}(\Omega))$ で一意に存在する。更に、チャー

ジとエネルギーが保存される。

注意 52. 非線形項の増大条件である (5.4) と (5.5) は、 時間局所可解性と $\int_{\Omega}V(u(t,x))dx$ のアプリオ

リ評価に用いられる。 $\alpha$ の条件 $\alpha<\frac{2}{n-2}$ は、 全空間 $(\Omega=\mathbb{R}^{n})$ の時の条件 $\alpha<\frac{4}{n-2}$ と比べて下がる。 そ

の理由は外部領域のストリッカーズ評価 (命題 57) において微分の損失が生じることによる。

$\triangle$ を $\Omega$ 上のラプラシアンとし、 $H_{0}^{1}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega)$ をその定義域とする。 $s\geq 0$ に対して、 $(1-\Delta)/2$

を自己共役作用素に対する functional calculus によって定まるものとし、 $H_{D}^{l}(\Omega)$ をその定義域とする。

$H_{D}^{1}(\Omega)=H_{0}^{1}(\Omega)$ が成立する。 $0<s<1$ に対して、 $H_{D}^{-\iota}(\Omega)$ を $H_{D}^{*}(\Omega)$ の双対空間として定義する。
$-\Delta$ は正の自己共役作用素で、 レゾルベント $(-\triangle-\lambda)^{-1}$ は $\lambda\in \mathbb{C}\backslash \mathbb{R}+$ で解析的である。 $\mathbb{R}+$ 近傍にお

いては次の評価が成立する。
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命題 5.3. [4, Propositions 2.2, 2.4, 2.5] (最も重要な命題) $n\geq 2$ とし、 $\Omega_{\overline{7}}\leq \mathbb{R}^{n},$ $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n}),$ $\chi\geq 0$

とする。 この時、任意の $S\geq-1$ に対して次が成立する :

(1) $||\chi(\Delta+(\lambda\pm i\epsilon)^{2})^{-1}\chi||_{L(L^{2}(\Omega),L^{2}(\Omega))}$ $\leq C(1+|\lambda|)^{-1}$

for $\forall\lambda\in \mathbb{R}$, $0<\forall\epsilon\ll 1$ . $(5.6)$
(2) $||\chi(\Delta+(\lambda\pm i\epsilon)^{2})^{-1}\chi||_{L(H_{D}^{*}(\Omega),H_{D}^{*+1}(\Omega))}$ $\leq C$

(証明の概略) (1) について、 $|\lambda|\geq 1$ の場合は Burq [5], Lax と Phillips [16], Melrose と Sj\"ostrand $[17, 18]$ ,
V誕 nberg [28], Vasy と Zworski [29] によって、障害物が非捕捉的であることを用いて示されており、 $|\lambda|<1$

の場合は Burq [6] によって示されている。 (2) について、 $s=0$ の場合のみ概略を述べる。 $f$ を $L^{2}(\Omega)$ の

元として、 $u$ を

$(\Delta+(\lambda+i\epsilon)^{2})u=\chi f$ (5.7)

を満たす解とする。 $\lambda-i\epsilon$ の場合も同様である。

$||\chi u||_{H^{1}(\Omega)}\leq C||f||_{L^{2}(\Omega)}$ (5.8)

を示せば良い。 (1) により
. $||\chi u||_{L^{2}(\Omega)}\leq C(1+|\lambda|)^{-1}||f||_{L^{2}(\Omega)}$ (5.9)

を得る。 また、 $\chi$ の台の上で 1となる $\eta\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{\mathfrak{n}})$ を用いると、 (1) により

$||(\dot{\nabla}\chi)u||_{L^{2}(\Omega)}\leq C||\eta(\Delta+(\lambda+i\epsilon)^{2})^{-1}\eta\chi f||_{L^{2}\langle\dot{\Omega})}\leq C(1+|\lambda|)^{-1}||\chi f||_{L^{2}(\Omega)}$ (5.10)

という評価を得る。 方程式 (5.7) に $\chi\overline{u}$ をかけて $\Omega$ 上で部分積分を行うと

$||\sqrt{\chi}\nabla u||_{L^{2}\langle\Omega)}\leq C(1+|\lambda+i\epsilon|)||\eta u||_{L^{2}(\Omega)}+C||\chi f||_{L^{2}(\Omega)}$

という評価を得るので、 (5.9) において $\chi$ を $\eta$ に替えた不等式を用いると

$||\chi\nabla u||_{L^{2}(\Omega)}\leq C||f||_{L^{2}(\Omega)}$ (5.11)

を得る。 不等式 (5.9), (5.10), (5.11) より (5.8) を得る。 口

上の命題を用いると $\backslash \nearrow^{\backslash }r$ レディンガー方程式の解の障害物の近傍での平滑化作用を次の形で知ることが
出来る。

命題 5.4. [4, Proposition 2.7] (障害物近傍での評価式) $n,$ $\Omega,$
$\chi$ を命題 5.3と同じものとする。任意の

$T>0$ に対して $I=(O, T)$ とおく。 この時、 次の評価が成立する :

$||\chi e^{it\Delta}\varphi||_{L^{2}(l,H_{D^{+1/2}}(\Omega))}$ $\leq C||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$ for $0\leq s\leq 1$ , (5.12)

$|| \chi\int_{0}^{\ell}e^{i(t-\tau)\Delta}\chi f(\tau)d\tau||_{L^{2}(I,H_{D^{+1}}(\Omega))}$ $\leq C||\chi f||_{L^{2}(I,H_{\dot{D}}(\Omega))}$ for $-1\leq s\leq 1$ . (5.13)

(証明の概略) (5.13) を証明するために

$u(t)$ $:= \int_{0}^{t}e^{i(t-r)\Delta}\chi f(\tau)d\tau$

とおくと、 $(\Delta+i\partial_{t})u=i\chi f$ より、 $u$ と $f$ の時間変数についてのフーリエ変換 $\hat{u}$ と $\hat{f}$ は

$(\Delta-z)\hat{u}(z, \cdot)=i\chi(\cdot)\hat{f}(z, \cdot)$ for $z\in \mathbb{C}$ with ${\rm Im} z<0$
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を満たす。 ${\rm Re} z>0$ の場合には

$||\chi(\Delta-z)^{-1}\chi||_{L(H_{D}^{s}(\Omega),H_{D}^{s+1}(\Omega))}\leq C(1+{\rm Re} z)^{-1/2}$

を用い $($ [4, Remark $2.6])$ 、 ${\rm Re} z<0$ の場合には命題 5.3を用いると

$||\chi\hat{u}||_{L^{2}(R,H_{D^{+1}}(\Omega))}\leq C||\chi\hat{f}||_{L^{2}(R,H_{\dot{D}}(\Omega))}$

を得る。 時間変数についてのフーリエ変換の $L^{2}(\mathbb{R})$ での等長性を用いて (5.13) を得る。
次に、 (5.12) の $s=0$ の場合の証明の概略を示す。 作用素 $A$ を $A\varphi=\chi e^{it\Delta}\varphi$ によって定めると、 $A$ の

共役作用素 $A^{*}$ は

$(A^{\cdot}f)(t)= \int_{0}^{T}e^{-i\tau\Delta}\chi f(\tau)d\tau$

により与えられる。 $AA^{*}$ は

$AA^{*}f= \int_{0}^{T}\chi e^{*(t-\tau)\Delta}\chi f(\tau)d\tau$

となり、 (5.13) により、 $L^{2}(I, H_{D}^{-1/2}(\Omega))$ を $L^{2}(I, H_{D}^{1/2}(\Omega))$ に写すので、 $A$ は $L^{2}(\Omega)$ を $L^{2}(I, H_{D}^{1/2}(\Omega))$

に写すことが示される。 口

上の命題から障害物近傍での評価式が出来たので、次に障害物から離れた場所での評価式を示す。この場
合、全空間でのストリッカーズ評価と類似の評価式が得られる。 まず、証明中に用いられる次の定理を準備
する。

定理 5.5. [11] $X$ と $Y$ をバナッハ空間とする。 $L^{p}(\mathbb{R}, X)$ から $L^{9}(\mathbb{R}, Y)$ への有界作用素 $T$ が局所可積
分関数 $K$ を積分核として持つとする。 この時、 $P<q$ ならば、

$\overline{T}v(t)=\int_{\epsilon<t}K(t,s)v(s)ds$

で定義される作用素は $L^{p}(\mathbb{R}, X)$ から $L^{q}(\mathbb{R}, Y)$ への有界作用素であり、 $C$ を正定数として、

$||\overline{T}||_{L(L^{p}(R,X),L\tau(R,Y))}\leq C(1-2^{1/q-1/p})^{-1}||T||\iota(L^{p}(R,X),L^{q}(R,Y))$

が成立する。

卵題 5.6. [4, Proposition 2.10] (障害物から離れた場所での評価式) $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ を障害物の近傍で

$\chi=1$ となる関数とする。 この時、

$||(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W\cdot\sigma(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$ for $0\leq s\leq 1$ , $p>2$ : fixed, $\frac{2}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{2}$ . (5.14)

(証明の概略) $v(t):=(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi$ とすると、 $1-\chi$ は障害物の近傍で $0$ になるので、 $v(t)$ は空間変数に

関して全空間にゼロ拡張できる。 この時、 $v$ は次の方程式

$\{\begin{array}{l}(i\partial_{t}+\Delta)v=[\Delta, -\chi]e^{it\Delta}\varphi v(0)=(1-\chi)\varphi\end{array}$ (5.15)

を全空間で満たすので、

$v(t)=e^{:t\Delta_{0}}(1- \chi)\varphi+\int_{0}^{t}e^{i(t-\tau)\Delta_{0}}[\triangle, -\chi]e^{:r\Delta}\varphi d\tau$
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と書くことが出来る。 ここで、 $\Delta_{0}$ は $\mathbb{R}^{n}$ でのラプラシアンである。上記積分方程式の第一項については、

全空間でのストリッカーズ評価を使えば求める評価を得る。第二項に対する命題の証明を $s=0$ の場合の

み概略を述べる。 第二項は $\varphi$ の微分を含むので、評価には $e^{it\Delta_{0}}$ についての平滑化効果を利用する。平滑

化効果として Ben Artzi と Klainerman [2] による

$||\eta e^{it\Delta_{0}}\varphi||_{L^{2}(I,H^{1/2}}(R^{n}))\leq C||\varphi||\iota^{a}(R^{\mathfrak{n}})$ (5.16)

を用いる。 ここで、 $\eta\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ は任意に固定された関数である。 (5.16) の双対を考えると

$|| \int_{0}^{T}e^{-:r\Delta_{0}}\eta f(\tau)d\tau||_{L^{2}(R^{n})}\leq C||f||_{L^{2}(l,H^{-1’ 2}(R^{n}))}$ for $\forall f\in L^{2}(I,H^{-1/2}(\mathbb{R}^{n}))$

が得られるので、 $e^{1t\Delta_{0}}$ に対するストリッカーズ評価を用いると

$|| \int_{0}^{T}e^{i(t-\tau)\Delta_{0}}\eta f(\tau)d\tau||_{L^{p}(I,L^{q}(R^{n}))}\leq C||f||_{L^{2}(I,H^{-1/2}(R^{n}))}$ for $\forall f\in L^{2}(I, H^{-1/2}(\mathbb{R}^{n}))$

を得る。 ここで、 定理 5.5を適用し、その後、

$f(\tau)$ $:=[\Delta, -\chi]e^{ir\Delta}\dot{\varphi}$ , $\eta=1$ on $supp\chi$

とおくと .
$|| \int_{0}^{t}e^{\{(\ell-r)\Delta_{0}}[\dot{\Delta}, -\chi]e^{ir\Delta}\varphi d\tau||_{L^{p}(J,L^{q}(\Omega))}\leq C||[\Delta, -\chi]e^{it\Delta}\varphi|_{1_{L^{2}(I,H^{-1/2}}(\Omega))}^{t}$

が得られ、右辺は (5.12) により $C||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$ でおさえちれる。 口

命題 54, 56を組み合わせると、次の全空間でのストリッカーズ評価に類似するが微分の損失が生じて

いる評価が得られる。

命題 5.7. [4, Proposition 2.11] (外部領域でのストリッカーズ評価 : 微分の損失有り)

$||e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W\cdot,n(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{D^{+1/p}}(\Omega)}$ for $0\leq s\leq 1$ , $p>2$ : fixed, $\frac{2}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{2}$ . (5.17)

(証明の概略) $s=0$ の場合のみ概略を述べる。 $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{\mathfrak{n}})$ を障害物の近傍で 1となる関数とし、

$e^{it\Delta}\varphi=\chi e^{it\Delta}\varphi+(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi=:v+w$

と分けると、 $w$ は命題 56により微分の損失が無く評価出来る。 $v$ こついては (5.12) により

$||v||_{L^{2}(I,H_{D}^{1}(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{D}^{1/2}(\Omega)}$

を得る。 エネルギー法により得られる不等式

$||v||_{L\infty(I,L(\Omega))}\leq||\varphi||_{L^{2}(\Omega)}$

と補間すると

$||v||_{L^{p}(l,H_{D}^{2/p}(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{D}^{1\prime p}(\Omega)}$

が得られるので、埋蔵 $H_{D}^{2/p}(\Omega)\sim\rangle$ $L^{q}(\Omega)$ により求める評価を得る。 口
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(定理 51の証明の概略) 求める解を次の積分方程式

$u(t)=\Phi(u)(t)$ $:=e^{it\Delta} \varphi+\int_{0}^{t}e^{i(t-\epsilon)\Delta}g(u(s))ds$

の不動点として求める。 関数空間を

$x_{\tau:=L^{\infty}(I,H_{0}^{1}(\Omega))\cap L^{p}(I,W^{1-1/p,q}(\Omega))}$ , $I=[0,T]$ , $\frac{2}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{2}$

によって定め、十分小さい $T>0$ に対して、 $\Phi$ が $X_{T}$ 上の縮小写像になることを示す。 ここで、外部領域で
の関数空間の選定においては、通常全空間で用いられる関数空間である $W^{1,q}(\Omega)$ に換えて、 $W^{1-1/p,q}(\Omega)$

を用いていることに注意する。 ここでは、 $\Phi$ が $X_{T}$ の閉球を閉球に写すことのみを示す。
命題 5.7より、

$||\Phi(u)||_{X_{T}}\leq C||\varphi||_{H^{1}(\Omega)}+C||g(u)||_{L^{1}(I,H^{1}(\Omega))}$ (5.18)

が得られ、右辺第二項は $g\sim|u|^{\alpha}u$ であるから、

$||g(u)||_{L^{1}(I,H^{1}(\Omega))}\leq C||u||_{L^{\alpha}(I,L^{\infty}(\Omega))}^{\alpha}||u||_{L\infty(I,H^{1}(\Omega))}$

と評価出来る。 埋蔵 $W^{1-1/p,q}(\Omega)arrow L^{\infty}(\Omega)$ と時間に関するヘルダーの不等式を用いると

$||u||_{L^{a}(I,L^{\infty}(\Omega))}\leq CT^{1/\alpha-1/p}||u||L^{p}(I,W^{1-1/p.q(\Omega))}\leq CT^{1/\alpha-1/p}||u||_{X_{T}},$ 1– $\frac{1}{p}>\frac{n}{q}$ , $\frac{1}{p}|.<\frac{1}{..\alpha}$ (5.19)

を得る。. $p,$ $.q,$ $\alpha$ についての関係を整理すると $\alpha<\frac{2}{n-2}$ が必要となる。 口

初期値問題 (5.1) の解の一意性を $C([0, T], H^{1})$ のクラスで証明するには微分の損失が生じていない次の
命題が有効である。ただし、 ストリッカーズ評価の指数の関係が命題 57のものと異なることに注意する。

命題 5.8. [4, Proposition 2.14, 2.15] (外部領域でのストリッカーズ評価 : 微分の損失無し)

$||e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W\cdot,\langle\Omega))}q\leq C(T)||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$ for $0\leq s\leq 1$ , $p\geq 2$ , $\frac{1}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{2}$ (5.20)

$|| \int_{0}^{\ell}e^{i(t-r)\Delta}f(\tau)d\tau||_{L^{p}(I,W,c(\Omega))}\leq C(T)||f||_{L^{p_{1}’}(I,W’(\Omega))}q_{1}’$

for $0\leq s\leq 1$ , $p,p_{1}>2$ : fixed, $\frac{1}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{np_{1}}+\frac{1}{q_{1}}=\frac{1}{2}$ (5.21)

(証明の概略) (5.20) のみ証明する。 $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ を障害物の近傍で $\chi=1$ を満たすものとする。 この時、

$||e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W\cdot r(\Omega))}\leq||\chi e^{u\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W,r(\Omega))}+||(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi||_{L(l,W\cdot.q(\Omega))}$ (5.22)

が成り立っ。命題 5.4とエネルギー評価より、

$||\chi e^{1t\Delta}\varphi||_{L^{2}(I,H_{D^{+1/2}}(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$, $||\chi e^{u\Delta}\varphi||_{L^{\infty}(I.H_{\dot{D}}(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$ for $0\leq\epsilon\leq 1$ ,

が得られるので、 これらを補間すると

$||\chi e^{*t\Delta}\varphi||_{L^{p}\{I,H_{D^{+1/p}}(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$
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を得る。 埋蔵 $H_{D}^{l+1/p}(\Omega)\sim\prime W^{\epsilon,q}(\Omega)$ を用いると

$||\chi e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W\cdot,n(\Omega))}\leq C||\varphi||_{H_{D}^{*}(\Omega)}$

を得る。 (5.22) の右辺第二項については、 時間についてのヘルダーの不等式と命題 56から

$||(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi||_{L^{p}(I,W,9(\Omega))}\leq CT^{1/\langle 2p)}||(1-\chi)e^{it\Delta}\varphi||_{L^{2p}(I,W\cdot,q(\Omega))}\leq C(T)||\varphi||_{H_{\dot{D}}(\Omega)}$ (5.23)

と評価出来る。 口

命題 58を使うと、 (5.1) の解の一意性に関しては次の命題を得ることが出来る。

命題 5.9. [4, Proposition 3.1] $0< \alpha<\frac{2}{\mathfrak{n}-2}$ とし、 $|\partial_{z,\overline{z}}^{k}g(z)|\leq C|z|^{\alpha+1-k},$ $k=0,1$ , とする。 この時、

(5.1) は $C([0, T], H_{0}^{1}(\Omega))$ においてたかだか一つの解しか持たない。

(証明の概略) $u$ と $v$ を同じ初期値を持つ解とすると

$u(t)-v(t)= \int_{0}^{t}e^{i(t-r)\Delta}(g(u)-g(v))d\tau$

と書ける。 $\chi\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R})$ を原点の近傍で $\chi=1$ となる関数として、 $g(u)-g(v)$ を

$g(u)-g(v)=\chi(|u|+|v|)(g(u)-g(v))+(1-\chi(|u|+|v|))(g(u)-g(v))$

と分解する。 関数空間 $Y_{T}$ を
.

$Y_{T}$ $:=L^{\infty}(I, L^{2}(\Omega))\cap L^{p}(I, L^{q}(\Omega))$ , $I=[0, T]$ , $\frac{1}{np}+\frac{1}{q}=\frac{1}{2}$ (5.24)

によって定義すると、命題 58を適用すれば、

$||u-v||_{Y_{T}}\leq C||\chi(|u|+|v|)(g(u)-g(v))||_{L^{1}(I,L^{2}(\Omega))}+||(1-\chi(|u|+|v|))(g(u)-g(v))||_{L^{p’}\iota(I,L^{q_{1}’}(\Omega))}(5.25)$

が得られる。右辺第一項は

$||\chi(|u|+|v|)(g(u)-g(v))||_{L^{1}(I,L^{2}(\Omega))}\leq CT||u-v||_{L^{\infty}(I,L^{2}(\Omega))}\leq CT||u-v||_{Y_{T}}$ (5.26)

と評価し、 第二項は、 まず、

$||(1-\chi(|u|+|v|))(g(u)-g(v))||_{L^{q_{1}^{t}}(\Omega)}$ $\leq$ $C||(|u|^{\alpha}+|v|^{\alpha})(u-v)||_{L^{e_{1}’}(\Omega)}$

$\leq$ $C(||u||_{L^{q_{2}}}+||v||_{L^{q_{2}}})||u-v||_{L^{q}(\Omega)}$

と評価する。 ここで、 $q_{2}$ は $\frac{1}{q_{1}’}=\frac{\alpha}{q_{2}}+\frac{1}{q}$ を満たすものとする。 埋蔵 $H^{1}rightarrow L^{q2}$ を適用し、時間変数に関し

てヘルダーの不等式を用いれば

$||(1-\chi(|u|+|v|))(g(u)-g(v))||_{L^{p_{1}’}(I,L^{q_{1}’}(\Omega))}$ (5.27)

$\leq$ $T^{1/p_{1}’-1/p}C(||u||_{L\infty(I,H^{1}(\Omega))}+||v||_{L^{\infty}(1,H^{1}(\Omega))})||u-v||_{L^{p}(l,L^{q}(\Omega))}$ .

$\leq$ $T^{1/p_{1}’-1/p}C(||u||_{L\infty(I,H^{1}\langle\Omega\rangle)}+||v||_{\iota\infty(1,H^{1}(\Omega))})||u-v||_{Y_{T}}$ (5.28)

を得る。 埋蔵 $H^{1}rightarrow L^{q2}$ のための条件 $\iota_{-\perp}2\mathfrak{n}<\frac{1}{q_{2}}$ と命題 5.8のための $p,$ $q,$ $p_{1},$ $q_{1}$ に対する条件から、 $\alpha$

についての条件 $\alpha<\frac{2}{n-2}$ が必要となる。 $\square$

定理 51におけるエネルギー保存を示すには、 定理 4.8, 4.9, 4.13に見られる近似の議論を必要とする。

チャージとエネルギーの保存と定理 415におけるアプリオリ評価を用いて (5.1) の解の $H^{1}$ ノルムの有界

性を示し、解が時間大域解であることが示される。
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