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1 はじめに

離散型分布の場合に, 通常予め与えられた大きさをもつ非ランダム検定あるいは信頼区
間を求めることができない. そのために仮説検定問題においてランダム検定が考えられ
([L86]), そこからランダム信頼区間を求めることはできるが, かなり面倒なので, 1母数離
散指数型分布族の場合に高次まで近似的に求める方法が提案され, その精確性も確認され
ている ([ATT97], [T99]). 一方, 最近, ファジィ集合論の観点からファジィ信頼区間が提案
され, 2項分布の場合に適用されている ([GM05]).
本論では, ファジィ集合論におけるいくつかの概念を取り上げ ([N92], [NT78]), 1母数離
散指数型分布族の場合に仮説検定問題における最適なランダム検定たついて論じ, その上
で, ファジィ信頼区間, ファジィ$P$値, ランダム信頼区間について考察する. 実際, ファジィ
信頼区間は, ランダム検定の受容する決定をファジィ集合論の概念を用いて読み変えるこ
とによって得られる. 一方, ランダム信頼区間は, ランダム検定に同等な非ランダム検定の
受容域から導出される. 本論では, また, ファジィ信頼区間, ランダム信頼区間, ファジィ $P$

値をボアソン分布, 負の 2項分布の場合に適用してそれらの比較を試みる.

2 設定

確率ベクトル $X:=(X_{1}, \cdots X_{n})$の分布を攻 $(\theta\in\Theta\subset R^{1})$ とするとき, 検定の受容
域と信頼域には密接な関係がある. 実際, 各 $\theta_{0}\in\Theta$ について, 仮説 $H:\theta=\theta 0$ の水準 $\alpha$ の

検定の受容域を $A(\theta_{0})$ とし, $X$ の各値 $x:=(x_{1}$ , $\cdot$ .. , $x_{n})$ について $\Theta$ の部分集合 $C(x)$ を
$C(x)$ $:=\{\theta_{0}|x\in A(\theta_{0})\}$ で定義する. このとき, $X$ に基づく集合 $C(X)$ は $\theta$ の信頼係数
$1-\alpha$の信頼域である. 逆に, $C(X)$ を $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$ の信頼域とし, 任意の $\theta_{0}\in\Theta$ に

ついて $A(\theta_{0}):=\{x|\theta_{0}\in C(x)\}$ とすれば, $A(\theta_{0})$ は仮説 $H:\theta=\theta_{0}$ の水準 $\alpha$ の検定の受容
域である.

2.1 ファジィ集合論

まず, ファジィ集合論の概念の定義を述べる ([N92], [NT78]).

定義 2.1空間 $S$ から閉区間 $[0,1]$ への関数を $S$ 上の帰属関数 (membership function) とい
い, 帰属関数を同一視してファジィ (fuzzy) 集合という. そして, 帰属関数 $m_{A}$ と同一視さ
れるファジィ集合を $A$で表し, $A$ は $m_{A}$ によって特徴づけられるという.
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各 $x\in S$ について, $m_{A}(x)$ の値をファジィ集合 $A$ における点 $x$ の帰属度という. 帰属度
$m_{A}(x)$ は, $x$ がファジィ集合 $A$ に属する度合いを表す. すなわち, $m_{A}(x)$ が 1に近いほど,
$x$ が $A$ に属する度合いが大きく, $m_{A}(x)$ が $0$ に近いほど, $x$ が $A$ に属する度合いが小さい

と解釈する.

定義 22空間 $S$ 上の定義関数

$I_{\mathcal{A}}(x):=\{\begin{array}{ll}1 (x\in A),0 (x\not\in A)\end{array}$

によって特徴づけられるファジィ集合 $A$ をクリスプ (crisp)集合という.

定義 2.3 $A,$ $B$ をそれぞれ帰属関数 $m_{A},$ $m_{B}$ によって特徴づけられるファジィ集合とする.
$(i)A$ の補集合 $A^{c}$ を帰属関数

$m_{A^{\epsilon}}(x):=1-m_{A}(x)$

によって定義する.
$(\ddot{u})A$ が $B$ の部分集合であることを, 任意の $x\in S$ について, $m_{A}(x)\leq m_{B}(x)$ であると定

義し, 記号で $A\subset B$ と表す.

定義 2.4 $A$ をファジィ集合とする. $0\leq r\leq 1$ となる任意の $r$ に対して, $A$ における帰属度
$m_{A}(x)$ が $r$以上であるような $x$ の集合を $A$ の $r$ カットといい, ${}^{t}m_{A}$ で表す. すなわち

$rm_{A}:=\{x|m_{A}(x)\geq r\}$ .

また, 1-カット, つまり $\{x|m_{A}(x)=1\}$ を $A$ の核, $\{x|m_{A}(x)>0\}$ を $A$ の台と呼ぶ.

2.2 最適な検定とファジィ棄却域

まず, 確率ベクトル $X;=(X_{1}, \cdots X_{n})$ が分布 $P_{\theta}^{X}(\theta\in\Theta)$ に従うとし, 母数空間 $\Theta$ は
$R^{1}$ の開区間とする. いま, $\theta_{0}\in\Theta$ をとり, 仮説 $H:\theta=\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta\neq\theta_{0}$ の水準 $\alpha$ の

検定問題において, $X=(X_{1}, \cdots)X_{n})$ , 水準 $\alpha$ , 仮説の母数の値 $\theta_{0}$ に基づく検定 (関数) を
$\phi(X, \alpha, \theta_{0})$ とする. ここで, $0\leq\phi(x, \alpha, \theta_{0})\leq 1$ であることに注意. 従来のランダム検定

は, $X$ の実現値 $x$ について, 確率 $\phi(x, \alpha,\theta_{0})$ で仮説 $H:\theta=\theta_{0}$ を棄却し, 確率 $1-\phi(x,\alpha, \theta_{0})$

で $H$ を受容するという検定方式である. 本論では, ファジィの概念を用いるために, 検定
$\phi(x,\alpha, \theta_{0})$ について

$x\vdash*\phi(x, \alpha, \theta_{0})$ , (2.1)
$\thetarightarrow 1-\phi(x,\alpha,\theta)$ , (2.2)

$\alpharightarrow\phi(x,\alpha,\theta_{0})$ (2.3)

となる具なる 3つの関数を考える.
ここで, $\alpha,$

$\theta_{0}$ を固定したとき, 関数 (2.1) を $H:\theta=\theta_{0}$ という検定の水準 $\alpha$ に対するファ

ジィ検定, またはランダム検定と呼ぶ. また, $x,$ $\alpha$ を固定したとき, 帰属関数 (2.2) によっ
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て特徴づけられるファジィ集合を信頼係数 $1-\alpha$ のファジィ信頼域と呼ぶ. さらに, $x,$ $\theta_{0}$

を固定したとき, 帰属関数 (2.3) によって特徴づけられるファジィ集合を $H:\theta=\theta_{0}$ の検定
におけるファジィ $P$値 (またはランダム $P$値) と呼ぶ.

いま, $\Theta$ 上の帰属関数

$m_{A}(\theta;x,\alpha):=1-\phi(x,\alpha,\theta)$ (2.4)

によって特徴づけられるファジィ集合 $A$ を $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$ のファジィ信頼域という.
特に, $A$の核 $\{\theta|m_{A}(\theta;x,\alpha)=1\}$が区間になるとき, $m_{A}$ を $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$のファジィ
信頼区間といい, $E_{\theta}[m_{A}(\theta;X,\alpha)]$ をその被覆確率という.
次に, 確率ベクトル $X$ が 1母数離散指数型分布族の確率量関数 (p.m.$f.$ )

$f_{X}(x,\theta)=\infty\{\theta T(x)+C(\theta)+S(x)\}$ (2.5)

をもつとする. ただし, $\theta\in\Theta$ で, $\Theta$ を $R^{1}$ の開区間とし, $C(\cdot)$ は $\Theta$上の実数値関数で, $T(\cdot)$ ,
$S(\cdot)$ は $X$ の標本空間 $\mathcal{X}$ 上の実数値関数とする. このとき, 上記の両側仮説検定問題にお
いて, 検定の最適性に関して次のことが成り立つ ([L86]).

定理 確率ベクトル $X$ が $p.m.f.(2.5)$ をもつ分布に従い, $\Theta=R^{1}$ とする. このとき, 仮説
$H:\theta=\theta_{0}$ , 対立仮説 $K:\theta\neq\theta_{0}$ の水準 $\alpha$ の検定問題において, 一様最強力不偏 (uni-formly
most powerful unbiased, 略して UMPU)検定が存在し,

$\phi^{l}(T(x), \alpha,\theta_{0})=\{\begin{array}{ll}1 ( T(x)<C_{1} \text{または} T(x)>C_{2}),\gamma_{1} (T(x)=C_{1}),\gamma_{2} (T(x)=C_{2}),0 (C_{1}<T(x)<C_{2})\end{array}$ (2.6)

で与えられる. ただし, $C_{1},$ $C_{a},$ $0<\gamma:<1(i=1,2)$ は

$E_{\theta_{0}}[\phi\cdot(T(X),\alpha,\theta_{0})]=\alpha$ , $E_{\theta_{0}}[T(X)\phi^{*}(T(X),\alpha,\theta_{0})]=\alpha E_{\theta_{0}}[T(X)]$

を満たす定数とする.
証明は省略 ([L86] 参照). ここで, (2.4) より上の定理の UMPU検定 $\phi^{*}$ による帰属関数

$1-\phi\sim T(x),$ $\alpha,$
$\theta$) によって特徴づけられるファジィ集合を $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$ の最適な

ファジィ信頼区間という.
いま, 検定 (2.6) は $T(x)$ を通して $x$ の関数であるので, (2.1), (2.2), (2.3) の代わりにそ
れぞれを

$T(x)\succarrow\phi^{r}(T(x),\alpha,\theta_{0})$ , (2.7)
$\theta\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto 1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$ , (2.8)

$\alpha\mapsto\phi\sim T(x),\alpha,\theta_{0})$ (29)

とし, 特に, $\alpha,$
$\theta_{0}$ を固定したとき, 帰属関数 (2.7) によって特徴づけられるファジィ集合を

$H:\theta=\theta_{0}$ の水準 $\alpha$ の UMPU検定 $\phi^{*}$ によるファジィ棄却域と呼ぶ (図 21\sim 23参照).
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$\phi(T(\partial,a,\theta_{0})$

図 2.1 フアジイ棄却域 (2.7): $\phi^{*}(T(x), \alpha,\theta_{0})$

図 2.2 ファジィ信頼区間 (2.8): $1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$

図 2.3 ファジィ $p$値 (2.9): $\phi^{l}(T(x),\alpha,\theta_{0})$

ここで, (2.6) より, $T(x)<C_{1}$ または $T(x)>C_{2}$ となる $T(x)$ は $\phi^{*}$ によるファジィ棄却
域に含まれており, $C_{1}<T(x)<C_{2}$ となる $T(x)$ はファジィ棄却域に含まれない. また,
各 $i=1,2$ について, $T(x)=C_{1}$ となる場合には 100\alpha % の確率で $T(x)$ がファジィ棄却域
に含まれる. なお, 従来のランダム検定については, 一様分布 $U(O, 1)$ に従う確率変数 $U$ を
とり, $U<\phi\sim T(x),$ $\alpha,$

$\theta_{0}$ ) ならば仮説 $H:\theta=\theta_{0}$ を棄却し, $U\geq\phi’(T(x), \alpha,\theta_{0})$ ならば仮脱
$H$ を受容すればよい.

2.3 フアジィ信頼区間

ファジィ信頼区間 (2.8) は $0$ と 1の間の値をとる関数で, $\thetarightarrow\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$ という関数
によって特徴づけられるファジィ集合のファジィ補集合を表現する関数と考えられる. 具
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体的には, $\Theta$ 上の帰属関数 $1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$ の値が 1であるような $\theta$ はファジィ信頼区間
に含まれ, $1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$ の値が $0$ であるような $\theta$ はファジィ信頼区間に含まれない. さ

らに, 各 $i=1,2$ について, $1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta)$ の値が $1-\gamma_{i}$ となるような $\theta$ は $100(1-\gamma_{1})\%$

の確率でファジィ信頼区間に含まれる.
一般に, 母数空間を $\Theta$ とし, $\omega\subset\Theta$ とする. このとき,

仮説 $H:\theta\in\omega$ , 対立仮説 $K:\theta\in\omega$

の水準 $\alpha$ の検定問題において, 相似な検定, すなわち, 任意の $\theta\in w$ について

$E_{\theta}[\phi(X,\alpha,\theta)]=\alpha$

となる検定 $\phi$ があれば, 任意の $\theta\in w$ について

$E_{\theta}[1-\phi(X,\alpha,\theta)]=1-\alpha$ (2.10)

となる. このとき, (2.10) の左辺はファジィ信頼区間の被覆確率と呼ばれている. 上記の
ことから, ファジィ信頼区間は対応する検定の相似性を保存する. 実際, UMPU検定 $\phi^{*}$ は

相似になり, 対応するファジィ信頼区間もその意味で相似性を持っ.

2.4 ファジィ $p$値

第 22節の水準 $\alpha$ の仮説検定問題において, 通常の $P$値が定義可能であるためには, 棄却
域 $C_{T}(\alpha)$ が $\alpha$ について非減少, すなわち

$\alpha_{1}\leq\alpha_{2}\Rightarrow C_{T}(\alpha_{1})\subset C_{T}(\alpha_{2})$ (2.11)

とならなければならないから, ファジィ $P$値が定義可能であるためには, ファジィ棄却域
$C_{T}(\alpha)$ が $\alpha$ について単調増加となる必要がある. いま, (2.11) は, 定義 2.4の $(\ddot{u})$ より, $x,$

$\theta$

を任意に固定するとき

$\alpha_{1}\leq\alpha_{2}\Rightarrow\phi\cdot(T(x),\alpha_{1},\theta)\leq\phi^{*}(T(x),\alpha_{2},\theta)$ (2.12)

となり, (2.12) が満たされるとき, ファジィ $p$値 (を特徴づける帰属関数)(29) が, $\alpha$ の非減
少関数となる. また, ファジィ $P$値 (を特徴づける帰属関数)(29) は $\alpha$ について右連続にな

るから, (2.9) は累積分布関数 (c.d.$f.$ ) になる.
ファジィ $P$値を考えるとき, 受容域と棄却域の間に明確な境界線は存在しない. そして,
ファジィ $P$値は帰無仮説が棄却される $\alpha$ の範囲を与え, $\alpha$ がファジィ $P$値に含まれる度合
いは, 従来のランダム検定において帰無仮説を棄却する確率 $\phi^{*}(T(x), \alpha, \theta_{0})$ である. 実

際, ファジィ $P$値を, それを特徴づける帰属関数 (2.9) を $T(X)=T(x)$ が与えられたとき
の条件付 c.d. $f$. として, それに従う確率変数を $P(0\leq P\leq 1)$ とすれば, すなわち任意の
$\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$ に対し

$P_{\theta}\{P\leq\alpha|T(X)=T(x)\}=\phi^{*}(T(x),\alpha,\theta)$
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とすれば, 条件付期待値の反復により

$P_{\theta}\{P\leq\alpha\}=E_{\theta}[P_{\theta}\{P\leq\alpha|T(X)=T(x)\}]=E_{\theta}[\phi^{*}(T(X),\alpha,\theta)]=\alpha$ (2.13)

となり, ファジィ $P$値 $P$ は一様分布 U(O,1) に従い, この分布は $T(X)$ に無関係である. こ

のことは, ファジィ $P$値がそれを導出する水準 $\alpha$ のランダム検定 $\phi^{*}$ の第 1種の過誤の確率
が丁度 $\alpha$ になることを引き継いでいることを意味している.

3 ランダム信頼区間

第 22節の水準 $\alpha$ の仮説検定問題において, $T(x),$ $\alpha$ を固定したとき, $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$

のファジィ信頼区間 $C(T(X))$ を特徴づける帰属関数は

$m_{C(T\{X))}(\theta)=1-\phi^{r}(T(x),\alpha,\theta)$

となる. ここで, U’を一様分布 $U(O,1)$ に従う確率変数とするとき, ランダム信頼区間の 1
っとしてファジィ信頼区間 $C(T(X))$ の U-カット $Umc(T(X))$ が考えられる. このとき,

$P_{\theta}\{\theta\in Um_{C(T(X))}|T(X)\}=E_{\theta}[m_{C(T(X))}(\theta)|T(X)]=m_{T(X)}(\theta)=1-\phi^{l}(T(X),\alpha,\theta)$

となるから

$P_{\theta}\{\theta\in Um_{C(T(X))}\}=E_{\theta}[P_{\theta}\{\theta\in Um_{C(T(X))}(\theta)|T(X)\}]=1-\alpha$

となり, ランダム信頼区間 $\sigma_{m_{C(X)}}$ はファジィ信頼区間 $C(T(X))$ から相似性をもつこと
がわかる.

次に, 別のランダム信頼区間を構成する方法について考える ([L86], [ATT97]). まず,
$T=T(X)$ が整数値をとるとすると, UMPU検定 $\phi^{l}$ の $C_{1},$ $C_{2}$ は整数値をとる. このとき,
$T$ とは独立に, 区間 $(0,1)$ 上の一様分布に従う確率変数 $U$ を用いて, $Y:=T+U$ に基づく
非ランダム検定

$\phi_{0}^{l}(Y, \alpha, \theta_{0})=\{\begin{array}{ll}1 (Y<C_{1}+\gamma_{1}\not\in f.|2Y>C_{2}-\gamma_{2}+1),0 (\text{その他})\end{array}$

を考えると, $\phi_{0}^{*}$ は任意の $\theta\in\Theta$ について $E_{\theta}[\phi_{0}^{l}(Y, \alpha, \theta)]=E_{\theta}[\phi^{*}(T(X), \alpha,\theta)]$ となるとい

う意味で $\phi^{*}$ と同等になる.
上記の最適な (非ランダム)検定 $\phi_{0}^{l}$ の受容域から導出される最適なランダム信頼区間は
帰属関数 $1-\phi_{0}^{*}(Y, \alpha, \theta)$ によって特徴づけられる最適なクリスプ信頼区間と見ることがで
き, 次節でこれと最適なファジィ信頼区間を比較する.

4 信頼区間の比較

本節において, 1母数離散指数型分布族の典型的なものとして, 2項分布, ボアソン分布,
負の 2項分布の場合に, ファジィ信頼区間とランダム信頼区間の比較やファジィ $P$値の数
値計算を行う.
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4.1 2項分布の場合

まず, 母集団分布をベルヌーイ分布 $Ber(p)(0<p<1)$ とする. このとき, 仮説 $H:p=p_{0}$ ,
対立仮説 $K:p\neq Po$ の水準 $\alpha$ の検定問題を考える. いま, $Ber(p)$ からの無作為標本を
$X_{1},$ $\cdots$ , $X_{n}$ とすれば, 確率ベクトル $X=(X_{1}, \cdots X_{n})$ の同時確率量関数 ($j.p$.m.f.) は

$f_{X}(x,p)=p^{\Sigma_{t=1}^{n}x}q^{n-\Sigma_{i=\iota^{x}:\prod_{i=1}^{n}}^{n}}(\begin{array}{l}1x_{i}\end{array})$

$= \exp\{\log\frac{p}{q}\sum_{i=1}^{n}x_{i}+n$ log $q+ \sum_{1=1}^{n}\log(\begin{array}{l}1X_{|}\cdot\end{array})\}$ $(x_{i}=0,1 ; i=1, \cdots n)$

となり, これは 1母数指数型分布族の $j.p$ .m.f. である. ただし, $x=(x_{1}, \cdots x_{n}),$ $0<p<1$ ,
$q=1-p$ とする. このとき, $T(X):= \sum_{1=1}^{\mathfrak{n}}X_{i}$ とすれば, 再生性より $T(X)$ は 2項分布
$B(n,p)$ に従う. このとき, 第 22節の定理より, $T$ の p.m.$f$. を方とすれば, $C_{1},$ $C_{2},$ $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$

は

$\sum_{t(n)<C_{1}}f_{T}(t)+\gamma_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(\sim)>C_{2}}f_{T}(t)=\alpha$
,

$\sum_{t(a)<C_{1}}tf_{T}(t)+\gamma_{1}C_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}C_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(a)>C_{2}}tf_{T}(t)=np_{0}\alpha$

より定まる.
次に, ファジィ信頼区間 (を特徴づける帰属関数)1– $\phi^{l}(T(x), \alpha,p)$ について, 数値計算
を行った. まず, $n=10$ のときに, $\alpha=0.05$ の下でのグラフと $T=4$での下でのグラフを
図 411に示した. また, $\alpha$ を与えたとき, $T$が大きくなると, ファジィ信頼区間は右にスラ
イドしていき, $T$ を与えたとき, $\alpha$ が大きくなるにつれて, ファジィ信頼区間の台および核
の幅が狭まり, しかも内に含まれる. なお, 表 411, 412には図 411の各々のファジィ信
頼区間の台と核の数値を示した.

$\alpha=0.05$ $T=4$

図 $4.1.1$ ファジィ信頼区間 $1-\phi\sim T(x),$ $\alpha,p$) のグラフ $(n=10)$
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$n=10$ $n=15$

$-1-\phi\sim T,\alpha,p)$

.-.... $1-\phi_{0}^{*}(Y,\alpha,p)$

$n=20$
図 4.1.2 ファジィ信頼区間 $1-\phi^{t}$ とランダム信頼区間 $1-\phi_{0}^{l}$ の比較 $(T=4, \alpha=0.05)$

さらに, $n=20$, Po $=0.35$ の場合に, ファジィ $P$値 (を特徴づける帰属関数) について数
値計算を行ったところ, $T=2$ の場合には

$\phi^{*}(T(x),\alpha, 0.35)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.00398),54.618\alpha-0.21738 (0.00398\leq\alpha\leq 0.01315),50.0655\alpha-0.157514 (0.01316\leq\alpha\leq 0.02312), ,1 (\alpha\geq 0.02312)\end{array}$

となり, $T=3$ の場合には

$\phi^{l}(T(x),\alpha,0.35)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.02311),17.2147\alpha-0.397832 (0.02311\leq\alpha\leq 0.04243),15.4996\alpha-0.325059 (0.04243\leq\alpha\leq 0.08549),1 (\alpha\geq 0.08549)\end{array}$
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となり, $T=4$ の場合には

$\phi^{l}(T(x), \alpha,0.35)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.08548),7.73817\alpha-0.661458 (0.08548\leq\alpha\leq 0.11362),6.77271\alpha-0.551763 (0.11362\leq\alpha\leq 0.22912),1 (\alpha\geq 0.22912)\end{array}$

となり, $T=7$の場合には

$\phi^{t}(T(x), \alpha, 0.35)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.81559),5.42296\alpha-4.42296 (0.81559\leq\alpha<1)\end{array}$

となった (図 4.1.3参照). いま, 第 22節の定理より $\alpha$ は第 1種の過誤の確率である. ここ
で, 上記の結果より標本平均 $\overline{X}=T/n$ が仮説の下での期待値妬 (T/n) $=p_{0}=0.35$ から
遠くなると共に, 第 1種の過誤の確率 $\alpha$ の値も小さくなることがわかる.

図 4.1.3 ファジィ $p$値 $(n=20, p_{0}=035)$

$\delta\phi$ trtd. $\alpha.0.$ $5)/f $\alpha$

$T=2$ $T=3$

� $\phi(T(\partial.\alpha.0.\theta\S)/$ � $\alpha$

� $\phi$ (T$(\text{\‘{e}}. \alpha,0.35)/$ � $\alpha$
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$T=4$ $T=7$

図 4.1.4 ファジィ $p$値の p.d.$f.(n=20,p_{0}=0.35)$

4.2 ボアソン分布の場合

まず, 母集団分布をボアソン分布 $Po(\lambda)(\lambda>0)$ とする. このとき, 仮説 $H:\lambda=\lambda_{0}$ , 対立
仮説 $K:\lambda\neq\lambda_{0}$ の水準 $\alpha$ の検定問題を考える. いま, $Po(\lambda)$ からの無作為標本を $X_{1},$ $\cdots X_{\mathfrak{n}}$

とすれば, 確率ベクトル $X=(X_{1}, \cdots X_{n})$ の $j.p$ .m.f. は

$(x_{i}=0,1,2, \cdots ; i=1, \cdots , n)$

$f_{X}(x, \lambda)=\frac{e^{-\lambda}\lambda^{\Sigma_{i\approx 1}^{n}ae}}{\prod_{i=1}^{n}x_{1}}$

$= \exp\{(\sum_{i=1}^{n}x_{i})$ log $\lambda-\lambda-\sum_{i=1}^{n}$ log $x_{i}!\}$

となり, これは 1母数指数型分布族の $j.p$ .m.f. である. ただし, $x=(x_{1}, \cdots x_{n})$ とする. こ

こで, $T(X):= \sum_{i=1}^{n}X_{1}$ とすれば, 再生性より $T(X)$ はボアソン分布 $Po(n\lambda)$ に従う. この
とき, 第 22節の定理より, $T$ の p.m.$f$. をたとすれば, $C_{1},$ $C_{2},$ $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ は

$\sum_{t(ae)<C_{1}}f_{T}(t)+\gamma_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(v)>O_{2}}f_{T}(t)=\alpha$
,

$\sum_{t(oe)<C_{1}}tf_{T}(t)+\gamma_{1}C_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}C_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(-)>C_{2}}tf_{T}(t)=n\lambda_{0}\alpha$

より定まる.
次に, ファジィ信頼区間 (を特徴づける帰属関数)1–\phi $\circ$ (T(x), $\alpha,\lambda$) について, 数値計算
を行った. まず, $n=25$ のときに, $\alpha=005$ の下でのグラフと $T=10$での下でのグラフを
図 421に示した. また, $\alpha$ を与えたとき, $T$ が大きくなると, ファジィ信頼区間は右にスラ
イドしていき, $T$ を与えたとき, $\alpha$ が大きくなるにつれて, ファジィ信頼区間の台および核
の幅が狭まり, しかも内に含まれる. なお, 表 421, 422には図 421の各々のファジィ信
頼区間の台と核の数値を示した.

$\alpha=0.05$ $T=10$

図 42.1 ファジィ信頼区間 $1-\phi\sim T(x),$ $\alpha,$
$\lambda$) のグラフ $(n=25)$
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次に, $n=20,25,30$の場合に, ファジィ信頼区間 (を特徴づける帰属関数) $1-\phi^{*}(T(x), \alpha, \lambda)$

とランダム信頼区間 (すなわち, クリスプ信頼区間を特徴づける帰属関数)1–\phi 0*(Y, $\alpha,$
$\lambda$)

の比較を行った. いずれの場合も 2項分布の場合と同様, ランダム信頼区間の核の方がファ
ジィ信頼区間のそれよりも広く, また, その台がより狭くなっていることが分かる.

$n=20$ $n=25$

$-1-\phi^{l}(T,\alpha,\lambda)$

...-. $1-\phi_{0}^{*}(Y,\alpha,\lambda)$

$n=30$

図 4.2.2 ファジィ信頼区間 $1-\phi^{*}$ とランダム信頼区間 $1-\phi_{0}$ の比較 $(T=10, \alpha=0.05)$

さらに, $n=25,$ $\lambda_{0}=0.5$ の場合に, ファジィ $P$値 (を特徴づける帰属関数) について数値
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計算を行ったところ, $T=5$ の場合には

$\phi^{*}(T(x),\alpha, 0.5)=$ $\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.00941),61.3673\alpha-0.577467 (0.00941\leq\alpha\leq 0.01143),58.9634\alpha-0.549989 (0.01143\leq\alpha\leq 0.02161),55.9414\alpha-0.484684 (0.02161\leq\alpha\leq 0.02654),1 (\alpha\geq 0.02654)\end{array}$

となり, $T=6$の場合には

$\phi^{*}(T(x),\alpha, 0.5)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.02653),28.6993\alpha-0.761393 (0.02653\leq\alpha\leq 0.03946),27.1319\alpha-0.699544 (0.03946\leq\alpha\leq 0.06264),1 (\alpha\geq 0.06264)\end{array}$

となり, $T=7$の場合には

$\phi^{*}(T(x),\alpha, 0.5)=$ $\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.06263),16.3347\alpha-1.02305 (0.06263\leq\alpha\leq 0.06861),15.3627\alpha-0.956352 (0.06861\leq\alpha\leq 0.11499),14.1745\alpha-0.819727 (0.11499\leq\alpha\leq 0.12838),1 (\alpha\geq 0.12838)\end{array}$

となり, $T=12$ の場合には

$\phi^{*}(T(x), \alpha, 0.5)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.77647),6.62007\alpha-5.14028 (0.77647\leq\alpha\leq 0.78228),4.41639\alpha-3.41639 (0.78228\leq\alpha<1)\end{array}$

となった (図 4.2.3参照). この場合も 2項分布の場合と同様に, 上記の結果から標本平均
$\overline{X}=T/n$ が仮説の下での期待値 $E_{\lambda_{0}}(T/n)=\lambda_{0}=0.5$ から遠くなると共に, 第 1種の過誤
の確率 $\alpha$ の値も小さくなっている.

$\phi(T(\partial.\alpha.0.5)$

図 4.2.3 ファジィ $p$値 $(n=25, \lambda_{0}=0.5)$
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$T=6$

$T=7$ $T=12$

図 4.2.4 ファジィ $P$値の p.d.$f.(n=25, \lambda_{0}=0.5)$

4.3 負の 2項分布の場合

まず, 母集団分布を幾何分布 $NB(1,p)(0<P<1)$ とする. このとき, 仮説 $H:p=n$,
対立仮説 $K:p\neq Po$ の水準 $\alpha$ の検定問題を考える. いま, $NB(1,p)$ からの無作為標本を
$X_{1},$ $\cdots X_{n}$ とすれば, 確率ベクトル $X=(X_{1}, \cdots X_{n})$ の $j.p$ .m.f. は

$(x_{i}=0,1,2, \cdots ; i=1, \cdots , n)$

$f_{X}(x,p)=pq^{\Sigma_{i=1}^{n}x}$

$= \exp\{(\sum_{1=1}^{n}x:)$ log $q+\log p\}$

となり, これは 1母数指数型分布族の p.m.$f$. である. ただし, $x=(x_{1}, \cdots x_{\mathfrak{n}}),$ $q=1-p$
とする. ここで, $T(X)$ $:= \sum_{i=1}^{\mathfrak{n}}X_{1}$ とすれば, 再生性より $T(X)$ は負の 2項分布 $NB(n,p)$

に従う. このとき, 第 22節の定理より, $T$ の p.m.$f$. を方とすれば, $C_{1},$ $C_{2},$ $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ は

$\sum_{t(r)<C_{1}}f_{T}(t)+\gamma_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(r)>C_{2}}f_{T}(t)=\alpha$
,

$\sum_{t(\alpha)<C_{1}}tf_{T}(t)+\gamma_{1}C_{1}f_{T}(C_{1})+\gamma_{2}C_{2}f_{T}(C_{2})+\sum_{t(oe)>C_{2}}tf_{T}(t)=\frac{nq_{0}\alpha}{p_{0}}$

より定まる.

次に, ファジィ信頼区間 (を特徴づける帰属関数)l–\phi \sim T(x), $\alpha,p$) について, 数値計算
を行った. まず, $n=10$ の下で, $\alpha=0.05$ の下でのグラフと $T=9$ の下でのグラフを図
431に示した. また, $\alpha$ を与えたとき, 2項分布やボアソン分布の場合と異なり, $T$ が大き
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くなると, ファジィ信頼区間は左にスライドしていく. $T$ を与えたとき, 2項分布やボアソ

ン分布の場合と同様, $\alpha$ が大きくなると, ファジィ信頼区間の台および核の幅が狭まり, し
かも内に含まれる. なお, 表 4.3.1, 4.3.2には図 4.3.1の各々のファジィ信頼区間の台と核
の数値を示した.

$\alpha=0.05$ $T=9$

図 4.3.1 ファジィ信頼区間 $1-\phi^{*}(T(x), \alpha,p)$ のグラフ $(n=10)$

表 4.3.1 ファジィ信頼区間の台と核 $(n=10, \alpha=0.05)$

次に, $n=10,15,20$の場合に, ファジィ信頼区間 (を特徴づける帰属関数)1-\phi \sim T(x), $\alpha,p$)
とランダム信頼区間 (すなわち, クリスプ信頼区間を特徴づける帰属関数)1–\phi 0*(Y, $\alpha,p$)
の比較を行った. いずれの場合も 2項分布やボアソン分布の場合と同様, ランダム信頼区
間の核の方がファジィ信頼区間のそれより広く, また, その台がより狭くなっていること
が分かる.

$n=10$ $n=15$
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$-1-\phi\sim T,\alpha,p)$

.-.... $1-\phi_{0}^{*}(Y,\alpha,p)$

$n=20$

図 4.3.2 ファジィ信頼区間 $1-\phi^{*}$ とランダム信頼区間 $1-\phi_{0}^{l}$ の比較 $(T=9, \alpha=0.05)$

さらに, $n=10,$ $p_{0}=0.51$ の場合に, ファジィ $P$値 (を特徴づける帰属関数) にっいて数
値計算を行ったところ, $T=10$ の場合には

$\phi^{*}(T(x), \alpha, 0.51)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.85564),6.92713\alpha-5.92713 (0.855u\leq\alpha<1)\end{array}$

となり, $T=19$ の場合には

$\phi^{*}(T(x), \alpha,0.51)=\backslash \{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.06432),38.6464\alpha-2.48574 (0.06432\leq\alpha\leq 0.0868),34.9011\alpha-2.16064 (0.0868\leq\alpha\leq 0.09056),1 (\alpha\geq 0.09056)\end{array}$

となり, $T=20$ の場合には

$\phi^{l}(T(x), \alpha, 0.51)=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.04479),51.1771\alpha-2 29222 (0.04479\leq\alpha\leq 0.06433),1 (\alpha\geq 0.06433)\end{array}$

となり, $T=21$ の場合には

$\phi\sim T(x),$ $\alpha,$ $051$ ) $=\{\begin{array}{ll}0 (\alpha\leq 0.03078),75.3281\alpha-2.3186 (0.03078\leq\alpha\leq 0.03583),69.0739\alpha-2.09451 (0.03583\leq\alpha\leq 0.0448),1 (\alpha\geq 0.0448)\end{array}$

となった (図 433参照). この場合は, 上記の結果から標本平均 $\overline{X}=T/n$ が仮説の下での

期待値妬 $(T/n)=q_{0}/p_{0}=.0.8(q_{0}=1-p_{0})$ から遠くなると共に, 第 1種の過誤の確率 $\alpha$

の値も小さくなっている.
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$\phi^{*}(T(\partial.\alpha.0.5t)$

図 4.3.3 ファジィ $P$値 $(n=10, p_{0}=0.51)$

$T=10$ $T=19$

$T=20$ $T=21$

図 4.3.4 ファジィ $p$値の p.d.$f.(n=10, Po=0.51)$

5 おわりに

本論において, 1母数離散指数型分布族の場合に, 仮説検定問題の最適なランダム検定か
らファジィ信頼区間とランダム信頼区間を求め, それらを具体的な分布の場合に比較した.
その結果, ファジィ信頼区間はそれが特徴づけられる帰属関数として同一視されるが, こ

れは, ほとんどランダム検定の読み変えを行ったに過ぎず, 理論的には正確な表現ではあ
るが, 実際家にはなかなか受け入れ難いものが依然として残る. 他方, ランダム信頼区間
はランダム検定と同等な非ランダム検定の受容域から導出するため, 実際家には受け入れ
易い. しかし, 実際にその信頼区間を構成するのは容易ではないが, 近似的に精確な方法
も提案されている ([ATT97], [T99]). 今後, もっと一般の離散型分布の場合にファジィ信
頼区間を求めるための方法を考える余地がある.
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