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1 はじめに
完備距離空間におけるファジィ変換の不動点定理は, Heilpern [5] により最初
のものが示され, 以来集合値写像の不動点定理 (例えば Nadler [8], Papageor-

giou [9]) を一般化するものとして (第 2節を参照) 多くの研究がなされてきた
(例えば [1, 2, 6, 7, 10, 11]). 他方, 完備距離空間における集合値写像の不動点
定理は, Nadler[8] をはじめとし, 特に縮小タイプのものに対する研究が多く
なされている (例えば [3, 91).
本稿では, 完備距離空間におけるファジィ変換の不動点定理を研究し, ファ
ジィ変換と集合値写像の双方に対する, これまでの特に縮小 (タイプの) 写像の
不動点定理を, 捨象し統括することを主たる目的とする. このため, つぎの第
2節では, 準備として記号や定義などの基本的概念を説明する. 続く第 3章で
は, ファジィ変換と集合値写像に対し, これまでに得られている不動点定理の
なかから代表的なものを選び, この間の経緯を大観する. 最後に第 4節では,

まず雨宮-高橋 [1] の結果を掲げるとともにこの定理の問題点を述べ, 新たな定

理を示す.

2 準備
本稿では, 以降 $N$ は自然数全体からなる集合を表し, $\mathbb{R}$ は実数全体からなる

集合を表すものとする. また, 空でないある集合 $A$ に対し, $1_{A}$ は $A$ の特性関

数, すなわちっぎで定められる関数を表すものとする :

$1_{A}=\{\begin{array}{ll}1 (x\in A) ;0 (x\not\in A).\end{array}$

$X$ を空でない集合とする. このとき, $x$ におけるラァジィ集合を, $X$ から

$[0,1]$ への関数と定義する. $A$ を $X$ におけるファジィ集合とする. このとき,

$\alpha\in[0,1]$ に対し, $A$ の $\alpha-$ レベル集合 $A_{\alpha}$ をつぎのように定める :

$A_{\alpha}=\{x\in X:A(x)\geq\alpha\}$

特に, $\alpha=1$ のとき

$A_{1}=\{x\in X:A(x)=1\}$

である.
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害 (X) を $X$ におけるファジィ集合の全体からなるクラスとする. このとき,
$X$ 上のファジィ変換を, $x$ から言 (X) への写像と定義する. $F$ を $X$ 上のファ

ジィ変換とする. このとき, 任意の $x\in X$ に対し, $Fx\in \mathfrak{F}(X)$ であるから, $F$

は $X\cross X$ から $[0,1]$ への 2変数関数とみなすことができる. したがって本稿で
は, 以降 $X$上のファジィ変換 $F$ を $X\cross Xarrow[0,1]$ なる 2変数関数と同一視す
ることにし, また各 $x\in X$ に対し, $F(x, \cdot)\in S(X)$ を $x$ の $F$ による像と捉え

る立場をとることにする. さらに, $F(x, \cdot)\in ff(X)$ の $\alpha-$ レベル集合を $[Fx]_{\alpha}$ と

書くことにする. すなわち,

$[Fx]_{\alpha}=\{y\in X : F(x, y)\geq\alpha\}$

である.

(X, $d$) を距離空間とする. このとき, $X$ における空でない有界閉集合の全体
からなるクラスを $C\mathcal{B}(X)$ で表す. $x\in X$ とし, $K\in C\mathcal{B}(X)$ とする. このと

き, $x$ と $K$ との距離 $d(x, K)$ をっぎのように定める :

$d(x, K)= \inf\{d(x, y) : y\in K\}$

これより明らかに,
$d(x, K)=0\Leftrightarrow x\in K$

が成り立っ. また, $\{K_{n}\}$ を $C\mathcal{B}(X)$ の集合族とすると,

$\lim_{narrow\infty}d(x, K_{n})=0\Leftrightarrow\exists x_{n}\in K_{n}$ s.t. $\lim_{narrow\infty}d(x, x_{n})=0$

が成り立っことが容易に確かめられる. $K_{1},$ $K_{2}\in C\mathcal{B}(X)$ とする. このとき,
$C\mathcal{B}(X)$ における距離 $H(K_{1}, K_{2})$ をっぎのように定める :

$H(K_{1}, K_{2})= \max\{\sup_{u\in K_{1}}d(u, K_{2}),\sup_{v\in K_{2}}d(v, K_{1})\}$

$H$ をハウスドルフの距離という. 定義により, つぎが成り立つ (例えば [13] を
参照) :

$x\in K_{1}\Rightarrow d(x, K_{2})\leq H(K_{1}, K_{2})$

$X$ を空でない集合とし, $T$ を $X$ 上の集合値写像, すなわち各 $x\in X$ に対

し, $Tx\subset X$ かつ $Tx\neq\emptyset$ を満たすものとする. このとき, $x_{0}\in Tx_{0}$ を満た

す $x_{0}\in X$ を $T$ の不動点という. $F$ を $X$ 上のファジィ変換とする. このとき,

$F(x_{0},x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ を $F$ の不動点という. $T$ を $x$ 上の集合値写像

とし. $X$ 上のファジィ変換をっぎのように定める :

$F(x, y)=1_{Tx}(y)$ $(\forall x, y\in X)$

このとき明らかに,
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$x_{0}\in Tx_{0}\Leftrightarrow F(x_{0}, x_{0})=1$

が成り立っから, ファジィ変換の不動点理論は集合値写像のそれの一般化と
なっていることが分かる.

3 経緯
縮小集合値写像に対する不動点定理は, Nadler [8] によりつぎのような形で最
初に示された :

定理 3.1 (Nadler [8]) (X, $d$) を完備距離空間とし, $T$ を $X$ から $C\mathcal{B}(X)$ への

集合値写像とする. このとき, $r\in[0,1$ ) が存在してすべての $x,$ $y\in X$ に対し
$H(Tx, Ty)\leq d(x, y)$ が成り立っならば, $x_{0}\in Tx_{0}$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在す
る.

その後, Papageorgiou [9] はつぎの定理を示した :

定理 3.2 (Papageougiou [9])(X, $d$) を完備距離空間とし, $T$ を $X$から $C\mathcal{B}(X)$

への連続な集合値写像とする. また $k:\mathbb{R}_{+}^{3}arrow \mathbb{R}$はつぎの (1), (2) を満たす下
半連続な関数とする :

(1) $\forall p,q\in \mathbb{R}_{+}^{3},$ $p\leq q\Rightarrow k(p)\leq k(q)$ ;
(2) $\exists r\in\cdot[0,1$ ) s.t. $k(t, t, t)\leq rt(\forall t\geq 0)$

このとき, すべての $x,$ $y\in x$ に対し $H(Tx, Ty)\leq k(d(x, y),$ $d(x,Tx),$ $d(y, Ty))$

が成り立っならば, $x_{0}\in Tx_{0}$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する.

いっぽう, Heilpern [5] はファジィ変換の不動点定理として最初のものとな
るつぎの結果を示した :

定理 3.3 (Heilpern [5]) (X, d) を完備距離空間とし, $F$ を $X$上のファジィ変換
とする. このとき, $r\in[0,1$ ) が存在してすべての $x,$ $y\in X$ に対し $D(Fx, Fy)\leq$

$d(x, y)$ が成り立っならば, $F(x_{0},x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する. ただ
し,

$D(Fx, Fy)= \sup_{\alpha\in[0,1]}H([Fx]_{\alpha}, [Fy]_{\alpha})$である.

この定理を契機として, その後多くの結果が示されたが (例えば [6, 10, 11]),
比較的最近のものとしては, つぎのようなものが Lee ほか [$7|$ により示された :
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定理 3.4 (Lee et al. [7]) (X, d) を完備距離空間とし, $F$ を各 $x\in$ に対し, $[Fx]_{1}$

が $C\mathcal{B}(X)$ に属する $X$ 上のファジィ変換とする. また, $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3},$ $a_{4},$ $a_{5}\geq 0$ を

$a_{1}+a_{2}+a_{3}+a_{4}+a_{5}<1$ かっ $a_{3}\geq a_{4}$ を満たす実数とする. このとき, 任意

の $u_{0}\in X$ と任意の $u_{1}\in[Fu_{0}]_{1}$ と任意の $v_{0}\in X$ に対し, $v_{1}\in[Fv_{0}]_{1}$ が存在し

て $d(u_{1}, v_{1})\leq a_{1}d(u_{0}, u_{1})+a_{2}d(v_{0}, v_{1})+a_{3}d(u_{1}, v_{0})+a_{4}d(u_{0}, v_{1})+a_{5}d(u_{0}, v_{0})$

が成り立っならば, $F(x_{0},x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する.

本稿では以後, ファジィ変換と集合値写像の双方に対し, 上述の定理にみられ

るような条件を満たすものを縮小タイプと呼ぶことにする.

4 主結果
完備距離空間におけるファジィ変換の不動点定理として, 雨宮と高橋 [1] はつ

ぎを証明した :

定理 4.1 (雨宮-高橋 [1]) (X, $d$) を完備距離空間とし, $F$ を $X$ 上のファジィ

変換とする. また, $f$ : $Xarrow(-\infty, \infty$] を下に有界かつ下半連続で proper $(\Leftrightarrow$

$\{x\in X : f(x)<\infty\}\neq\emptyset)$ な関数とする. このとき, 任意の $x\in X$ に対し

$y\in X$ が存在して $(*)F(x, y)=1$ かつ $f(y)+d(x, y)\leq f(x)$ が成り立っなら

ば, $F(x_{0},x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する.

前節の定理 3.1をはじめ, これまでの縮小タイプのファジィ変換または集合値
写像の不動点定理は, 定理 4.1の仮定 $(*)$ を満たすことが比較的容易な計算に

より示される. しかしながら, $f$ の連続性の確認は多くの場合技術的な困難が
伴い staightforward ではない. そこで, $f$ から連続 (性) の条件をはずし, 別の

条件を設けることが応用面での課題となったが, 雨宮と高橋 [2] は実際, これ

に対する答えの一つとしてつぎを示した :

定理 4.2 (雨宮-高橋 [2])(X,のを完備距離空間とし, $F$ を $X$ 上のファジィ

変換とする. また, $f$ : $Xarrow(-\infty,$ $\infty|$ を下に有界で proper な関数とする.

このとき, 任意の $x\in X$ に対し $y\in X$ が存在して $(*)F(x,y)=1$ かつ
$f(y)+d(x, y)\leq f(x)$ が成り立ち, さらに $F(z, z)\neq 1$ を満たす任意の $z\in X$ に

対し, $(**)$ $\inf_{x\in X}\{d(x, z)+d(x, [Fx]_{1})\}>0$
が成り立っならば, $F(x_{0}, x_{0})=1$

を満たす $x_{0}\in X$ が存在する.

定理 42の仮定 $(**)$ が $f$ の連続 (性) に換わる条件となる. 前節に挙げた不動

点定理のほか, これまでのほとんど全ての結果がこの仮定を満たすことが示さ
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れる. また, この定理を用いるとつぎを証明することができる (雨宮-高橋 [2]
も参照せよ) :

定理 4.3 (X, d) を完備距離空間とし, $F$ を各 $x\in$ に対し, $[Fx]_{1}$ が $C\mathcal{B}(X)$

に属する $X$ 上のファジィ変換とする. また, $f$ : $xarrow(-\infty$ , oo] を下に有界で
proper な関数とする. このとき, $r\in[0,1$ ) が存在して任意の $x\in X$ と任意の

$y\in[Fx]_{1}$ に対して $d(y, y_{0})\leq rd(x, y)$ を満たすような $y_{0}$ を選ぶことができ, さ

らに $F(z, z)\neq 1$ を満たす任意の $z\in X$ に対し, $\inf_{x\in X}\{d(x, z)+d(x, [Fx]_{1})\}>0$

が成り立っならば, $F(x_{0},x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する. またこのとき,

任意の恥 $\in X$ から出発して, つぎのように $F$ の不動点に収束する $X$ の点列

$\{u_{n}\}$ を, 帰納的に構成することができる :
$r_{r<r_{1}<1}$ なる $r_{1}$ を任意に固定し, $u_{n-1}$ は既知とすると $u_{n}$ を集合

$S_{n}=\{u\in X:r_{1}d(u_{n-1}, u)\leq d(d(u_{n-1}, [Fu_{n-1}]_{1}), d(u, [Fu]_{1})\leq rd(\tau h-1, u)\}$

から選ぶ」

注 集合 $S_{n}$ はつねに空でないという保証はないが, 仮に $S_{n}=\emptyset$ であるとすると,

$u_{n-1}$ が $F$ の不動点となるので問題はない.

最後に, 応用例として定理 42を用いて定理 3.4を証明しよう.

定理 42による定理 3.4の証明 (概略) $x\in X$ をとる. $F(x, x)\neq 1$すなわ

ち $x\not\in[Fx]_{1}$ としてよい. $r= \frac{a_{1}+a_{4}+a_{5}}{1-a_{2}+a_{4}}$ とし, $r_{1}$ を $r<r_{1}<1$ を満たすよ

うにとる. このとき, $r_{1}d(x, y)\leq d(x, [Fx]_{1})$ を満たす $y\in[Fx]_{1}$ が存在する.
また仮定より, この $y$ に対し $d(y, y_{0})\leq rd(x, y)$ を満たす $y_{0}\in[Fx]_{1}$ がとれる.

したがって $d(y, [Fy]_{1})\leq rd(x, y)$ が成り立っ. よって, $X$上の実数値関数 $f$ を

$f(x)= \frac{1}{r_{1}-r}d(x, [Fx]_{1})$ $(\forall x\in X)$

により定めると

$f(y)+d(x,y)= \frac{1}{r_{1}-r}d(y, [Fy]_{1})+d(x,y)$

$\leq\frac{r}{r_{1}-r}d(x,y)+d(x,y)=\frac{r_{1}}{r_{1}-r}d(x,y)$

$\leq\frac{1}{r_{1}-r}d(x, [Fx]_{1})=f(x)$

を得る.
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また, $F(z, z)\neq 1$ を満たす任意の $z\in X$ に対し,

$\inf_{x\in}\{d(x, z)+d(x, [Fx]_{1})\}>0$

である. 実際, 成り立たないとすると $d(x_{n}, z)+d(x_{n}, [Fx_{n}]_{1})arrow 0$ であるよ

うな $x_{n}\in X$ が存在するから, $d(x_{n}, z)arrow 0$ かつ $d(z, y_{n})arrow 0$ であるような

$y_{n}\in[Fx_{n}]_{1}$ がとれる. さらに仮定より, この $y_{n}$ に対して $d(y_{n}, z_{n})\leq rd(x_{n}, z)$

を満たす $z_{n}\in[Fz]_{1}$ が得られる. よって

$d(z, [Fz]_{1})$ $\leq$ $d(z, z_{n})\leq d(z, y_{n})+d(y_{n}, z_{n})$

$\leq$ $d(z, y_{n})+rd(x_{n}, z)arrow 0$

より $d(z, [Fz]_{1})=0$ , すなわち $F(z, z)=1$ が成り立っ. これは不合理である.
ゆえに, 定理 4.2により $F(x_{0}, x_{0})=1$ を満たす $x_{0}\in X$ が存在する. 口
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