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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ をその空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の $x\in H$ に対して

$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert : y\in C\}$

となるような $z\in C$ が一意に存在する. このことはよく知られた事実である. そこで, $x\in H$ に対して,
このような元 $z$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, $PP_{C}$ を $H$ から $C$ の上への距離射影と呼ぶことにする.
この距離射影 $P_{C}$ は, 次の重要な性質を持っている. すなわち, $z=P_{C}x$ であることの必要十分条件は

$\langle x-z,z-y\rangle\geq 0$ , $\cdot$

$\forall y\in C$ (11)

が成り立つことである. この性質を用いると, $P_{C}$ は nonexpansive 写像, すなわち

$\Vert P_{C}x-P_{C}y\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ , $\forall x,y\in H$

であることがわかる.

Hilbert 空間上での距離射影の概念は Banach 空間の場合にも拡張される. $E$ を回帰的で狭義凸な

Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の x\in E に対して,

$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert : y\in C\}$

となるような $z\in C$ は一意に存在するが, $x\in E$ に対して, このような $C$ の元 $z$ を対応させる写像を

やはり, $P_{C}$ で表し, $Pc$ を $E$ から $C$ の上への距離射影と呼ぶのである. Banach 空間の距離射影に関し
ても狭義凸で回帰的で滑らかな場合 (1.1) と同様の重要な性質を持っている. すなわち, $z=P_{C}x$ である

ことの必要十分条件は
$\langle J(x-z),z-y\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$ (12)

が成り立つことである. ただし, $J$ は $E$ の双対写像である.

一方, Mosco[13] は, $\{C_{n}\}$ を Banach空間の空でない閉凸集合の列とするとき, $\{C_{n}\}$ の強下極限集合
$s- Li_{\mathfrak{n}}c_{n}$ と弱上極限集合 $w- Ls_{n}C_{n}$ を

$x\in$ s-Li $C_{n}$

n
$\Leftrightarrow\exists\{x_{n}\}\subset E:x_{n}\in C_{n}(\forall n\in N),$ $x_{n}arrow x$
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および

$x\in$ w-Ls $C_{n}$

n
$\Leftrightarrow\exists\{C_{n_{t}}\}\subset\{C_{n}\}$ : $x_{n_{i}}\in C_{n}$. $(\forall i\in N),$ $x_{n_{1}}arrow x$

で定義し, $C_{0}=s- Li_{n}C_{n}=w- Ls_{n}C_{n}$ であるならば, $\{C_{n}\}$ は $C_{0}$ に Mosco 収束するといい,

$C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

で表した. Banach 空間 $E$ の閉凸集合列 $\{C_{n}\}$ の Mosco 収束と距離射影の列 $\{P_{C_{n}}\}$ の収束との間には
大きな関わりがある. 塚田 [19] は 1984年に次の定理を証明した.

定理 1.1 ([19]). $E$ を Fke’chet 微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, その双対空間 $E^{*}$ も fkdchet
微分可能なノルムをもつものとし, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{1},$

$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. 任意の $n\in N\cup\{0\}$

に対して, $P_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への距離射影とする. このとき, 次の (1) と (勿は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) $\lim_{narrow\infty}P_{n}x=P_{0}x,$ $\forall x\in E$

本論文では, Banach空間における閉凸集合列の Mosco収束と射影の列に関する収束について研究す
る. Hilbert 空間上での距離射影の概念を Banach 空間に拡張する場合, 距離射影と異なる 3つの非線形
射影があることが著者等の研究によって明らかにされた. ここでは, その 3つの射影を研究し, さらに
Banach空間の空でない閉凸集合の列 $\{C_{n}\}$ の収束性と射影の収束性の関係について論じる. すなわち塚
田タイブの収束定理が成り立つかどうかを議論する.

2 準備
$E$ を Banach空間とし, $E^{*}$ をその共役聖間とする. $E$ が狭義凸であるとは, $||x\Vert=1,$ $\Vert y\Vert=1$ と

なる $E$ の元 $x,$ $y(x\neq y)$ に対して, っねに $\Vert x+y\Vert<2$ が成り立つことである. 同様に, 一様凸で
あるとは, $\Vert x_{n}\Vert=\Vert y_{n}||=1,$ $\lim_{narrow\infty}||x_{n}+y_{n}\Vert=2$ となる $E$ の点列 $\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\}$ に対して, つねに
$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}\Vert=0$ となることである.

Banach 空間 $E$ の元 $x$ に対して, $E^{*}$ の部分集合

$J(x)$ $:=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

を対応させる写像 $J$ のことを, $E$ の双対写像と呼ぶ.
この双対写像 $J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもつ. いま $S(E)$ $:=\{x\in E:\Vert x||=1\}$

とするとき, $x,$ $y\in S(E)$ に対して, 次の極限を考える.

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$ (2.1)

Banach空間 $E$ のノルムが G\^ateaux 微分可能であるとは, $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に対して, っねに (2.1) が存
在するときをいう. このとき, 空間 $E$ は滑らかであるともいう. 任意の $y\in S(E)$ に対して, (21) が
$x\in S(E)$ に関して一様に収束するとき, $E$ のノルムが一様 G\^ateaux 微分可能であるという. 任意の
$x\in S(E)$ に対して, (2.1) が,y\in S(E) に関して一様に収束するとき, $E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能
であるという. (2.1) が $S(E)$ の元 $x,$ $y$ に関して一様に収束するとき, $E$ のノルムが一様 b\’echet 微分
可能であるという. このとき, 空間 $E$ は一様に滑らかであるともいう.

Banach 空間 $E$ での双対写像 $J$ とノルムの微分可能性に関しては次のような性質が知られている
([15, 16] を参照).
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1. $x\in E$ に対して, $J(x)$ は空でない有界な閉凸集合である;

2. $x,$ $y\in E$ と $x^{*}\in J(x),$ $y^{*}\in J(y)$ に対して, $\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ である;

3. $E$ が狭義凸であるための必要十分条件は, $J$ が 1対 1となることである.

すなわち, $x\neq y\Rightarrow J(x)\cap J(y)=\emptyset$ .

4. $E$ が狭義凸であるための必要十分条件は,
$x\in J(x),$ $y^{*}\in J(y),$ $x\neq y\Rightarrow\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle>0$ である;

5. $E$ が回帰的であるための必要十分条件は, $J$ が全射となることである;

6. $E$ が滑らかにであるための必要十分条件は, $J$ が一価になることである;

7. $E^{*}$ が Fr\’echet 微分可能なノルムをもつための必要十分条件は, $E$ が狭義凸かつ回帰的で, 下記が
成り立つことである.
$x_{n}-x\ \Vert x_{n}\Vertarrow\Vert x\Vert\Rightarrow x_{n}arrow x$

3 sunny nonexpansive retraction と Mosco収束
$E$ を Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない集合とする. このとき,.E から $C$ 上への写像 $Q$ が sunny
であるとは, 任意の $x\in E$ と $t\geq 0$ に対して

$Q(Qx+t(x-Qx))=Qx$

が成り立つことである. 同様に, $E$ から $C$ 上への写像 $Q$ が retraction であるとは, 任意の $x\in C$ に対し

て, $Qx=x$ が成り立つことである. $E$ を滑らかな Banach 空間とするとき, $E$ から $C$ 上への retraction
$Q$ が sunny かつ nonexpansive \mbox{\boldmath $\tau$},あることと,

\langle x-Qx, $J(Qx-y)\rangle$ $\geq 0$ , $\forall y\in C$ (3.1)

が成り立っことは同値である. $E$ が滑らかな Banach空間では, $E$ から $C$ 上への sunny nonexpansive

retraction は一意に決まる ([17] を参照). そこで, $E$ が滑らかな Banach 空間だった場合に $E$ から $C$ の

上への sunny nonexpansive retraction を $Q_{C}$ で表すことにする. $C$ を $E$ の空でない集合とする. この

とき, $C$ が sunny nonexpansive retract (nonexpansive retract) であるとは, $E$ から $C$ の上への sunny
nonexpansive retraction (nonexpansive retraction) が存在するときをいう. $Bruck[4, 5]$ は nonexpansive

retract に関して次の定理を得た.

定理 31([4, 5]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 正規構造をもつものとする. $T$ を $E$ から $E$ への

no$ne\varphi ansive$ 写像とし, $F(T)\neq\emptyset$ とする. このとき, $F(T)$ は $none\varphi ansive$ retract である.

さらに; $Rei\bm{i}[14]$ , 高橋-上田 [18] は sunny nonexpansive retract に関して次の定理を得た.

定理 3.2 ([14, 18]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateau-s微分可能なノルムを持つとする.

さらに, $E$ は正規構造をもつものとする. $T$ を $E$ から $E$ への $none\varphi ansive$ 写像とし, $F(T)\neq\emptyset$ とす

る このとき, $F(T)$ は sunny $none\varphi ansive$ oetract である.

以上のような準備のもとで, 1999年に木村-高橋 [12] が sunny nonexpansive retraction に関して次の
定理を得た.

定理 3.3 ([12]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateaux微分可能なノルム.を持つとする. ま

た, $E$ は正規構造をもつものとし, $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3},$
$\ldots$ を空でない convex sunny nonexPansive oetract の列
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で, $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$ が存在するものとする. $c_{0}\neq\emptyset$ ならば, $c_{0}$ は convex sunny nonerp ansive retract
である. さらに, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続であるならば, 任意の $x\in E$ に対して J

$Q_{C_{n}}xarrow Q_{C_{\text{。}}}x$

である.

また, 2006年には茨木-高橋 [9] は次の定理を得た.

定理 3.4 ([9]). $E$ を狭義凸で回帰的な Banach 空間とし, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ を空でない convex sunny

$none\varphi ans\dot{f}ve$ oetract の列とし, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続とする. さらに, 任意の $n\in$ NU $\{0\}$

に対して, $Q_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への sunny $none\varphi ansive$ retraction とし, 任意の $x\in E$ に対して

$\lim_{narrow\infty}Q_{n}x=Q_{0}x$ ならば,

$C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

である.

定理 3.3及び定理 3.4より次の定理が得られる.

定理 3.5 ([9, 12]). $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateaux微分可能なノルムを持つとする. ま

た, $E$ は正規構造をもつものとし, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ を空でない convex sunny nonexp鳩 nrive fetmctの列

とし, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続とする. さらに, 任意の $n\in N\cup\{0\}$ に対して, $Q_{n}$ を $E$ から $C_{\mathfrak{n}}$

の上への sunny $none\varphi ansive$ oetraction とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) 任意の $x\in E$ に対して, $\lim_{n}Q_{n}x=Q_{0}x$ .

定理 35は同様の証明で次のように拡張することができる.

定理 3.6. $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateavx微分可能なノルムを持つとする. また, $E$ は

正規構造をもつものとし, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ を空でない convex sunny noneqansive oetractの列とし, $E$ の

双対写像 $J$ が弱点列連続とする. さらに, 任意の $n\in NU\{0\}$ に対して, $Q_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への

sunny nonempansive oetraction とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) 任意の $x\in E$ と $x$ へ収束する任意の点列 $\{x_{n}\}\subset E$ に対して,

$\lim_{narrow\infty}Q_{n}x_{n}=Q_{0}x$.

4 generalized projection と Mosco収束
$E$ を滑らかで, 狭義凸, 回帰的な Banach 空間とし, $J$ を $E$ から $E^{*}$ への双対写像とする. このとき,

$V(x,y)=\Vert x\Vert^{2}-2(x, J(y)\rangle+\Vert y\Vert^{2},$ $\forall x,y\in E$

で $ExE$ から $\mathbb{R}$ への関数 $V$ を定義する. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の $x\in E$

に対して

$V(z,x)= \min\{V(y,x) : y\in C\}$

となるような $z\in C$ が一意に存在する ([1] を参照), そこで, $x\in E$ に対して, このような $C$ の元 $z$ を

対応させる写像を $\Pi_{C}$ で表し, $\Pi_{C}$ を $E$ から $C$ の上への generalized projection と呼ぶことにする. こ
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の generalized projection $\Pi_{C}$ は, 次の重要な性質を持っている. すなわち, $z=\Pi_{C^{X}}$ であることの必要

十分条件は
$\langle Jx-Jz, z-y\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$ (4.1)

が成り立つことである. ([1, 11] を参照)\
2003年に茨木-木村-高橋 [7] が generalized projection に関して次の定理を得た.

定理 4.1 ([7]). $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, その双対空間 $E^{*}$ も N\’echet

微分可能なノルムをもつものとし F $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{1},$
$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. 任意の $n\in N\cup\{0\}$

に対して, $\Pi_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への genemlized projection とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値
になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) 任意の $x\in E$ に対して, $\lim_{narrow\infty}\Pi_{n}x=\Pi_{0}x$ .

定理 41は同様の証明で次のように拡張することができる.

定理 4.2. $E$ を FV\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, その双対空間 $E^{*}$ も F\dagger $\cdot$\’echet 微分

可能なノルムをもつものとし F $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{1},$
$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. 任意の $n\in N\cup\{0\}$ に

対して, $\Pi_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への generalized projection とする. このとき, 次の (1) と御は同値に
なる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) 任意の $x\in E$ と $x$ へ収束する任意の点列 $\{x_{n}\}\subset E$ に対して,

$\lim_{n}\Pi_{n}x_{n}=\Pi_{0}x$ .

5 sunny generalized nonexpansive retraction と Mosco収束
$E$ を滑らかな Banach 空間とし, $D$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, 写像 $R:Darrow D$ が

generalized nonexpansive であるとは, $F(R)\neq\emptyset$ であり, かつ

$V(Rx,y)\leq V(x, y)$ , $\forall x\in D,$ $\forall y\in F(R)$

がっねに成り立つことと定義する. $E$ を滑らかで狭義凸な Banach空間とし, $C$ を空でない閉凸集合とす

る. また, $Rc$ を $E$ から $C$ の上への retraction としたとき, $Rc$ が suuny かつ generalized nonexpaoive
になる必要十分条件は,

$(x-R_{C}x, J(R_{C}x)-J(y)\rangle\geq 0$ , $\forall x\in E,$ $\forall y\in C$ (5.1)

となることである. $E$ が滑らかで狭義凸な Banach 空間では, $E$ から $C$ 上への sunny nonexpansive

retraction は一意に決まる ([8, 10] を参照). そこで, $E$ が滑らかな Banach空間だった場合に $E$ から $C$

の上への sunny generalized nonexpansive retraction を $Rc$ で表すことにする. $C$ を $E$ の空でない集

合とする. このとき, $C$ が sunny generalized nonexpansive retract (generalized nonexpansive retract)

であるとは, $E$ から $C$ の上への sunny generalized nonexpansive retraction (generalized nonexpansive
retraction) が存在するときをいう. 茨木-高橋 [10] は sunny generalized nonexpansive retract に関して
次の定理を得た.
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定理 5.1 ([10]). $E$ を一様凸で Fr\’ecん$et$微分可能なノルムを持つ Banach 空間とし, $J$ を双対写像とす

る. B C $E^{*}\cross E$ を極大単調作用素とし, $(BJ)^{-1}0\neq\emptyset$ とする. このとき, $(BJ)^{-1}0$ は sunny generdized
none$\varphi ansive$ retract である.

さらに, 2006年に茨木-高橋は次の 2つの定理を得た.

定理 5.2 ([8, 10]). $E$ を一様凸で Pt\’echet微分可能なノルムを持つ Banach 空間とし, 双対写像 $J$ が

弱点列連続であるとする. また, $\{C_{n}\}$ を $E$ の空でない sunny generdized $none\varphi amive$ retractの列で,
$C_{0}= M-\lim_{\mathfrak{n}}C_{n}$ が存在するものとする. もし, $C0\neq\emptyset$ ならば, $0_{0}$ は sunny generddized $none\varphi ansive$

retractである. さらに, 任意の $x\in E$ に対して F $R_{C_{n}}xarrow R_{C_{\text{。}}}x$ である.

定理 5.3 ([9]). $E$ を滑らかで, 狭義凸で, 回帰的な Banach 空間とし 7 $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ を空でない convex

sunny generalized none$\varphi$ansive oetractの列とし, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続とする. さらに, 任意
の $n\in N\cup\{0\}$ に対して, $R_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への sunny generahzed $none\varphi ansive$ oetmction とし,
任意の $x\in E$ に対して $\lim_{narrow\infty}R_{n}x=R_{0}x$ ならば,

$C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

である.

定理 52及び定理 53より次の定理が得られる.

定理 S.4 ([8, 9, 10]). $E$ を一様凸で $F\succ\acute{e}chet$微分可能なノルムを持つ Banach 空間とし p $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$

を空でない convex sunny generalized $none\varphi ansive$ xttactの列とし, $E$ の双対写像」が弱点列連続とす
る. さらに, 任意の $n\in N\cup\{0\}$ に対して, $R_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への sunny generalized $non\mathcal{L}qansive$

retraction とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}$ Cろ

(2) 任意の $x\in E$ に対して, $\lim_{n}R_{n}x=R_{0}x$ .

定理 54は同様の証明で次のように拡張することができる.

定理 5.5. $E$ を一様凸で IV\’echet微分可能なノルムを持つ Banacん空間とし F $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots$ を空でない

convex sunny generdized nonexPansive retractの列とし, $E$ の双対写像 $J$ が弱点列連続とする. さらに,
任意の $n\in N\cup\{0\}$ に対して, $R_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への sunny generalized $none\varphi ansive$ oetraction と

する. このとき, 次の (1) と倒は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}C_{n}$

(2) 任意の $x\in E$ と $x$ へ収束する任意の点列 $\{x_{n}\}\subset E$ に対して,

$\lim_{n}R_{n}x_{n}=R_{0}x$ .

6 まとめ

本論文では Hilbert 空間の距離射影の Banach 空間への 4つの拡張 (距離射影, generalized projection,
sunny nonexpansive retraction, sunny generalized nonexpansive retraction) について議論してきた. そ

こでこめ 4つの射影の性質を比較してみたいと思う. 比較しやすいよう $E$ を滑らか, 狭義凸, 回帰的
な Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $P_{C},$ $\Pi_{C},$ $Q_{C},$ $R_{C}$ を $E$ から $C$ の上への距離射影,
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$ge$neralized projection, sunny nonexpansive retraction, sunny generalized nonexpansive retraction と

する. このとき, $x\in E,$ $x_{0}\in C$ に対して,

$x_{0}=P_{C}x$ $\Leftrightarrow$ $\langle J(x-x_{0}), x_{0}-y\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$,
$x_{0}=\Pi_{C}x$ $\Leftrightarrow$ $\langle J(x)-J(x_{0}), x_{0}-y\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$,
$x_{0}=Q_{C}x$ $\Leftrightarrow$ $\langle x-x_{0}, J(x_{0}-y)\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$,
$x_{0}=R_{C}x$ $\Leftrightarrow$ $\langle x-x_{0}, J(x_{0})-J(y)\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$

である. Hllbert 空間での距離射影の重要な性質 (1.1) を考慮すると, これら 4つの非線形射影は Banach
空間への拡張と考えたとき自然な拡張であると言えよう. 実際, この 4つの射影を Hilbert 空間で考える
と全て同じ射影となることは容易にわかる. なぜなら, Hilbert 空間では双対写像 $J$ は恒等写像 $I$ にと

なり, この 4つの性質は (11) と一致するからである.

また, Banach空間上での閉凸集合列の Mosco 収束と 4つの非線形射影と関連した収束定理も全て必
要十分条件として成立することが分った.

塚田 [19] $\Rightarrow$ 距離射影

木村-高橋 $[12]\$ 茨木-高橋 [9] $\Rightarrow$ sunny nonexpausive retraction
茨木-木村-高橋 [7] $\Rightarrow$ generalized projection
茨木-高橋 [8, 9, 10] $\Rightarrow$ sunny generalized nonexpansive retraction

さらに, 距離射影とは異なる 3つの非線形射影については, 射影列の初期点を点列に拡張できることを
示した. もちろん距離射影でもこのことは成り立つのである. すなわち, 距離射影に関する定理 11は同
様の証明で次のように拡張することができる.

定理 6.1. $E$ を Pr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, その双対空間 $E^{r}$ も Pt\’echet 微分

可能なノルムをもつものとし, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{1},$
$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. 任意の $n\in N\cup\{0\}\backslash$ に

対して, $P_{n}$ を $E$ から $C_{n}$ の上への距離射影とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値になる.

(1) $C_{0}= M-\lim_{n}$ C翫

(2) 任意の $x\in E$ と $x$ へ収束する任意の点列 $\{x_{n}\}$ 欧 $E$ に対して,

$\lim_{narrow\infty}P_{n}x_{n}=P_{0}x$ .
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