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1. はじめに

無限精度数値計算の可能性を [26] で紹介したが, 本論文では開発にいたるまでの背景と
その後の計算結果をふまえてさらなる可能性を紹介する.

1980年を過ぎた頃, 修士課程の学生だった私の指導教官は河原田秀夫先生であった. 河
原田先生は, 藤田宏先生の影響を受けて自由境界問題を研究していて, フランスとの縁
が深かった. というのも, 河原田先生はその少し前, 自由境界問題の解析に有効なペナル
ティ法 [37] を考案した. それを, 藤田先生とも関係深い, 日仏セミナーで来日中の J. L.
Lions先生に披露した. すると, Lions先生はそのアイディアに興味をもち, その関係で
河原田先生はフランスに留学することになって Lions学派との交流を深めることとなった
からである. このような経緯から, 河原田先生は, 応用数学・数値解析の最先端を行くフ
ランスの優秀な若手研究者の修士論文や博士論文あるいは INRIA レポートといった, 普
通では入手しづらい最新情報を入手していた. 私の専らの研究は, この自由境界問題に関
する文献のトレースとそこで必要になる関数解析などの基礎知識の勉強であった.
自由境界問題は, 固体の融解や地下資源採掘, 核融合など実用問題のほとんどが関係
していると思われるくらい一般的で身近な問題であるにも関わらず, その解析は困難を極
める. 名前が示す通り自由境界問題では, 方程式が定義される領域あるいはその境界自
身が未知量となっている. そのために, たとえ方程式が線形であっても, 方程式の解と境
界の未知量全体に関しては非線形問題となる. 非線形問題では解の存在や一意性の保証
はなく, ましてや自由境界問題では方程式が成立する領域も未知であることから, その
理論解析のみならず数値シミュレーションさえも容易ではない. 当時河原田先生が入手
した最先端を行く若手の研究論文には, 自由境界問題に対して, 領域摂動法 (参照領域と
diffeomorphism を併用した方法) を用いた非常に数学的な逐次近似法の開発があったり,
変分法を用いた解の存在の理論解析があったりした. もっとも, 河原田先生のペナルティ
法は理論解析にも数値計算にも使える優れもので, とくに自由境界を意識しないで固定領
域で数値計算できるため, 領域の位相が変わるような複雑な問題とくに流体の問題でその
効力をいかんなく発揮する.
河原田先生が大学をかわられて, 実質指導はそのままであったが, 学生として在籍する

研究室は流体が専門の高見穎郎先生の研究室になった. (当時の教室の都合上, 同時にプ
ラズマが専門の金子尚武先生の研究室とも関係した. ) 当時の高見研究室には, その後世
界を席巻することになる河村スキーム [34] をまさに開発しようとしていた河村哲也さん
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がいた. 彼はまた, まだ世に出る前のインクジェットプリンターの開発に関係していて,
流体の自由境界問題である液滴形成の数値シミュレーション法も開発した [33]. この手法
は河村スキームよりも現在の今井の研究に影響を与えている. 当時は, 解析領域形状が複
雑な問題に差分法を適用するための Boundary fit 法 (写像関数を用いた手法) $[41, 56]$ が最
先端の技術として注目されていた. しかし, この方法はそのままでは自由境界問題に適用
できない. そこで, 河村さんらは時間ステップ毎に写像関数を構成するという Boundary
fit法を考案して, 自由境界問題に適用できるようにした [33]. 数学的には写像関数に時間
変数を取り入れたことに相当する. それまでの自由境界問題に対する差分法は, 河原田先
生のペナルティ法も存在したが, MAC 法 [10] が主流であった. MAC 法は, 大きめに確
保した計算領域に固定格子をはり, 各格子で領域を判定することで未知領域を決定すると
同時に計算すべき方程式を選択するという方法である. この方法は位相が変わるような問
題には非常に有効であるが, そうでない単純な問題においてもアルゴリズムが複雑で精度
も良くなかった. 河村さんらの研究によって, 位相が変わらないような問題が簡単に高精
度で数値計算できるようになった. (因みに, この方法を用いて自由境界値問題の無限精
度計算が可能となった. )
話を戻して, 修士の学生であった私は, 河原田先生から核融合に関するある論文別刷

$[2, 3]$ を渡されそのトレース作業に着手した. この論文が私の研究者人生を左右するとは
当時は思ってもみなかった. この論文では核融合の非常に簡単なモデルが提案されてい
た. 今まで研究してきた数学的な論文と異なって解の分岐図が具体的に求められており,
また関数解析ではなく複素関数論が使われていて工学部出身の私の興味を引くのに絶好
のものであった. 残念なことに自分の力では問題の解を書き下すことができなかったが,
当時河原田研究室にいた澤栗利男先生に解の作り方を教わってからというもの研究のス
ピードが一気に加速した. プログラムを書いて数値計算して, 論文と同様の分岐図を得る
ことに成功した. その後, 論文のテクニックを少し拡張することで, 論文の解とそれ以外
の新たな解も同時に考えることができる問題を提案した [13]. それが次の問題である.

$\gamma$ が未知量であることから, この問題が自由境界問題になっていることがすぐわかる. こ

の問題の数値計算を行って, 今まで知られていなかった非対称解を求めることに成功し,
既知の対称解の分岐図に今回求めた非対称解の分岐構造を追加できた [14]. この研究に
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よって, 初めて研究者として独り立ちした喜びを感じたと同時に不満足感も感じた. とい
うのも, 状況によっては数値計算の精度が悪すぎたのである. 問題 1を解くには, 調和共
役な関数 $v$ を導入し, ホドグラフ変換を用いて未知量を写像関数にする. この写像関数の
実部と虚部が次の $A(u, v)$ と $B(u$ ,のである. これに含まれている未知定数を境界上で定
義された積分方程式で決定する.

$B(u,v)$ $= \frac{\pi}{2}v+\sum_{n=1}R_{n}\frac{\cosh(\frac{n\pi u}{1})}{c\cdot osh(\frac{n\pi\kappa}{2})}\sin(\frac{n\pi v}{2})$ ,

$A(u, v)$ $=A_{0}+ \frac{\pi}{2}u+\sum_{n=1}R\frac{\sinh(\frac{n\pi u}{2})}{\cosh(\frac{n\pi\kappa}{2})}$ cos $( \frac{n\pi v}{2})$ ,

$R_{n}= \frac{1}{n}\{\frac{1+(-1)^{\mathfrak{n}}}{2}+\cos(\frac{n\pi\sigma_{1}}{2})-\cos(\frac{n\pi\sigma_{2}}{2})+\cos(\frac{n\pi\sigma_{3}}{2})\}$ .

この無限級数をよく眺めていると精度が悪い原因が浮かびあがってくる. $u=\kappa$ のとき,

無限級数が $O(1/n)$ となって収束があやしくなるのである. 実際, $A(u, v),$ $B(u, v)$ のプ
ロファイルを図 2に示すが, $A(u, v)$ は境界で発散している.

図 2. $A(u, v),$ $B(u, v)$ のプロファイル.

この無限級数を有限項で切って数値計算したのでは精度が良いわけがない. これに気がっ
くとその対策も考えることができた. 次式のように $O(1/n)$ の (発散) 級数を, $O(1/n)$ で

特異的な既知関数になる部分とそれ以外の指数関数的に収束する部分に分離できること
に気がついた [36]. 前者は無限級数を特異的な既知関数で置き換えてしまう.

$A( \kappa,v)-A_{0}=\frac{\pi}{2}\kappa+\sum_{n=1}\frac{\exp(\frac{n\pi\kappa}{2})-\exp(-\frac{n\pi\kappa}{2})}{\exp(\frac{n\pi\kappa}{2})+\exp(-\frac{n\pi\kappa}{2})}R_{n}$cos $( \frac{n\pi v}{2})$

$= \frac{\pi}{2}\kappa-\sum_{n=1}\frac{2cxp(-n\pi\kappa)}{1+\exp(-n\pi\kappa)}R_{n}$ cos $( \frac{n\pi v}{2})+\sum_{n=1}R_{n}$ cos $( \frac{n\pi v}{2})$
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$= \frac{\pi}{2}\kappa-\sum_{n=1}\frac{2\exp(-n\pi\kappa)}{1+\exp(-n\pi\kappa)}R_{n}$ cos $( \frac{n\pi v}{2})-\log 4-\frac{1}{2}$ log $s_{+0}(v)$

$- \frac{1}{2}\log s_{-4}(v)-\frac{1}{2}\log|\frac{s_{-1}(v)s_{+1}(v)s_{-3}(v)s_{+3}(v)}{s_{-2}(v)s_{+2}(v)}|$

残った無限級数は指数関数的に収束するので, 高々十項程度とるだけで十分である. これ
によって, 数値計算は格段に高精度になった. 実際, この級数の変形の前後の写像関数の
積分による領域形状のプロット図を見ると違いが明らかである (図 3). 領域が閉じていな
いといけないのに, 変形前は数値誤差のために領域が閉じていない. 一方, 変形後は閉じ
ている.

(a) 級数変形前 (上, 下 [12]) (b) 級数変形後 (下 [36])

図 3. 級数の変形による写像関数の精度の違い.

また, この級数変形は特異性の抽出による高精度化をもたらしたのみならず, 高速化もも
たらした. 数値計算の向かうべきひとつの姿をここに見ることができる.
ここまでの研究成果は駆けだしの自分にとっては満足のいくものであったが, 同時に研

究の閉塞感も感じた. かといって全く他の研究に着手するのも大変なことである. 特に当
時は, 乱流の直接数値計算を可能にした河村スキーム [34] が世界を席巻する様子をまの
あたりにしていたので, 他の研究分野に着手してもその道の優秀な研究者を追いこすよう
な研究ができるとは到底思えなかった. いろいろ考えた末に, この問題 1をテスト問題と
して利用する研究を行うことにした. これによって今までの成果を利用できると考えた.
この方針に沿った一つの研究が次の (逆) 問題であった [15]. すなわち, プラズマ形状 $\gamma$ を
与えたとき, それを実現するような炉壁形状を決定する問題である. これは制御の問題と
関係したので, 工学的に興味ある問題を提案できたと思ったのが浅はかであった.

問題 2 $\gamma$ と正定数 $\kappa$ が与えられたとき, 次をみたす $\Gamma_{\kappa}=\{(x, y)|u(x, y)=\kappa\}$を求めよ.
ここで, $\Omega_{\gamma}^{\epsilon}$ は $\gamma$ の外部領域を示す.
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$\Delta u=0$ in $\Omega_{\gamma}^{e}$ , $u=0$ on $\gamma$ , $\frac{\partial u}{\partial n}=\frac{4}{l_{\gamma}}$ on $\gamma$ .

プログラミングには自信があったので, 早速方位角方向は差分法で, 動径方向は陽的 Euler
法で数値計算してみた (図 4)[15]. $x$軸対称性を仮定しているので, 上半分しか表示して
いない. 見ての通り, 数値計算は全くうまくいっていない. $u$ の等高線が外側に向かって
求められているが, 途中で強い振動現象を起こして意味のない計算結果になっている. ち
なみに, $\gamma$ のデータは問題 1のある $\Gamma_{a}$ に対する数値解にとっている. したがって, 等高
線は $y$軸対称になるように外へと膨らんでいこうとするのであるが, 振動現象のため途中
で数値計算が破綻したのである.

岡 g憶 P-$\cdot$ $0\cdot t500$

’

デ. 図 4. 問題 2の数値解の等高線 [15].

この計算結果を数理解析研究所の研究集会で発表したところ, 磯祐介さんから「逆問題を
直接数値計算するのは非常識とされているが, あえてそれを行うということは何か別の目
的があるのか」といわれ, 自分の勉強不足を痛感すると同時に研究者として芽生え始めて
いた自信を一挙に無くしてしまったのである. 後から知ったことであるが, 問題 2は, 実
は, 典型的な逆問題であり非適切な問題であった [40, 46, 59]. また, 逆問題の直接数値計
算は誤差の増大による振動現象によってすぐ破綻するというのが常識であった. にも関わ
らず, それを知らなかったために非常識なことをやってしまったのである. 逆問題の常識
は, 正則化 [57] を行って順問題の最適化を行うというものである. この問題の場合は, 順
問題が自由境界問題になるので少し複雑である. そこで, 数値計算における離散化も一種
の正則化とみなして, 通常の正則化は考慮しない順問題の最適化 (汎関数の最小化) を数
値的に強引に行ってみた [49]. 数値的安定性に欠けていたので, コスト関数の形をプロッ
トすると性質の悪さを見事に反映して, 谷が狭く長いものであった (図 5). その後, 当時
制御分野で安定性に関して注目されていたファジィ理論等をこの問題に応用するなどして
いろいろと試しては見たが, 数値計算結果は大した進歩もなく満足いくものではなかった
$[16, 18]$ . アルゴリズムを複雑にすると不都合に対して簡単に対応できなくなってしまっ
たためである. 無謀ではあったが図 2の直接数値計算の方が単純であった.
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(a) 汎関数のプロファイル (b) 汎関数の等高線

図 5. 問題 2に関連する汎関数の例.

この頃数値計算が困難である問題に興味をもっていたので, 他の分野にもないものかと
いう関心はあった. ちょうどその頃, 自由境界問題に関連して相分離に興味を持っていた
河原田研究室では, 恩田智彦君に異常拡散という物理現象を講演してもらった. その支配
方程式は, 応用数学で Cahn-Hilliard方程式と呼ばれるものであった. 拡散係数が負にな
る可能性があるので逆問題の一種になるのではと思い, その数値計算をやってみると確か
に難しかった [35]. その直後, 高階微分をもつ Cahn-Hilliard方程式に関しては, 降旗大
介君が修士論文で安定に計算できる保存スキームを開発して解決してしまった. 高階微分
項がない Calm-Hilliard方程式や熱伝導方程式の拡散係数が負の場合 (熱伝導逆問題) の数
値計算を様々な数値解法を用いて行ってみたが, すぐ不安定になって数値計算は破綻した
[17].
熱伝導逆問題やプラズマ逆問題の数値解の様子を見ていると. 最初はそこそこうまく

いっているのに, 途中で微小な振動が始まるとあっという間にそれが発散している. 数値
誤差が拡大されて発散 (不安定) を引き起こしていることが分かる. では, 逆転の発想で,
数値誤差を極端に抑えたら例えそれが拡大されたとしても, 数値解は必要とされる精度で
得られるのではなかろうか\searrow これが無限精度数値計算の開発の動機となった.

2. 無限精度数値シミュレーション (IPNS)

前節で紹介したように, 逆問題の数値計算では, 数値誤差が指数関数的に増大して振動
現象が起きやすい. 逆問題に対する常套手段に正則化があるが, 正則化が強いと厳密解か
らかけ離れてしまうし, 正則化を弱くするとやはり振動現象が起きてしまう. 根本的に異
なる手法を考える必要があると思われた. そこで逆転の発想であるが, 振動現象は誤差が
急速に増大して引きおこされるので, 増大しても振動現象に見えないように最初の誤差を
極端に小さくすればよいのではないかと考えた. ところで, 数値誤差は丸め誤差と打ち切
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り誤差からなる. 数値誤差を極端に任意に小さくするということは, これらをそれぞれ任
意に小さくしなくてはならない.
丸め誤差を任意に小さくするには多倍長演算を用いればよい [38, 42, 45, 63]. 多倍長演

算に基づく数値計算を多倍長計算とよぷことにする. 現在では優秀な多倍長演算用のライ
ブラリがネット上で数多く公開されており $[5, 51]$ , 関数値を計算するような単純な多倍長
計算なら, それらライブラリのユーザーに徹すれば十分こと足りる. ただし, 多倍長計算
は膨大な計算時間とメモリ空間を必要とする. 以前の多倍長計算といえば, 円周率の計算
に代表されるように, ほとんどがスカラーについてのものであった. ところが, 最近の計
算機性能の発展は目を見はるものがあり, 現在の性能では無理な計算でも数年後には可能
になっていることも多い. このことを考えると, 多倍長計算は決して趣味のものではない
と考えた. 多倍長計算はとにかく今後の計算機のさらなる性能向上を最も期待する分野で
ある [23]. 例えば, 近年, 計算機で行われる丸めを厳密に考慮することで, 厳密解が入る
べき区間を特定する「精度保証付き数値計算」が実用的になってきた $[43, 44]$ . これと多
倍長演算を併用すると解の存在区間を極端に小さくできる [30].
丸め誤差は, 計算機のアーキテクチャから生じているもので, 有効数字の桁数に関し

て「無限」を「有限」としたことによって生じた. 計算機が原理的に無限の情報量を扱え
ないためである. 一方, 微分方程式や積分方程式の数値計算では, さらにもう一つの「無
限」を考えなくてはならない. それは, 方程式の解が無限次元の関数空間に属していると
いうことである. この次元に関して,「無限」を「有限」にすることを離散化といい, 離
散化によって生じる誤差を打ち切り誤差という. 打ち切り誤差を任意に小さくするには,
任意次数を実現する離散化近似を用いる必要がある. 離散化手法の中にスペクトル法と呼
ばれるものがある [1, 4, 9, 58, 62]. スペクトル法は, 有り体にいえば直交関数展開のこと
であるが, 近似の次数に関して非常に興味深い性質を持っている. 周期的な境界条件が課
せられている問題に対しては三角関数を用いる. そうでない問題に対しては Legendrc 多
項式や Chebyshev 多項式などを用いるが, 後者が次の意味で便利である. Chebyshev 多
項式に対しては, Chebyshev-Gauss-Lobatto 選点や Chebyshev-Gauss 選点などの特殊な
点が知られている [1]. 例えば, Chebyshev-Gauss-Lobatto選点というのは, $N$ を正整数
として, $x_{l}=\cos(l\pi/N),$ $l=0,1,$ $\cdots$ , N. このように解析的にわかっていると, この数
値計算は多倍長計算でいくらでも精度良くできる. もし, 関数が $N$次式であれば, この

$(N+1)$ 個の選点上の関数値さえわかれば関数を完全に再現できる. 即ち, Chebyshev 多
項式による展開係数と選点上の関数値との間には反転公式が存在する. つまり, 選点の個
数が変わると近似の次数が自動的に変わるという特徴を持っているので, 我々が望んでい
た任意次数の近似を容易に実現する離散化手法である. ここでは, スペクトル法の中でも,
非線形問題に容易に適用可能なスペクトル選点法 (SCM) をとりあげる. 選点上の関数値
を未知とするスペクトル法を SCM という. SCM は, 選点が中心のデルタ関数を重み関
数とする重さ付き残差法と見ることができる $[4, 62]$ . Chebyshev多項式を用いた SCM で

は, 選点上の導関数値は, 例えば $u’(x_{l})= \sum_{j=0}^{N}(D_{x})_{\{i}u_{j)}$ $u”(x_{l})= \sum_{j=0}^{N}(D_{xx})_{l\dot{\theta}}u_{j}$ .
ここで $x_{l}$ は先の選点で $u_{j}=u(x_{j})$ である. $D_{x},$ $D_{xx}$ は微分係数行列と呼ばれる定数行列
で, $(\cdot)\iota_{\dot{\theta}}$ は $(l,j)$ 成分を表す. もちろんこの成分は解析的に知られている [1]. これより,
微分方程式への SCM の適用法は差分法と同様であることがわかる.
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SCM は, 選点が 1つ増えると打ち切り誤差が 1,2桁小さくなるような, 桁違いの誤差
の減少スピードを誇る. これをスペクトル精度という [62]. 倍精度計算ではあっというま
に打ち切り誤差が丸め誤差より小さくなるので, その特長を生かすことはできない. そこ
で, 丸めの影響を排除するために多倍長演算の併用は不可欠となる. また, これによって
打ち切り誤差と丸め誤差を任意に小さくできることになる. このような任意次数を容易に
実現する離散化法と多倍長演算を併用した数値シミュレーションを, 我々は無限精度数値
シミュレーション (IPNS, Infinite-Precision Numerical Simulation) とよんだ [20]. 上にも
書いたように, IPNS は多倍長演算を用いるために膨大な計算資源を要求する. 空間 3次
元, 時間を入れて 4次元のシミュレーションを行うには, まだ 20年ほど計算機性能の発
展を待たなくてはならない.
無限精度, 任意精度が実現することを次の簡単な 1次元問題で確認する.

問題 3 次をみたす $u(x)$ を求めよ.

$u_{xx}=- \frac{\pi^{2}}{16}sn\frac{(x+1)\pi}{4}$ in $-1<x<1$ , $u(-1)=u_{x}(1)=0$ .

この間題の厳密解は $u(x)=\sin((x+1)\pi/4)$ である. IPNSの計算結果を下に示す. 計算に
は, Dual Core の Opteron Dual CPU の計算機を用いた. メモリ容量は 16GB である. 多
倍長演算用のライブラリ exflib[5] を用いて 7000桁で計算した. 表の*のデータは, さらな
る計算機資源を必要としたので, 同様の計算機を 5台ギガビットネットワーク接続してメ
モリ総容量が 96GB になる計算機クラスターで求めた. 表にはのせていないが, $N=10$
で倍精度限界に近い $10^{-10}$程度の誤差に到達する [26]. スペクトル法の特徴をいかすには
多倍長演算が必要性であることが容易にわかる. また, 計算誤差を任意に小さくできる
こともわかる. 差分法で計算したときの誤差が 200個の格子点を用いて $10^{-6}$ 程度である
[26] ことを考えると, 究極の計算結果であるといっても過言ではない.

3. 応用例とその周辺

ここでは IPNS による興味深い計算例とその周辺を紹介する.
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3.1第 1種積分方程式の直接数値計算
逆問題の典型的な例が, 次の Fredholm型の第 1種積分方程式である [6].

問題 4 次をみたす $u(y)$ を求めよ.

$\int_{0}^{1}e^{xy}u(y)dy=f(x)$ , $f(x)= \frac{(x-1)e^{x}+1}{x^{2}}$ , $f(0)= \frac{1}{2}$ .

この問題の厳密解は $u(y)=y$ である. 第 1種積分方程式の数値計算が困難であることは
教科書的な話であって, 常套手段である正則化 [57] を適用したとしても, 数値解から厳密
解を想像できる保証はない [7]. 数値計算するときは多倍長計算が必要であると指摘され
ていた [6] が, 離散化手法の吟味も重要になる. 簡単な離散化法として台形法を適用した
数値計算結果を図 7に示す. 縦軸のスケールが異なっているのでわかりづらいが, (a) と
(b) の縦軸を同じスケールにして比較すると実は 2つのグラフの立ち上がり具合は同じに
なっている. 即ち, この部分は丸め誤差の影響はなく, 打ち切り誤差が指数関数的に増大
していることがわかる. 一方, グラフの右の方では丸め誤差の影響が見られる. とにか
く, 数値計算は全く失敗している.

(a) 倍精度 (b) 4倍精度
図 7. 台形法用いたときの最大誤差.

そこで IPNS を適用する. IPNS としては, SCM として Chebyshev-Gauss-Lobatto法を
用い, 多倍長演算ライブラリは FMLIB[51] を用いた. まず. 被積分関数に SCM を適用し
た例を次に示す. 数値計算が不可能と思われていた問題 4が解けている. このときの離散
化と解の再構成は少し複雑である [22, 241のでここでは省略する.

図 8. 被積分関数に SCM を適用した IPNS の最大誤差 (2000桁)[24].
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とにかく, 逆問題の直接数値シミュレーションが一部の問題とはいえ可能になったこと
は意味は大きい. 数値実験が進むと理論の発展も期待されるからである. 実際, 問題 4に
関しては, 理論的に興味深い現象が数値計算から得られている [24]. 図 8の誤差の減少は
$O(N^{-2})$ でとても遅いが, 解 $u$ を SCM で離散化すると誤差が指数的関数的に減少するス
ペクトル精度が得られることがわかった [8]. また, このように様々な離散化法で精度が
全く異なるにも関わらず, 得られた連立一次方程式の条件数はそれ程かわらず, その性質
は Hilbert行列よりはるかに悪いという計算結果が得られた (図 9)[48].

�

$\vee\wedge\triangleleft\tau_{U}\overline{o}$

$\zeta$)

$\frac{o}{o}$

科

$\underline{Ob}0$

N $N$

(a) 被積分関数に台形則を適用した場合 (b) 被積分関数に SCM を適用した場合

N $M$

(C) 解に SCM を適用した場合 (d) Hilbert 行列

図 9. 各種離散化と条件数 (2000桁).

3.2 ラブラス作用素の Cauchy問題 $[52|$

IPNSの動機となったプラズマ逆問題に近い, 次の典型的な非適切問題である楕円型作
用素の Cauchy 問題を考えた.

問題 5 次をみたす $u(x, y)$ を求めよ.

$\Delta u(x, y)=\sinh(2\pi y)$ , $0<x<1,0<y<1$ ,
$u(0, y)=0$ , $0\leqq y<1$ ,
$u(1, y)=0$ , $0\leqq y<1$ ,
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$u(x,0)=0$ , $0<x<1$ ,

$\frac{\partial u}{\partial y}(x, 0)=g_{\epsilon}(x)$ , $0<x<1$ .

ここで

$g_{\epsilon}(x)=\{\begin{array}{ll}0 , 0\leqq x\leqq\frac{\epsilon}{2}\frac{1}{2\pi}(1-\cos(2\pi\frac{x-\frac{\epsilon}{2}}{1-\epsilon})) , \frac{\epsilon}{2}<x<1-\frac{\epsilon}{2},0 , 1-\frac{\epsilon}{2}\leqq x\leqq 1.\end{array}$

$\epsilon=0$ のときは次の厳密解が存在する

$u(x,y)= \frac{1}{4\pi^{2}}$ ( $1-$ cos $(2\pi x)$ ) $\sinh(2\pi y)$

厳密解が存在する $\epsilon=0$ の数値計算結果を次に示す. 差分法 ($N$ は $x,$ $y$方向の分割数) は
数値解が発散する傾向にある. 差分法はこの計算には向いていない. 一方, IPNS($N$ は

$x,$ $y$ 方向の近似の次数) を適用したところ数値解が厳密解に指数関数的に収束している.
ここで, IPNS としては, SCM として Chebyshev-Gauss-Lobatto 法を用い, 多倍長演算
ライブラリは FMLIB[51] を用いた. IPNS では SCM の適用のために $x,$ $y$ 方向を [-1, 1]
にアフィン変換した同値な問題を解いているため, 図の軸の目盛りが異なっていることに
注意する.

(a-1) $N=20$ (a-2) $N=50$
(a) 差分法

(b-1) $N=50$ (b-2) 最大誤差
(b) IPNS

図 10. $\epsilon=0$のときの数値解のプロファイルと最大誤差 (120桁).
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$\epsilon=0.0001$ の場合の計算結果を次に示す. 差分法の結果は省略する. IPNS の数値解が発
散傾向を示している. これは, 経験的には, 解が存在しないことを示唆していると考えら
れる.

(a) $N=20$ (b) $N=50$

図 1L IPNS による $\epsilon=0.0001$ のときの数値解のプロファイル (120桁).

33熱伝導順問題 [29]

解析接続は基本的で教科書的なものである. この解析接続に関する実用的な応用例が逆
問題に関連して研究されてきた $[11, 59]$ . そこでは, ラプラス方程式のコーシー問題の解
の接続が考えられている. そこで, [29] では熱伝導問題に対する解の接続問題とそれに関
連した次の問題をとりあげた. 2つのパラメータ $T$ と $\epsilon$ を含んでいる.

問題 6 2つのパラメータ $T\in[-1,1]$ と $\epsilon$ に対して, 次を満たす $u(t, x)$ を求めよ.

$u_{t}(t,x)=u_{xx}(t,x)$ , $-1<t<1$ , $-1<x<1$ ,

$u(0,x)= \cos\frac{\pi}{2}x$ , $-1<x<1$ ,

$u(t, -1)=0,$ $u(t, 1)=f(t)$ $-1\leqq t<T$,

$u_{t}(t, \pm 1)=u_{xx}(t, \pm 1)$ , $T\leqq t<1$ .
ここで, $f(t)=\epsilon(t+1)$ とする.

注意 問題 6は $T$の値によって様々な問題になる.

$\{\begin{array}{ll}T=1 \text{初期境界値問題},-1<T<1 \text{解の接続問題},T=-1 \text{初期値問題}.\end{array}$

$T=1,$ $\epsilon=0$ のときの問題 6の厳密解は,

$u(t,x)= \exp(-(\frac{\pi}{2})^{2}(t+1))\cos\frac{\pi}{2}x$ .
$T=-1$ とすると熱伝導方程式の初期値問題となり, 解の一意性は成り立たない [32]. こ

の問題の数値実験は, 熱伝導方程式の初期値問題の一意性に関する数値実験といえるし,
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解の接続に関係する数値実験ともいえる. また, $\epsilon$ は解の解析性に関係するパラメータで
ある. $\epsilon=0$ のときは, $T$ の値にかかわらず上の関数が, 時空間大域的な解析的関数で問
題の解になる.
数値計算は, IPNS と単純な離散化法 $(FDM\oplus EE)$ (空間 :2次差分法, 時間 :1次陽的オ

イラー法) の 2種類で行った. IPNS では, 任意次数近似離散化法に SCM を用い, 多倍長
演算ライブラリはコンパクトで高速な exflib[5] を用いた. SCM として Chebyshev-Gauss-
Lobatto法を用いた. SCM において, 時間方向, 空間方向の近似次数をそれぞれ $N_{t}$ , Nら
で表す. 数値計算では簡単のために $N=N_{t}=N_{x}$ とした. $FDM\oplus EE$ では, 安定性を考
慮して, 空間方向の分割数を $N_{x}$ としたとき, $\Delta x=2/N_{x},$ $\Delta t=0.2(\Delta x)^{2}$ とした.
まず, 通常の初期境界値問題 $(T=1)$ の場合の数値計算を行った. このときは, 連続

的な解は一意に存在する [32]. さらに, $\epsilon=0$ ではそれは東 $t,$ $x$ ) に他ならない. $\epsilon=0$ と
したときの計算例を図 12に示す. $FDM\oplus EE$ でも IPNS でも期待通りの結果が出ている.
$FDM\oplus EE$が 2次収束するのは, $\Delta t=0.2(\Delta x)^{2}$ であるので, EEの精度が FDM の次数に
対応するためである.

(a) $FDM\oplus EE(100\hslash^{arrow})$

$N$

(b-1) 解のプロファイル $(N=50)$ . (b-2) 最大誤差.

(b) IPNS$(200 ffi)$

図 12. 数値解のプロファイルと最大誤差 $(T=1, \epsilon=0)$ .
$\epsilon\neq 0$ のときは厳密解の形はよくわからないが, 計算は安定に問題なく実行できた.
つぎに, 初期値問題 $(T=-1)$ の数値計算を行う. 問題の解の一意性はない [32]. この

場合, $\epsilon$ は意味をなさなくなる. 計算結果を図 13に示す. 図 13(b) をみると SCM を使う
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ときには多倍長演算が必要であることがわかる. この現象は実は IPNS の動機を示してい
る. 解の一意性がない初期値問題に対して数値解は収束傾向を示している. 解析的関数が
解になっているので, 数値解法が正則な関数即ち解析関数を解としてとらえにいったもの
と考えられる [28].

$u$ $u$

(a-1) 倍精度 (a-2) 多倍長 100桁
(a) $FDM\oplus EE(N_{x}=200)$

(b-1) 倍精度 (b-2) 多倍長 200桁
(b) IPNS$(N=50)$

図 13. 数値解のプロフアイル $(T=-1)$ .

解の接続問題 $(T=0)$ を考える. $\epsilon=0$のときの計算を図 14に示す. 解の一意性はわか
らないものの, 時空間大域的解析的関数 $\tilde{u}(t, x)$ が解になるので, 数値解は $\tilde{u}(t, x)$ に収束
していることがわかる.

(a) $FDM\oplus EE(100 ffi)$
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(b-1) 解のプロフアイル $(N=50)$ .
$N$

(b-2) 最大誤差.

(b) IPNS$(200 ffi)$

図 14. 数値解のプロファイルと最大誤差 $(T=0, \epsilon=0)$ .
$\epsilon\neq 0$ のときの数値計算結果を図 15に示す. $FDM\oplus EE$ は数値解が収束しているように見
えるが, IPNS は振動をおこして収束しない. 我々の経験では, IPNS が収束しないとき
は解が存在しないことを示唆するのであるが, これに関する解析は今後の課題である.

$u$ $u$

(a-1) $N_{x}=10$ (a-2) $N_{x}=200$

(a) $FDM\oplus EE$

(b-1) $N=10$ (b-2) $N=50$
(b) IPNS

図 15. 数値解のプロファイル ($T=0,$ $\epsilon=1$ ,200桁).

34熱伝導逆問題 [30]

[30] では熱伝導逆問題に対する解の接続問題とそれに関連した次の問題をとりあげた.
2つのパラメータ $T$ と $\epsilon$ を含んでいる.
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問題 72つのパラメータ $T\in[-1,1]$ と $\epsilon$ に対して, 次を満たす $u(t, x)$ を求めよ.

$u_{t}=-u_{xx}$ , $-1<t<1,$ $-1<x<1$ , (1)
$u(0,x)= \cos\frac{\pi}{2}x$ , $-1<x<1$ , (2)

$u(t, -1)=0$ , $-1\leqq t\leqq T$ , (3)
$u(t, 1)=\epsilon(t+1)$ , $-1\leqq t\leqq T$ , (4)
$u_{t}(t, \pm 1)=-u_{xx}(t, \pm 1)$ , $T<t<1$ . (5)

注意 問題 7はパラメータ $T$ の値によって様々な問題になる.

$\{\begin{array}{ll}T=1 . . . \text{初期値境界値問題},-1<T<1 . . . \text{解の接続問題},T=-1 . . . \text{初期値問題}.\end{array}$

問題 7の $T=1,$ $\epsilon=0$ のときの厳密解は次で与えられる.

$u(t,x)= \exp((\frac{\pi}{2})^{2}(t+1))\cos\frac{\pi}{2}x$ (6)

我々は. 方程式 (1) に対して直接数値計算を行ってきた [19, 53, 54]. 数値誤差が指数関
数的に増加するため, 簡単な離散化法では安定に数値計算できない. 図 16は, 2つの手法
FDM\oplus EE(空間 :2次差分法, 時間 :1次陽的オイラー法) と 3.3と同様の IPNS における
$T=l,$ $\epsilon=0$ のときの問題 6の数値計算結果である. IPNS が安定に計算できていること
がわかる.

$u$

(a-1) $N_{x}=10$ (a-2) $N_{x}=50$

(a) 数値解のプロフアイル $(FDM\oplus EE)$

$u$ 夏

(b-1) $N=50$

(b) 数値解のプロファイルと誤差 (IPNS)
図 16. 数値計算結果 $(T=1, \epsilon=0,200digits)$ .
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$FDM\oplus EE$ は不安定で全く役に立たないので, その計算結果は省略する.
$\epsilon\neq 0$ のときには解が存在するかどうか不明である. 次の図では $T=1,$ $\epsilon=10^{-10}$ の

IPNS の計算結果を示す. 数値解が収束しないで振動を始めている. 経験的には, これは
発散傾向にある. 実際, ここでは省略しているが大きい $\epsilon$ では明らかに解が発散傾向にあ
る [30]. 多分 $\epsilon\neq 0$ であれば同様の結果になると思われる. $T=0,$ $-1$ のときの数値解も
同様の振る舞いをする. この結果は解の非存在を示唆するものである.

$u$ $u$

(c) $N=50$

図 17. 数値解のプロファイル ($\epsilon=10^{-10}$ , IPNS, $T=1,200digits$).

我々は, 当初, 数値解が収束しない理由が $(t,x)=(-1,1)$ において $u_{t}\neq-u_{xx}$ にある
と考えた. そこで, 境界条件 (4) を $u_{t}\neq-u_{xx}$ を満たすもので置き換えた. しかしながら,
計算結果は同様であった. これによって, 当初の我々の考えが間違っていたことが判明し
たと同時に, より高度に数学的な理由があると考えられる. その理由は解の解析性と解の
存在の関係に関連していると思われる. 実際, いくつかの間題では, 解の存在は解の解
析性を意味する. 解が解析的ならば, IPNS はとても精度よくそれをとらえることができ
る. もし, このような状況の数値計算を行っているとすれば, 数値解が収束しないという
計算結果は解の非存在を示していることになる. 解の非存在の証明は解の存在証明より一
般に難しいといわれているが, 我々の数値解法である IPNS は解の非存在の証明に役立っ
可能性があることがわかった.

$T=0,$ $\epsilon=0$の場合, 問題 7は解の接続問題になる. 問題 7の $T=1,$ $\epsilon=0$ のときの厳
密解 (6) がこの場合の厳密解になる. ただし, 解の一意性が成立するかどうかはわからな
い. 数値計算結果を図 18に示す. 数値解は問題 7の $T=1,$ $\epsilon=0$のときの厳密解 (6) に
収束している. 即ち, IPNS は一つの解析関数を厳密解としてとらえることに成功してい
る. 解が複数存在するとき. 数値解法は最も滑らかな解を選択する傾向がある [28]. 今の
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場合, 解析関数 (6) が最も滑らかな解であるので, 解の一意性がこの問題において保証さ
れていなくても, IPNS は解として (6) をとらえたと考えられる.

$u$

化

(a) 解のプロフアイル $(N=50)$ (b) 最大誤差

図 18. 数値解のプロファイルと誤差 (IPNS, $T=0,$ $e=0,200digits$).

$T=-1$ の場合. 問題 7は初期値問題になり. $T=1,$ $\epsilon=0$ のときと同様に厳密解 (6)
が存在する. 方程式が通常の熱伝導方程式であれば, 解の非一意性はよく知られた事実で
ある [32]. しかしながら, 今の熱伝導逆問題の場合に解が一意であるかどうかはわからな
い. 数値計算結果を図 19に示す. 数値解は厳密解 (6) に収束している. IPNS法が上と同
じ理由で, 一つの解析関数を厳密解としてとらえることに成功している.

$u$

夏

(c) $N=50$ (d) 最大誤差

図 19. 数値解のプロファイルと誤差 (IPNS, $T=-1,200digits$).

3.5その他の計算手法の開発

IPNS をやっていると微妙なことが見過ごせなくなる. 極座標変換に伴う擬似特異性の
出現も気になる問題である. 格子点 (選点) を用いる数値解法では, 格子点 (選点) の配置
を工夫することで特異性を回避できる. スペクトル・ガレルキン法においては級数を制限
するという特異性の回避法が提案されているが [31, 39, 60, 61], 非線形項の処理や境界条
件の処理に手間がかかる. この特異性ができれば除去できればそれにこしたことはない.
そこでこの特異性を除去することを考えた $[25, 28]$ . 応用では 2階までの偏微分がよく使
われるので. ここでは 2階までの偏微分に対する特異性回避公式を紹介する. もとの極座

113



標変換の公式は次であり原点 $r=0$ で特異性が見られる.

$u_{x}(x,y)= \cos\theta u_{r}(r,\theta)-\frac{\sin\theta}{r}u_{\theta}(r, \theta)$

$u_{l/}(x,y)= \sin\theta u_{r}(r, \theta)+\frac{\cos\theta}{r}u_{\theta}(r,\theta)$

$u_{xx}(x,y)= \cos^{2}\theta u_{rr}(r,\theta)-\frac{\sin 2\theta}{r^{2}}(ru_{r\theta}(r,\theta)-u_{\theta}(r,\theta))+\frac{\sin^{2}\theta}{r^{2}}(u_{\theta\theta}(r,\theta)+ru_{r}(r,\theta))$

$u_{xy}(x,y)= \frac{\sin 2\theta}{2}\{u_{rr}(r,\theta)-\frac{1}{r^{2}}(u_{\theta\theta}(r,\theta)+ru_{r}(r,\theta))\}+\frac{\cos 2\theta}{r^{2}}(ru_{r\theta}(r,\theta)-u_{\theta}(r,\theta))$

$u_{yy}(x,y)= \sin^{2}\theta u_{rr}(r,\theta)+\frac{\sin 2\theta}{r^{2}}(ru_{r\theta}(r,\theta)-u_{\theta}(r,\theta))+\frac{\cos^{2}\theta}{r^{2}}(u_{\theta\theta}(r,\theta)+ru_{r}(r,\theta))$

上の公式における $r=0$での特異性を除去した式が次である. ここで, 左辺の例えば $u_{x}(0, \theta)$

とは, 極座標平面の $(r, \theta)=(0, \theta)$ における $u_{x}(x$ ,のの値を示す. $r\neq 0$ では上の公式をそ
のまま使えばよい.

$u_{x}(0, \theta)=c\cdot os\theta u_{r}(0, \theta)$ -sin 9 $u_{r\theta}(0, \theta)$

$u_{y}(0, \theta)=\sin\theta u_{r}(0, \theta)+\cos\theta u_{r\theta}(0, \theta)$

$\uparrow A_{xx}(0, \theta)=u_{rr}(0, \theta)-\frac{1}{2}\sin 2\theta u_{rr\theta}(0, \theta)+\frac{1}{2}\sin^{2}\theta u_{rr\theta\theta}(0, \theta)$

$u_{xy}(0, \theta)=\frac{1}{2}\cos 2\theta u_{rr0}(0, \theta)-\frac{1}{4}\sin 2\theta u_{rr\theta\theta}(0, \theta)$

$u_{yy}(0, \theta)=u_{rr}(0, \theta)+\frac{1}{2}$ sin29 $u_{rr\theta}(0, \theta)+\frac{1}{2}\cos^{2}\theta u_{rr\theta\theta}(0, \theta)$

3.3で紹介した熱伝導逆問題に関して, 時間大域的な数値計算も IPNS で試みた. この
ときには解が非有界になるという困難が伴う. そこで, 有界化 $[27, 28]$ というテクニック
を開発し大域計算を実行した [53, 54, 64]. この過程で方形波を解析関数で近似する簡単
な手法が見つかった. 熱伝導逆問題の厳密解

$u(x,t)= \exp\frac{\pi^{2}t}{4}\cos\frac{\pi x}{2}$ , $0\leqq t$ , $-1\leqq x\leqq 1$

に対して, 時間変数 $t$ を $t= \frac{\tilde{s}}{1-\overline{s}^{2}}$ で有理化して, 得られた関数 $\tilde{u}(x,\tilde{s})=\tilde{u}(x,\tilde{s}(t))=$

$u(x, t)$ を $\tilde{u}=\frac{\tilde{v}}{1-\tilde{v}^{2}}$ で有界化する.

$\tilde{v}(\dot{x},\tilde{s})=\frac{2e^{\pi^{2}}\urcorner_{1-l}^{-arrow}\cos\frac{\pi x}{2}}{1+\sqrt{1+4e^{\tau_{\overline{1}-l}^{\angle}\tau}\cos^{2}\frac{\pi x}{2}2}}$ $0\leqq\tilde{s}<1$ , $-1\leqq x\leqq 1$

すると, $\tilde{v}$ は $0\leqq\overline{s}<1$ のとき, 方形波を近似する解析関数となっている (図 20).
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(a) 有界化前 $(u(x, t))$ (b) 有界化後 $(\tilde{v}(x,\tilde{s}))$

図 20. 有界化による方形波の解析近似.

振動的な関数 $f(x)$ に非有界な指数関数 ( $e^{\lambda t},$ $\lambda>0$ のようなもの) をかけて得られる関数
をこの手続きで有界化すれば, $f(x)$ の $0$ 点を不連続点にもつ方形波のオーバーシュート
のない解析近似ができあがる.
その他にも, 写像関数を用いた固定領域法によって. 1次元の自由境界問題の IPNSが実

現できた $[21, 55]$ . 1次元自由境界問題のアトラクターの解析も SCMを用いて行った [50].
多倍長演算と組み合わせると自由境界問題のアトラクターの IPNS となる. また, 空間 1
次元の解のプロファイルの収束の IPNS を, 解の等高点の動きを自由境界とみなして行っ
た [47].

4. まとめ

任意次数近似を容易に実現する離散化法と多倍長演算を組み合わせた数値シミュレー
ションを無限精度数値シミュレーションと呼んだ. このシミュレーションでは計算誤差を
任意に小さくできるので, 不可能だと思われてきた逆問題の直接数値シミュレーションを
可能にした. また, 逆問題の様々な数値実験を可能にしてきた. 例えば, 熱伝導問題など
では数値計算結果から解の非存在が示唆された. これを理解するためには, 解の存在と解
の解析性の関係を考慮する必要があると思われる. 解の非存在の証明は解の存在証明より
一般に難しいといわれているが, 無限精度数値シミュレーションは解の非存在の証明に役
立つ可能性があることがわかった. 熱伝導問題に関連しては, 解の一意性がない問題に対
して数値解法が滑らかな解を選択するというようなおもしろい数値実験もできた. 一方,
無限精度数値シミュレーションに耐えられるように, 数値計算法の高度化も必要になった.
これは有界化法や極座標変換の特異性の除去法の開発につながった. このように無限精度
数値シミュレーションは新しい分野をどんどん開拓している. 現在の計算機の性能では,
空間 3次元, 時間を入れて 4次元の無限精度数値シミュレーションは不可能であるが, 今
後のハードウェアの発展を考えると 20年後には可能になっていると思われる. 将来が楽
しみなシミュレーション法である.
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