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1 はじめに

工学の問題や自然現象においては 「形状」 が重要な役割を果たす場合が多
い. これらは, その 「形状」 は物理量が定義される領域とみなされ, 物理 1

と領域を共に独立変数とする 「コスト関数」 を考え, コストを最小にする領
域 (形状) として特徴付けることが多い. これが最適形状問題である.
物理量は考えている領域上で楕円型偏微分方程式の解として多く扱われる.

最適形状を実際に数値的に求める方法は二通りある.
第一の方法は楕円型方程式とコスト関数関数を最初に離散化し, 有限次元

空間で最適形状問題を $R^{d}$ で近似最適形状 $\Omega_{h}^{*}$ を求め離散化の精度 $harrow 0$ と

おけば連続問題の最適形状 $\Omega^{*}$ が得られる (Haslinger et al. [14] の第 5章,
[15] の, 第 2章 4節, 第 3, 4章参照). この方法は有限次元的手法の豊富な理
論が適用可能である.

第二の方法は連続問題において 「コスト関数の感度」 (パラメータによる微
分) を求め, 感度の離散近似により近似最適形状を求める. この手法の問題点
は感度から勾配法を直接的に近似最適形状を求める場合に, 得られる近似最
適図形が滑らかでなく, 計算が不安定になることが知られている ([19], Fig.
5.1参照).
これを回避するため, B. Mohammadi and O. Pironneau による境界面ラ

プラス作用素を用いる方法 ([19], $P\cdot 126,$ $(5.1)$ 式参照) と畔上による力法
(Traction Method, [3]) が提案されている. これらは感度を直接用いずに感
度にフィルターを施して実際に施す領域摂動を求めるものである.
これらの特徴は, いずれも感度を非斉次項とする偏微分方程式を解き, そ

の解を領域摂動として近似最適形状を求める手法である. 前者は出発領域の
境界面で感度を非斉次項として偏微分方程式を解く. 後者は力法 (Tbaction
method) と呼ばれる. 力法は感度を非斉次項とする偏微分方程式を出発領域
の内部で解く手法である. 文献 [3] の方法の有効性について文献 [4], [17] で考
究している. 力法はコスト関数を最も効率良く減少させる摂動領域を構成で
きる.

本論ではこの摂動領域の, 有限要素法による誤差について論ずる.
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2 ストークス問題における最適形状問題

ここで領域 $\omega^{\epsilon},$ $D(\subset R^{d},\omega^{\epsilon}\subset\overline{\omega}^{\epsilon}\subset D, d=2,3)$ を考える. $\epsilon$ は今のところ

適当なパラメータであるとし, 後に定める. $w^{\epsilon}$ の容積を $|\omega^{\epsilon}|$ とおき,

$|w^{\epsilon}|=const$ . (2.1)

とする. 又 $\Omega^{\epsilon}=D\backslash w<$ とおく. 許容領域族 $\mathcal{U}^{ad}$ を次式て定義する.

$\mathcal{U}^{ad}=$ { $\Omega^{\epsilon}|C^{0,1}$級}

許容領域族の要素 $\Omega^{\epsilon}$ の境界 $\partial\Omega^{\epsilon}$ は $\partial\Omega^{\epsilon}=\Gamma\cup\gamma^{\epsilon}$ とおく. ここで $\Gamma=\partial D$,
$f=\partial w^{\epsilon}$ とおく. $D$ 上に予め流速 $U\in H^{3}(D)$ が指定されている. 領域 $\Omega^{\epsilon}$ 内

の流体の流速と圧力を $u^{\epsilon}$ と $P^{\epsilon}$ とおく. 次のストークス問題を考える. $BV(\Omega^{\epsilon})$

$\{\begin{array}{l}-\Delta u^{\epsilon}+gradp^{\epsilon}=0\Omega^{\epsilon}divu=0\Omega^{\epsilon}u^{\epsilon}=0\gamma^{\epsilon}u^{e}=U\Gamma\end{array}$ (2.2)

$\Omega^{0}\in \mathcal{U}^{ad}$ を一つ固定し出発領域と呼び, $\Omega^{0}$ の摂動領域 $\Omega^{\epsilon}$ を次の手順で考
える. ベクトル関数族 $U^{ad}$ を次のように定義する.

$U^{ad}=\{\rho\in\{C^{0,1}\}^{d}|\Vert\rho\Vert_{0,1}\leq\delta\}$

$\rho>0$ は十分小なる正数とし, ノルム $\Vert\cdot\Vert_{0,1}$ は次式で定義する.

$\Vert\rho\Vert_{0,1}=\Vert\rho\Vert_{0}+|\rho|_{1}$ ,

$\Vert\rho\Vert_{0}=\max\{|\rho(x)|\forall x\in D\}$ ,

$| \rho|_{1}=\sup\{\frac{|\rho(x)-\rho(y)|}{|x-y|}|\forall x,y\in D,x\neq y\}$ ,

ここで摂動パラメータ $\epsilon$ は $|\epsilon|\leq 1$ とし, $\Omega^{0}$ の摂動領域 $\Omega^{\epsilon}$ を次式で定義する.

$x^{\epsilon}=x+\epsilon\rho(x)$ ,
(2.3)

$\Omega^{\epsilon}=\{x^{\epsilon}|\forall x\in\Omega^{0}\}$

実数域 $R$ 上の関数 $g(\cdot)$ を用い, 領域のコスト $J(\Omega^{\epsilon})$ は次式で定義する.

$J( \Omega^{\epsilon})=J(\Omega^{\epsilon},u^{e})=\int_{\Omega}.g(u^{\epsilon})dx$. (2.4)
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3 コスト関数のガトー微分
$\rho\in U^{ad}$ を用いた領域摂動 $\Omega^{\epsilon}$ によるコスト関数 $J(\Omega^{\epsilon})$ のガトー微分 (感

度) を考える. $j(\epsilon)=J(\Omega^{\epsilon})$ とおく. $U^{ad}\subset X=\{H^{1}(D)\}^{d}\}$こ注意する. 空
間 $X$ の共役空間を $X’$ とおく. 出発領域 $\Omega^{0}$ , 予めの流速 $U$ と関数 $g(\cdot)$ にっ

いて次ぎの条件を考える.

$\Omega^{0}$ は $C^{2,1}$ 級である, (3.1)

$U\in\{H^{3/2}(r)\}^{d}$ , (32)

$g\in C^{2}(R)$ (3.3)

条件 (3.1), (3.2) の下で $u\in H^{3}(\Omega^{0})$ であり, 条件 (3.3) の下で, $g_{u}(u)\in$

$H^{1}(\Omega^{0}$ が分かる. $\nu$ は境界 $\gamma=\gamma^{0}$ の単位長外向き法線である. 簡単のため
$u=u^{0},p=p^{0}$ と記す. 問題 $BV(\Omega^{0})$ の随伴問題を考える. $BV^{*}\Omega^{0}$): 次式
をみたす $\{u^{*},p^{*}\}\in\{H_{0}^{1}(\Omega)\}^{d}xL^{2}(\Omega^{0})$ を求めよ.

$\{\begin{array}{ll}- Au’ -gradp^{*}=g_{u}(u) in \Omega^{0},div u^{*}=0 in \Omega^{0}, u^{*}=0 on \Gamma\cup\gamma^{0}. \end{array}$ (3.4)

このとき文献 [17] と同様にして次の命題が得られる.

Proposition 1条件 (3.1), (3.2), (3.3) の下で $G\in X’$ が定まり, 次式がな

りたつ.

$(G,\rho$ . $\nu\rangle$
$= \lim_{\epsilonarrow 0}\frac{j(\epsilon)-j(0)}{\epsilon}$,

(3.5)

$G=g(u)+\partial_{\nu}u\delta_{\nu}u^{*}$ .

4 力法とコスト $J(\Omega^{\epsilon}, u^{\epsilon})$ の最大減少方向

摂動要素 $\rho:\in U^{ad},$ $i=1,2$ は次の意味で正規化されたものとする.

$\Vert_{\beta:}\Vert_{X}=1$ .

次の記号を用いる.

$\Omega^{\epsilon\rho_{i}}=\{x^{\rho}=x+\epsilon\rho:(x)|\forall x\in\Omega^{0}\}$ ,

$j:(\epsilon)=J(\Omega^{\epsilon\rho_{l}})$ $i=1,2$ .
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とおく. $j_{1}(\epsilon)-j_{1}(0)<0$ とする. 又 $j_{2}(\epsilon)-j_{2}(0)\leq 0$ をみたす任意の正規

化された摂動要素 $\rho_{2}\in U^{ad}$ に対して

$| \frac{j_{2}(\epsilon)-j_{2}(0)}{j_{1}(\epsilon)-j_{1}(0)}|\leq 1$ (41)

をみたす摂動要素 $\rho_{1}$ はコストの最大減少方向を与える摂動要素と考えること
ができる.

上記 (4.1) の意味でのコストの最大減少方向を与える摂動要素 $\rho_{1}$ は実際に

二つの方法で与えることができる. 一つは $\gamma^{0}$ 上の一様楕円型条件をみたす面

ラプラス作用素によってであり, 他の方法としては領域 $\Omega^{0}$ 上の一様楕円型

条件をみたす楕円型作用素 $A$ で与えることができ, 後者は力法である.

力法を導入する. $TR(\Omega^{0})$ : 次の条件をみたす $\{\rho_{G},r_{G}\}\in X\cross L_{0}^{2}(\Omega)$ を求

めよ.

$\{\begin{array}{ll}-\Delta\rho_{G}+\rho_{G}+gradr_{G}=0 in \Omega^{0},div \rho_{G}=0 in \Omega^{0}, \partial_{\nu}\rho_{G}=-G on \gamma^{0}, \rho_{G}=0 on \Gamma. \end{array}$ (4.2)

ここで $r_{G}$ は $div\rho_{G}=0$ のラグランジ $=$乗数である. 力法でが解けたとき,

(4.1) の意味でコストの最大減少摂動領域 $\Omega^{\epsilon}$ を与える正規化された $\rho_{1}$ は

$\rho_{1}=\frac{\rho c}{\Vert\rho_{G}||}$

である. 力法 (4.2) の変分的定式化は次のように与える.

$\{\begin{array}{ll}(grad\rho_{G}, grad v) -( \rho_{G}, div v) =-(G,v\rangle \forall v\in X,(div\rho_{G},q)=0 \forall q\in L_{0}^{2}(\Omega^{0}). \end{array}$ (4.3)

5 有限要素法スキーム

力法は実際計算で安定性が強く既に有限要素法計算が多く行われている
([4, 5], 及びその文献表参照). そこで力法に有限要素法を適用する場合に確
立された数学理論からどのようなことが見えてくるか, どんなことに注意す

るかを以下に考察していきたい.
力法において有限要素法は幾つかの適用段階がある. (a) 問題 (2.2) の近似ス
キームを解き $\{u_{h},p_{h}\}$ を求め, (b) 問題 (3.4) の近似スキームを解き $\{u_{\hslash}^{*},p_{h}\}$
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を解き $\{\rho_{G_{h}}, r_{G_{h}}\}$ を求める. $\rho_{G_{h}}$ と十分小なる $\epsilon>0$ を採用してコスト減少

領域 $\Omega^{\epsilon}$ を構成する.

本稿では段階 (c) 問題 (3.5) の解 $\rho_{G}$ の近似 $\beta G,h$ のエネルギーノルム誤差
$\Vert\rho_{G,h}-\rho_{G}\Vert x$ の精度を, $0<\alpha\leq 1$ として $\alpha$ 次を保障するには, 段階 (a),(b)
において有限要素の多項式次数は 2次以上を用い, $\{u_{h},p_{h}\},$ $\{u_{h}^{*},p_{h}^{*}\}$ に対し

て少なくも 2次の精度が必要であることを主張したい.
具体的には $\{u_{h},p_{h}\},$ $\{u_{h},p_{h}^{*}\}$ にが 2次の精度のとき, $\rho_{G,h}$ の近似空間 $X_{h}$

に 1次の有限要素空間を用いるとき, エネルギーノルムではかり, 空間刻み
$h$ を用いて $\rho_{G,h}$ の誤差は $O(h^{1/2})$ であることが主張できる.

最初に領域を有限要素法の標準的な方法で三角形分割 $\mathcal{T}_{h}=\{K\}$ を与える.

要素 $K$ の直径 $h_{K}$ , 内接円の直径 $r_{K}$ をとおき, $h= \max_{K}h_{K}arrow 0$ , さらに

lim $sup\max\underline{h_{K}}<\infty$ (5.1)
$harrow 0$ $K$ $r_{K}$

を仮定する. 境界 $\gamma^{0}\cup\Gamma$ 上におおよそ距離 $h$ 以内に以下に述べる節点が分
布し, 境界 $\gamma^{0}\cup\Gamma$ 上の節点でできる多角形領域 $\Omega_{h}$ を

$\Omega_{h}=\cup$ K. (5.2)
$K\in T_{h}$

とし, その境界 $\gamma_{h}^{0}\cup\Gamma_{h}$ をとおく.

問題 (2.2), (3.4) を解くために Crouzeix and Raviart による 2次の多項式要
素を導入する (EXAMPLE 2 in [10]). 空間 $V$ を近似する空間 V $=\{W_{h},0\}^{2}$ ,

$W_{h,0}=\{v_{h}\in W_{h}|v_{h}|_{\Gamma_{h}\cup\gamma_{h}^{0}}=0\}$,

$W_{h}= \{v_{h}\in C(\prod_{h})|\forall K\in \mathcal{T}_{h}, v_{h}|_{K}\in P_{K}\}$ をとおく. ここでa は $k$ 次多
項式全体のなす空間であり, $P_{K}$ は $P_{2}$ 欧 $P_{K}\subset C^{1}(K)$ をみたし, 下記に述

べる関数で生成される空間である. 実際に三角要素 $K$ を任意に固定しそこで
の節点は重心座標 $\{\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3}\}$ で表現して以下の通りである.

$a_{1}=(1,0,0),$ $a_{2}=(0,1,0),$ $a_{3}=(0,0,1)$ ,

$a_{31}=a_{12}= \{^{\frac{1}{\frac{21}{2’}},\frac{1}{2},0}0,\frac{1}{2})_{a_{123}=(\frac{1}{3},\frac{1}{3},\frac{)1}{3})}^{a_{23}=(0,\frac{1}{2},\frac{1}{2}}$

,

(5.3)

$P_{K}=hul1\{\lambda_{1}^{2},\lambda_{2}^{2},$ $\lambda_{3}^{2},\lambda_{1}\lambda_{2}$ ,
(5.4)

$\lambda_{2}\lambda_{3},\lambda_{3}\lambda_{1},\lambda_{1}\lambda_{2}\lambda_{3}\}$

Remark 1近似空間の定義領域 $\Omega_{h}$ の境界 $\Gamma_{h}\cup\gamma_{h}^{0}$ 上の節点は出発領域 $\Omega^{0}$

の境界上 $\Gamma\cup\gamma^{0}$ に配置されている. 従って一般にであるので, 上記の脇や
後に扱う近似空間 $X_{h}$ }ま $V_{h}\not\subset V,$ $X_{h}\not\subset X$ である. これらは適合近似空間で
ない.
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Remark 2上の注意で述べたように, 近似空間 $V_{h},$ $X_{h}$ 適合近似空間でな
い. そこで解 $u,p,$ $u^{*},p^{*},$ $\rho_{G}$ の誤差の意味付けが問題になる. 領域 $\Omega^{0}$ はリ

プシツ境界をもつので, ソボレフ空間 $H^{m}(\Omega^{0})$ の要素 $u,p,$ $u^{*},p^{*}$ は $R^{d}$ へ拡

張可能でき ( $[\eta$ 参照), 拡張作用素を予め定め, 必要な関数 $u,p,$ $u^{*},p^{*}$ をそれ

ぞれの滑らかさを落とさずに拡張し, 当該の近似空間への拡張関数の補間関
数 $\varpi,F^{arrow}u,\overline{p}^{s},\overline{\rho}_{G}$ を Crouzeix-Raviart 条件をみたすようにつくることで, 近

似関数と近似される関数との誤差を評価する.

近似空間脇は $V_{h}$ 欧 $C(\Omega_{h})$ . $V_{h}$ 欧 $\{H^{1}(\Omega_{h})\}^{d}$ より殊は適合有限要素空
間で $v_{h}(\in V_{h})$ のノルム $\Vert v_{h}\Vert v_{h}$ は $\{H^{1}(\Omega_{h})\}^{d}$ から誘導する. 圧力 $p$ は空間

$Q_{h}=\{q_{h}|\forall K\in \mathcal{T}_{h}, q_{h}|_{K}\in P_{1}\}$ (5.5)

の要素で近似する. このとき inf-sup 条件がなりたつ ([2, 6, 10]):

$hi\min_{0}ff\sup\frac{\int_{\Omega^{h}}q_{h}divv_{h}dx}{\Vert gradv_{h}\Vert\Vert q_{h}\Vert}>0O^{\dot{i}}h\ni qh\neq 0_{V_{h}\ni v_{h}\neq 0}$ (5.6)

ここで $1=\hat{u}^{\epsilon}+U$ とおく. $u=u^{0},\hat{u}=\hat{u}^{0}$ と簡便な記号を用いる. 問題
(2.2) の近似として亀を次式で求め, $u_{h}=\hat{u}_{h}+\overline{U}$ とおく.

$\{\begin{array}{ll}(grd \hat{u}_{h}, grad v_{h}) -(p , div v_{h})=-( grad\nabla, grad v_{h}) \forall v_{h}\in V_{h},( q_{h}, div \hat{u}_{h}) =-( q_{h}, di U) \forall q_{h}\in Q_{h},\end{array}$ (5.7)

問題 (3.4) の近似として次の問題を考える.

$\{\begin{array}{ll}(gradu_{h}^{*},grad v_{h})+(p_{h}^{*},divv_{\hslash})=(g_{u}(u),v_{h}) \forall v_{h}\in V_{h},(divu_{\hslash}^{*},q_{h})= \forall q_{h}\in Q_{h}.\end{array}$ (5.8)

上述と同一の三角形分割 $\mathcal{T}_{h}$ を用いる. 段階 (c) 問題 (4.2) の解 $\rho_{G}$ の近
似 $\rho_{G,h}$ に対してはエネルギー誤差ノルムとして Crouzeix-Raviart 条件をみ
たす 1次の次数を保障する. 即ち空間 $X_{h}=\{Z_{h}\}^{2}$ . $Z_{h}$ の構成の節点は要素
$K$ に対して重心座標で表すとき

$a_{1}=(1,0,0),a_{2}=(0,1,0),a_{3}=(0,0,1)$ ,
$a_{123}=(\begin{array}{l}l11\overline{3}’\overline{3}’\overline{3}\end{array})$ , (5.9)

$Z_{h}= \{v_{h}\in C(\prod^{0})|\forall K,v_{h}|_{K}\in P_{K}\}$, ここで空間 $P_{K}$ は

$P_{K}=hul1\{\lambda_{1}, \lambda_{2},\lambda_{3},\lambda_{1}\lambda_{2}\lambda_{3}\}$ . (5.10)
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空間 $X_{h}$ は $X_{h}\subset\{H^{1}(\Omega_{h})\}^{d}$ から適合有限要素空間であり, $v_{h}(\in X_{h})$ のノル

ム $\Vert v_{h}\Vert x_{h}$ は空間 $\{H^{1}(\Omega_{h})\}^{d}$ から誘導される (一般に $X_{h}\not\subset X=\{H^{1}(\Omega^{0})\}^{d}$

に注意する). 空間 $X_{h}$ に対応する, 空間 $Q$ の近似として $M_{h}$ をとる (Example
711 (a) in [6] 参照). ここで

$M_{h}=\{q_{h}\in C(\Pi^{0})|\forall K,q_{h}|_{K}\in P_{1}\}$ . (5.11)

次の inf-sup 条件がなりたつ:

$1 \min_{harrow 0}^{\cdot}f\inf_{M_{h}\ni q_{h}i0}\sup_{x_{h\ni v_{h}\neq 0}}\frac{\int_{\Omega^{h}}q_{h}divv_{h}dx}{||gradv_{h}\Vert\Vert q_{h}||}>0$. (5.12)

$l_{G}(v_{h})=-(g(u_{h})+\partial_{\nu_{\hslash}}u_{h}\partial_{\nu_{\hslash}}u_{h}^{*},v_{h}\rangle_{\gamma_{\hslash}}$

とする. ここで問題 (4.3) の近似として次の問題を考える.

$\{\begin{array}{ll}(grad\rho_{G,h},gradv_{h})-(r_{G,h}, divv_{h}).=l_{G}(v_{h}) \forall v_{h}\in V_{h},(q_{h},div\rho_{G,h})=0 \forall q_{h}\in M_{h}. \end{array}$ (5.13)

これらの準備の後に次のことがなりたつ.

Theorem 1問題 (5.7) の解 $\{u_{h},p_{h}\}(\in\wedge V_{h}xQ_{h})$, 問題 (5.8) の解 $\{u_{h}^{*},p_{h}^{*}\}(\in$

$V_{h}xQ_{h})$ , 問題 (5.13) の解 $\{\rho_{G,h},r_{G,h}\}(\in X_{h}xM_{h})$ が一通りに存在する.

定理 1の証明は inf-8up 条件 (5.6), (5.12) と Lax-Milgramの補題の適用に
より得られる ([10, 13]).

6 トレース, 補間誤差, 逆不等式と正則性

ここでは主結果, 誤差定理の証明に必要な補題と定理を述べる. 先ず $0$ 次
トレース作用素 $\tau_{0},1$ 次トレース作用素 $\tau_{1}$ について考える. 境界 $\gamma_{h}^{0}$ は折れ線
で $C^{0,1}$ 級であり, $H^{1}(\Omega_{h})$ から $L^{2}(\gamma_{\hslash})$ へのトレース作用素 $\tau_{0}^{h}(v_{h})=v|_{\gamma_{h}^{0}}$ が

存在する. 一方境界 $\gamma_{h}^{0}$ は $C^{1,1}$ 級ではなく, 一般にトレース作用素 $\tau_{1}(v_{h})=$

$(\nu^{\dot{f}}\partial_{j}v)|_{\gamma_{\hslash}^{0}}$ は存在しない ([20]). 他方

$\gamma_{\hslash}^{0}=\bigcup_{K\cap\gamma_{h}^{O}\neq\emptyset}\{K\cap\gamma_{h}\}$
(6.1)

であり, $K\cap\gamma_{h}$ 上には要素ごとのトレース作用素 $\tau_{0,K}$ : $K\cap\Gamma^{h}\downarrowarrow L^{2}(K\cap\Gamma^{h})$

は考えられる (補題 1参照). 後述 (6.4) のように広義の 1次トレース作用素
ぜは定義可能である.

補題 1正数 $C$ があり, $h,$ $\forall K\in \mathcal{T}_{h}$ に対して次の不等式がなりたつ.

$|| \tau_{0,K}^{h}(\partial_{j}v)||_{L^{2}(\partial K\cap\Gamma^{h})}\leq C\frac{||\partial_{j}v||_{H^{1}(K)}}{\sqrt{h}}$. (6.2)
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補題 1と定義 (6.4) より広義のトレース作用素 $\tau_{1}^{h}$ が定義可能である. その
ため少し準備を行う.

定義 1多重添え字 $\alpha$ を用いる. 空間, $W^{1,2;h}(\Omega^{h})$

$\{v_{h}\in H^{1}(\Omega_{h})|\forall\alpha,$ $|\alpha|=2,$ $\forall K\in \mathcal{T}_{h}$

$D^{\alpha}v_{h}\in H^{2}(K),\forall K\in \mathcal{T}_{h}\}$ ,
(6.3)

から空間 $L^{2}(\gamma_{h}^{0})$ への広義のトレース作用素 $\tau_{0}^{h},\tau e$ を定義する.

$\tau_{0}^{h}$ : $W^{1,2;h}(\Omega_{h})\ni v_{h}\succ\nu$ $\{\tau_{0}^{h}v_{h}|_{K\cap\Gamma_{h}},K\cap\gamma_{h}^{0}$

$\neq\emptyset\}$

$\tau_{1}^{h}$ : $W^{1,2_{j}h}(\Omega_{h})\ni v_{h}rightarrow$ $\{1$ , (6.4)

$K\cap\Gamma_{h}\neq\emptyset\}$

ここで次のノルムを用いる $(m=0,1)$ .

$||\tau_{m}^{h}v||_{L^{2}(\gamma_{h}^{O})}=\sqrt{\sum_{K\cap\gamma_{h}^{0}\neq\emptyset}||\tau_{m}^{h}v||_{L^{2}(K\cap\gamma_{h}^{O})}^{2}}$ (6.5)

次に $|v|_{k}|hv\in H^{k}(\Omega_{h})$ のセミノルムで次式で定義される.

$\{\begin{array}{l}|v|_{k,K}=\sqrt{\sum_{|\alpha|=k}\Vert D^{\alpha}v\Vert_{L^{l}(K)}^{2}}|v|_{k}=\sqrt{\sum_{K}|v|_{k,K}^{2}}\end{array}$

これを用いて次の逆不等式がなりたつ ([8]).

補題 2(逆不等式) 条件 (5.1) の下で正数 $C$ があり, $h,$ $\forall K\in \mathcal{T}_{h}$ , 多重添え
字 $\forall\alpha,$ $|\alpha|=2,$ $\forall v_{h}\in V_{h}$ に対して次の不等式がなりたっ.

$\Vert D^{\alpha}v_{h}\Vert_{L^{2}(K)}\leq C\frac{|v_{h}|_{1,K}}{h}$ . (6.6)

一般に $W^{1,2_{j}h}(\Omega^{h})\supset V_{h},X_{h}$ . 非負整数 $m=0,1$ として評価 (6.2) と逆不
等式からから, 正定数 $C$ があり広義のトレース作用素 $\tau_{m}^{h}$ に対して次の不等
式がなりたつ.

$\Vert\tau_{0}^{h}v_{h}||_{L^{2}(\gamma^{b})}\leq C\Vert v_{h}||_{H^{1}(\Omega_{h})}$ ,

(6.7)
$\Vert\tau_{1}^{h}v_{h}\Vert_{L^{2}(\gamma^{\hslash})}\leq C\frac{||v_{h}||_{H^{1}(\Omega_{h})}}{h\sqrt{h}}$ .
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最適形状問題ではトレース作用素 $\tau_{1}^{h}$ が必要である.

非負正数, $k$ を固定する. , $\forall p\in P_{k}$ に対し $\Pi_{K}p=p$ をみたす補間作用素
$\Pi_{K}:H^{k+1}(K)\ni v$ $\vdasharrow\Pi_{K}v\in P_{K}$ , に対し補間誤差の定理 (補題) がなりた
つ ([8]).

補題 3近似空間 $V_{h},$ $X_{h}$ のそれぞれに適切な補間作用素があり, それを $\pi_{h}$ と

おく. このとき条件 (5.1) の下で正数 $C$ があり, $h,$ $\forall v\in H^{k+1}(\Omega^{h})$ に対し

て次の不等式がなりたっ.

$|v-\pi_{h}v|_{j}\leq Ch^{k+1arrow}|v|_{k+1}$ . (6.8)

このとき近似空間脇に対しては $0\leq i\leq k=2,$ $X_{h}$ に対しては $0\leq j\leq$

$k=1$ である.

ディレクレ条件下の問題 (2.2), (3.4) はいずれもストークス問題, (4.2) は
非斉次ノイマン条件下のストークス問題とみなせる. これらに対して次の結
果を得る ([1], ;Remark 3.8 in [91). ここで $\Vert\cdot\Vert_{k}$ はソボレフ空間 $H^{k}(\Omega^{0})$ の

標準ノルムとする.

Theorem 2非負正数 $m$ を固定し, 次の条件を仮定する.

$\Omega^{0}$は $C^{m+1,1}$ 級である. (6.9)

このとき次のことがなりたっ.

(a) ディレクレ問題 (2.2), (3.4) に対してこのとき正定数 $C$ があり, 任意の
非斉次項を $F\in H^{m+2}(\Omega^{0})$ に対し, 速度解 $U\in V$ と圧力解 $P\in Q$ が存在
する. このとき $U\in H^{m+2}(\Omega^{0}),$ $P\in H^{m+1}(\Omega^{0})$ であり,

$\Vert U\Vert_{m+2}+\Vert P\Vert_{m+1}$

(6.10)
$\leq C(\Vert F\Vert_{m}+\Vert U\Vert_{1}+\Vert P\Vert_{0})$.

(b) 非斉次ノイマン問題 (4.2) に対し正定数 $C$ があり, 境界 $\Gamma^{0}$ 上の非斉次ノ
イマンデータ $\eta\in H^{m+1/2}(\Gamma^{0})$ に対し速度解 $U\in X$ と圧力解 $P\in Q$ が存
在する. このとき $U\in H^{m+2}(\Omega^{0}),$ $P\in H^{m+1}(\Omega^{0})$ であり,

$\Vert U\Vert_{m+2}+\Vert P\Vert_{m+1}$

(6.11)
$\leq C(\Vert\eta\Vert_{m+1/2,\Gamma^{0}}+\Vert U\Vert_{1}+\Vert P\Vert_{0})$.

7 誤差定理

記号の簡単化のため次の約束を行う. $V_{h},$ $X_{h}$ 上補題 3で使われた適切な補
間作用素を施した結果を次のように記す.

$\overline{v}=\{\begin{array}{ll}\pi_{h}v\in V_{h},v\in\{H_{0}^{k+1}(\Omega^{0})\}^{2}, k=2,\Pi_{h}v\in X_{h},v\in\{H^{k+1}(\Omega^{0})\}^{2}, k=1\end{array}$
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Remark 3同一の記号 $\overline{v}$ を用いても異なる空間 $V_{h},$ $X_{h}$ において異なる要

素であることに注意する.

補題 3における空間 $V_{h},$ $X_{h}$ における適切な補間作用素は互いに定義域と
値域が異なることに注意する. 従って同一のむに対しても対応するものは異
なることに注意する.

補題 3で使われた近似空間 $V,$ $X$ を近似空間 $Q_{h},$ $M_{h}$ に置き換えてもそれ
ぞれに適切な補間作用素が存在し, 補題の結論がなりたつ. 空間 $Q_{\hslash},$ $M_{\hslash}$ に

おけるそれぞれの適切な補間作用素 $\pi_{h}$ と $\Pi_{h}$ を用いて次のように先述と同
様な記号を用いる.

す $=\{\begin{array}{ll}\pi_{h}q\in Q_{h},q\in\{H^{k+1}(\Omega^{0})\}^{2}, k=1,\Pi_{h}q\in M_{h},q\in\{H^{k+1}(\Omega^{0})\}^{2}, k=0.\end{array}$

前節の補題と定理の他にソボレフの埋蔵定理を適切に用い, 次の主結果が
得られる.

Theorem 3条件 (3.1), (3.2), (3.3) を仮定する. このときんに依存しない正
定数 $C$ があり次の不等式がなりたっ.

$\{\begin{array}{l}|u_{h}-\varpi|_{j}+|p_{h}-\overline{p}|_{j-1}\leq Ch^{3-j},j=0,1|u_{h}^{*}-\overline{u}|_{j}+|r_{h}-\Gamma|_{j-1}\leq C3-jj=0,1\end{array}$ (71)

系 1定理 3の条件下で正定数 $C$ があり次の不等式が得られる.

$\Vert\tau_{1}^{\hslash}(u_{h}-u_{h}^{*})\Vert_{L^{2}(\prime\gamma_{\hslash}^{0})}+||\tau_{0}^{h}(p_{h}-p_{h}^{*})||_{L^{2}(\gamma_{h}^{0})}\leq Ch^{1/2}$,
(7.2)

$\Vert r_{1}^{h}(\overline{\phi}_{h}-arrow\phi)||_{L^{2}(\gamma_{h}^{0})}+\Vert\tau_{0}^{h}(\overline{\psi}_{h}-arrow\psi_{h})\Vert_{L^{3}(\gamma_{l\iota}^{O})}\leq Ch^{1/2}$ .

Theorem 4定理 3の条件下で正定数 $C$ があり次の不等式が得られる.

$\Vert G_{h}-\partial||_{L^{2}(\Gamma^{h})}\leq Ch^{1/2}$ ,
(7.3)

$\Vert\rho_{G,h}-\overline{\rho}_{G}\Vert_{X_{h}}\leq Ch^{1/2}$ .
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