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Abstract

拡張 Hensel 構成は特異点における Henel 構成である. 本稿では拡張 Heneel 級数を数値的に扱い, 次の
4点について解明する。第 1に拡張 $Hen\epsilon el$ 級数における収束発散傾域は Taylor 級数のものと異なり, 展
開点の近傍に収束域と発散域が混在する. 第 2に拡張 $Hen\epsilon el$ 級数を 5\sim 7次で打ち切っても、収束偵域
内では厳密根をよく近似するが, 発散債域内では大幅に異なる値をとる. 第 3にモニックでない多項式に
対しては, $Hen8el$ 因子間で主係数の因子を適切に割り振ることで, 元の多項式の主係数の零点での特異性
が各 $Hen8el$ 因子に適切に割り振られる. そして第 4に拡張 $Hen\epsilon el$ 級数の多価性と厳密根の多価性を数値
的に比較し, 一見矛盾するように思えることが数値的には見事に整合していることを見る.

1 はじめに

$F(x,u_{1}, \ldots,u_{\ell}),$ $(\ell\geq 2)$ を複素数体 $C$ 上の既約多変数多項式とする. $(\epsilon_{1}, \ldots, \epsilon\ell)\in$ びが $F(x, s_{1}, \ldots, s\ell)$

$=^{\theta F}Tx(x, \epsilon_{1}, \ldots,\epsilon_{\ell})=0$ を満たすとき, この点を Hensel構成の特異点, または単に萄員点と呼ぶ。特異点

上では一般 Hensel 構成は破綻する。それに対し, 拡張 Hensel 構成は特具点上での Hellael 構成である。
特具点上での Hensel構成は, 2変数多項式では Kuo により解析的因数分解を行う為に考案された [Kuo89].
多変数多項式に対しては Sasaki-Kako により考案され, 彼らはその方法を拡張 Hensel構成と名付けた [SK93,
$SK99]$ . Sasaki-Kako の方法はモニックな多項式のみを扱ったが, Sasaki-Inaba はモニックでない多項式に
も適用できるように拡張 Hensel構成を拡張し, 重要な分解定理を証明した $[SI0]$ .
数値計算において Taylor級数は, Newton法による 1変数多変数代数方程式の解法, $Rung\triangleright Kutta$法

による微分方程式の解法, 曲線や曲面の追跡等々, 非常に重要な役割を果たす. しかしながら Taylor級数

は非特異点での展開であるため, 特異点における関数の振舞いを Taylor級数で扱うことはできず, 特異点

付近での数値解析は嫌われた。理由の一つとして, 特具点を展開点とする多変数関数の展開が容易ではな
いことがある。それに対し, 拡張 Hensel構成は特異点上であっても根を級数 (本稿では拡張 lIensel級数

または単に Hensel級数と呼ぷ) の形式で表すことが可能である. 特異点近傍において関数を数式-数値的
に扱うことは強く期待されるものであり, 拡張 Hensel級数は今後の数値計算において重要な役割を果たす
であろう。 Henael 級数におけるさまざまな性質は [SK99], [SIOO], [SI06] で明らかにされているが, 数値的

なことにっいてはまだ何も解明されていない。本稿では Hensel級数を数値的に扱う際に必須となる性質を
明らかにする。

2章では拡張 Hensel 構成について簡潔に述べ, 3章では Hensel 級数の収束にっいて, 4章では主係数の

零点上での Hensel 級数の振舞いについて, そして 5章では $Hen\epsilon e1$ 級数の多価性について, 議論する.
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2 拡張Hensel構成
本稿では, 一般性を失わず原点が $F(x, u_{1}, \ldots , u_{\ell})$ の特具点であると仮定し, 原点における拡張 Hensel構

成を考える。 また $(u_{1}, \ldots, u\ell)$ を単に $(u)$ と省略する. $C[u]$ と $C(u)$ をそれぞれ、 $u_{1},$ $\ldots$ , $u\ell$ を変数とす
る $C$ 上の多項式環, 有理式体とする. $f(u)$ を $u_{1},$ $\ldots$ , $u\ell$ を変数とする多項式とする. tdeg$(f)$ と $ord(f)$ を

それぞれ $f(u)$ の全次数と位数, すなわち項 $T=cu_{1}^{\epsilon_{1}}\cdots u_{\ell}^{G\ell},$ $(c\in C)$ に対し, tdeg$(T)=e_{1}+\cdots+e\ell$ で

あり, tdeg$(f)$ と $ord(f)$ はそれぞれ $f(u)$ の項の全次数の最大値と最小値で定義する. 有理関数 $f(u)/g(u)$

において, その位数を $ord(f/g)=ord(f)-ord(g)$ と定義する. $R(u)$ を次で表現される $u_{1},$ $\ldots$ , $u\ell$ の有理
関数の有限もしくは無限和とする (次式で $c_{k}(u)$ と $d_{k}(u)$ は $u_{1},$ $\ldots$ , $u\ell$ に関する同次多項式である).

$R(u)= \frac{q(u)}{d_{0}(u)}+\frac{c_{1}(u)}{d_{1}(u)}+\cdots+\frac{c_{k}(u)}{d_{k}(u)}+\cdots$ , $ord(c_{k}/d_{k})=k(k=0,1,2, \ldots)$

$C\{(u)\}$ を上記の $R(u)$ のように負でない位数をもつ同次有理級数環とする. $re8(F,G)$ を $F$ と $G$ の $x$ につ

いての終結式とする. $F(x,u)\in C[x,u]$ を与えられた多項式とし、 $\deg(F)$ と $1c(F)$ をそれぞれ $F$ の $x$ に

関する次数と主係数とし, $\deg(F)=n,$ $1c(F)=f_{\mathfrak{n}}$ とおく。
$F$($x$ ,tu) の各項を $(e_{r},e_{\ell})$ 平面上にプロットする. ここで, は $x$ の指数, $\epsilon_{t}$ は $t$ の指数である. $ord(f_{\mathfrak{n}})=d$

とすれば, 主係数 $f_{n}$ の最低次の項は $(n, d)$ にプロットされる. 点 $(n, d)$ と他のプロット点を通る直線で,
任意のプロット点が下にはこない直線を $\mathcal{L}_{Now}$ とし, $\mathcal{L}_{N\epsilon w}$ 上にプロットされた項の和を Newton 多項式
と呼んで $F_{New}$ と表す. 拡張 Henael構成は $F_{New}$ の因子を初期因子として $F(x,u)$ を Hensel 構成する:

$F(x,u)\equiv F_{1}^{(k)}(x,u)\cdots F_{r}^{(k)}(x,u)$ (mod $\mathcal{I}_{k+1}$ ) (2.1)

ここで, イデア)\mbox{\boldmath $\nu$} $\mathcal{I}_{k+1}$ は次のように選ぷ。まず, $\mathcal{L}_{0}=\mathcal{L}_{New}$ とし, 直線 $\mathcal{L}_{k}(k=1,2, \ldots)$ は $\mathcal{L}_{New}$ を一定
ステップずっ上にずらして, すべてのプロット点を通るように定める。そして, $\mathcal{I}_{k+1}$ は $\mathcal{L}_{k}$ より上にある

項を捨てるように選ぶ (詳細は [SK99, SIW] を参照).
$F_{1}^{(k)}(x,u)$ を $k$ 次の拡張 Hensel 因子とよぶ。 $deg(F_{1}^{(k)})=1$ならば, $F_{1}^{\langle k)}(x, u)$ を拡張 $Hen8e1$級数または

単に Hensel級数とよぷ。拡張 Hensel級数には有理的と代数的の 2種類ある。有理的および代数的な Hensel
因子は, Newton多項式をそれぞれ $C[x,u]$ 内および $C(u)[x, \theta:]$ 内で分解することにより得られる. ただし

$\theta_{i}$ は $F_{N}$
。$w(x, u)$ の既約多項式因子の根である.

定理 1 (Sasaki-Kako) 拡張 $Hen8el$ 因子は次の性質を持つ。

$F_{1}^{(\infty)}(x,u)\in C\{(u)\}[x]$ (初期因子が有理である場合),
$F_{1}^{(\infty)}(x,u)\in c\{(u)\}1^{x,\theta}:1$ (初期因子が代数的である場合)

(2.2)

定理 2(Sasaki-Inaba) 有理的な Hensel級数 $F_{i}^{t\infty)}(x, u)$ の分母には $rae(F_{:}^{(0)}, F_{New})$ の因子 (とそのべき乗)
のみが現れる. 代数的な Hensel級数 $F_{1}^{t\infty)}(x,u)$ では, 分母にはさらに $res(\hat{F}_{i}^{(0)}, \partial\hat{F}_{1}^{(0)}/\theta x)$と $res(F_{1}^{(0)}, F_{N\epsilon w})$

の因子が現れる. ただし, $\hat{p}_{:}^{\langle 0)}$ は $\theta_{t}$ を定義する既約多項式である。

3 拡張Hensel級数の収束性
1変数Taylor級数の収束偵域は複素平面上で展開点を中心とする円である。これは 1変数 Puiseux級数で

も同様である。多変数 Taylor級数では収束領域は球ではないものの, 展開点近傍は収束領域内に含まれる。例
えば, 多項式 $x^{2}-2(\mapsto)x-(1\sim^{2}-2v^{2})=0$ の根は $\chi^{t\infty)}(u, v)=1+(tk\vdash v)+\frac{1}{2}$ ($2$uv-v$2$ ) $-\#(2u\tau\succ v^{2})^{2}+\cdots$ ,
と展開され, $\chi^{(\infty)}(u,v)$ は $|2uv-v^{2}|<1$ を満たす領域内で収束する。一方, 拡張 Henael級数では特異点が
曲線もしくは (超) 曲面を成すこともある。そのため収束領域は Taylor級数の場合よりさらに複雑化する.
本章では Hensel級数の収束性を, 代数関数を含まない場合, 含む場合に分けて説明する。

121



3.1 代数関数を含まない場合の Hensel級数

3変数多項式 4(xち $u,$ $v$) $=X-(3u-+3u^{2}+32)x+(2u^{2}-3u-2+3u+3^{3})$ を考える。 $A(x,u, )$
の $x$ における根 $x\pm(u$ ,のは次式となる.

$x\pm(u, )=\ovalbox{\tt\small REJECT}(3u-+3u^{2}+3v^{2})\pm\sqrt{D}1/2$

$D=(u+3)^{2}-(9u^{4}+6u^{3}+18u^{22}-6u^{2}+18u2+94-183)$

$x(u, )$ に対応する $Hen8el$級数根は次の通りである・ (澄の Newton多項式は $X-(3u$→ $)x+(2u\ovalbox{\tt\small REJECT}\triangleleft u\ovalbox{\tt\small REJECT} 22)=$

($x-\ovalbox{\tt\small REJECT} 2u+D$ ($x-\ovalbox{\tt\small REJECT} u-2D$ なので, 定理 2より X$\pm^{)}(u,$ $)$ の分母は $u+3$ のべき乗のみから成る)。

$x1-\infty^{)}(u, )$ $=$ $(u-2)+3(2u^{2}-u+3v/(u+3v$
一 $9(2u^{5}+u^{42}+6u^{33}+u^{24}+6u5)/(u+3)^{3}$

十 27 $(2u^{8}-u^{72}+11u^{63}$ -・… $-18u8)/(u+3)^{6}$

$+$ ● ● ●

$x$ ($u$ ,のは代数関数であるが, $\chi\infty$
) は有理関数であることに注意する。それ故, $u$ , の値が共に実数なら

ば, $x$ ($u$ ,のは実数または純虚数のいずれかの値をとるが, X璽)($u$ ,のは常に実数値をとる。

図 la 図 lb 図 lc

図 la と lb は, それぞれ実数値領域 $(-1\leq u, \leq 1)$ における

$x$ ($u,$ $v$ と $x\underline{1}7$)($u,v$ (7次の $Hen8el$ 級数根) の振舞いを漸α $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ゐ・ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x\underline{1}7)}ux_{-}(u,02)(u,02)$

$em$醐 $c$α で描画したものである。$x(u, )$ と $x9$) $(u, )$ の出力域

が異なることに注意する $(|x_{-} @, v|\leq 1, |x\text{望^{》_{}(u}}, v|\leq 20)$。図

la において左上の部分が描画されていないが, これは $x_{-}(u,$ $v$

の値が複素数値であることを表している。図 lb において左上と
右下の部分において $1x\underline{1}7$

)
$@,$ $v|$ は 20を遥かに越える値をもつ。

さらに, 直線 $u+3=0$ の付近で深く谷状に落ちこんでいる。 こ

れは $1x\underline{1}7^{\text{》}}(u,$ $v|$ の分母が零もしくは零に近いため, このような
表 1現象が発生している。

図 lc は $\chi_{\pm}^{(\infty)}(u, )$ の収束領域を表し, 表 1は $x_{-}(u, 02)$ および $x\ovalbox{\tt\small REJECT}$

)
$(u, 0.2)$ を $u$ のいくつかの値に対し

て計算したものである. 図 lc より, $4(x, u, )$ の $Hen8e1$級数根は展開点近傍に収束偵域と発散傾域が混在
することが分かる. 収束領域は $|9u^{4}+6u^{3}+18u^{22}-6u2+18u2+9-18v|<|u+3|^{2}$ である.

表 1より, $x(u$,のと比べると $x9^{\text{》}}(u$ ,のは収束傾域内では非常に近い値をとるが領域外では大きく具なる
値をとることが分かる。

3.2 代数関数を含む Hensel級数

多くの場合, 拡張 $Hen8el$級数はNewton多項式の根の代数関数を用いて表される. 3変数多項式 $B(x,u, )=$
$x^{2}+2(u_{+}2)x-(u^{2}-3u+2v^{2}-u-4)$ を考える。 $B(x,$ $u$ ,のの $x$ に関する根は鮭$(u, )=-(u^{2}+$
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$v^{2})\pm\sqrt{(u_{-}3u+2v^{2})+2u^{2}v^{2}}$ で, Hensel級数根 $x_{\pm}(u$ ,のは次式である。 ($B(x,u, )$ の Newton 多項式
は $u^{2}-3u+2v^{2}$ で, $\chi_{\pm}i\infty$ )($u$ ,のは $(u-v),$ @-2のを分母因子に持つ。また, $\theta=\sqrt{u^{2}-3u+22}$である)。

$x\pm(u$ $=$ $-(u^{22}+)\pm\theta$ ・ $\{1-u^{22}/(u-)(u-2)+\ovalbox{\tt\small REJECT} u^{44}/(u-)^{2}(u-2)^{2}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\}$

図 $2a$ 図 $2b$ 図 $2c$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x+)}ux+(u,02)(u,02)$図 $2a$ と $2b$ は, それぞれ実数値領域 $(-1\leq u, \leq 1)$

における叫 ($u$ ,のと $\chi_{+}1^{7)}(u,v$ ($7$次の Henml級数根)
の振舞いである. 出力域はそれぞれ $0\leq$鱗 $(u,v\leq 4$ ,
$|\chi+)(u,$ $v|\leq 20$ である。図 $2a$では原点付近の狭い領
域に空白ができるが, これは叫 ($u$ ,のが複素数となる
部分である。図 $2b$ では $x?(u, )$ の分母が $0$ となる

$u-$ $=0$ と $u-2=0$ の間に空白ができる.
表 2

図 $2c$ は $\chi\pm^{\infty)}(u, v)$ の収束偵域を表し, 表 2は叫 $(u, 0.2)$ と $\chi+^{)}(u,0.2)$ を $u$ のいくつかの値に対して計
算したものである・ 図 $2c$ より, $B$ゆ $,$ $u,$ ) の Hensel級数根においても展開点近傍で収束領域と発散領域が
混在することが分かる・ 収束領域は $|u^{2}-2u+22|>4u^{22}$ である。表 2より, $x_{+}(u, )$ と比べると,
$\chi_{+}1\text{『^{》}}(u$,のは収束領域内では非常に近い値をとるが、領域外では大きく異なる値をとることが分かる。

3.3 3根以上の場合

3.1および 3.2では, $Hen8el$級数根は 2個ずつあり, 同じ方程式の根は同じ収束領域を持つ. 与多項式の
主変数 $x$ における次数が 2であるからである。 しかし次数が 3以上であるならば, 互いに共役な根どうしで
あっても一般的には収束領域が異なる. このことを 3変数多項式 0@, %, ) $=(xw)(x+u-v)(x+v)+u^{44}+$
で見よう。 3個の $Hen5el$級数根は次の通りである。

$\chi_{1}$ $=$ $u$ $+(u^{44}+)/(2u-)(u+)+3u(u^{44}+)^{2}/(2u-)^{3}(u+)^{3}+$ … $\cdot$ .
$\chi_{2}$ $=$ $u$一 $+(u^{44}+)/(2u-)(u-2)-3(u-)(u^{44}+)^{2}/(2u$ 一 $v)^{3}(u-2v)^{3}+$ … $\cdot$ .
$\chi_{3}$ $=$ $-$ $-(u^{44}+)/(2-u)(u+)-3(u^{44}+)^{2}/(2v-u)^{3}(u+)^{3}+$ … $\cdot$ .

図 $3a,$ $3b,$ $3c$ は実数値領域 $(-1\leq u, \leq 1)$ における $\chi:(u, )$ σ $=1,2,3)$ の振舞いである。 $Hen8el$級数根
の発散領域がそれぞれ具なることが見て取れる。

図 $3a$ 図 $3b$ 図 $3c$
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4 モニックでない多項式

多項式の根は主係数ム (ul,–, $u_{2}$ ) の零点で発散することがよく知られている。 しかし根の中のどれかは
主係数のどの零点でも発散しなかったり, 主係数の一部の因子の零点においてのみ発散するかもしれない。
例えば 2次多項式 $F=f_{2}x^{2}+f$拶 $+$ んの根を $x_{\pm}=(-f_{1}$ 士 $\mapsto f_{1}-4f_{2}f/2f_{2}$ を表したとき, このよう

な性質はこの表現形式からは直ちには分からない. 一方, 拡張 $Hen8el$ 構成では, 主係数ム (晦, . , $\ovalbox{\tt\small REJECT} u$のの
因子は $\ovalbox{\tt\small REJECT} SI06|$ に記載されているアルゴリズムにより初期因子のいくつかに振り分けられる・ この振り分け
により, 主係数のどの因子がどの $Hen8el$ 因子の特異性をもたらすのかがはっきり分かる。

、多項式 $D(x’ u, )=(u^{2}-v^{2})X-(u^{3}+3u-u2-3)X+(2u^{3}+3u^{22})x-(u32+u^{23}-u^{66}\ovalbox{\tt\small REJECT})$

を考える。拡張 Hensel 構成の初期因子が $(x-u-),$ $(u+)x-u,$ $(u-)x-u$ であることから, Hensel
構成 $D(x,$ $u,$

$v=(x -\chi^{\infty)})$ ・ $|(u+v(x -\chi^{\infty)})|$ ・
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(u-v(x - \text{濾^{}\infty)})|$ を得る. ただし、

$x$贈$)(u, )=(u+)$ 一 $(u^{66}+)/\ovalbox{\tt\small REJECT}(u^{2}+u+v^{2})(u^{2}-uvv^{2})\ovalbox{\tt\small REJECT}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$x1(u,)=1/x1^{\infty)}(u)=1/u+)u-)u$

一

$(u+)(u^{66})/[2u2(u_{22}^{22}+u+)u+(u-)(u^{6}6)/\ovalbox{\tt\small REJECT} 2u($

一

$\ovalbox{\tt\small REJECT}]$

である。 $1c(D)$ の因子 $u+v$ と $u-v$ はそれぞれ X野と X望の分母に現れるので、 $x1^{k)}$ と X望はそれぞれ
$u+$ と $u-$ の零点で特異である。

表 3は鳶 $=1,2,$ . $,$ $.,$
$5$ に対する $x1^{k\text{》}}(0.1,0.1)(\ovalbox{\tt\small REJECT}=$

1, 2,3) の値をまとめたものである・ ($u,v=(0$・$1,0$ ・
$1)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$鳶 $x1^{k)}($α $1,01)$ $x\ovalbox{\tt\small REJECT}^{k)}(01,01)$ $x1^{k\text{》_{}(01,01)}}$

が 1c(D) の零点なので, $X\backslash (u,v(\text{δ^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}1,2,3)$ のどれか

は発散する。実際,

$D(x, 0.1,0.1)=$ 一〇.002 ($x^{2}-0.25x$ 十 $0.09$》$=0$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} x=0.2\alpha 394,0,0436059$

表 3

である。Hemel級数根 $x\ovalbox{\tt\small REJECT}^{k)}(u, )$ σ $=1,2,3)$ において, $x1^{k\text{》}}(u, )$ は $u\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の零点で発散しているが, 他の

二つは発散していない。一方, 厳密解には 3根すべての分母に $u-$ が現れるので, 一見すると 3根とも

に $u-$ $=0$ 上で発散するように見える (丁寧に計算すれば, 発散するのは一つの根だけだが).

図 $4a$ 図 $4b$ 図 $4c$

図 $4a,$ $4b,$ $4c$ はそれぞれ実数値領域 $(-1\leq u, \leq 1)$ における $x\ovalbox{\tt\small REJECT}^{)}$ @, ), $x1^{5)}(u, ),$ $x1^{5)}(u, )$ の振舞い

を示している。 $R^{2}$ において, $u^{2}+u+2$ は零点を持たず, $u^{22}-u-$ は直線 $L\pm$ : $u-$ ( $1$士 $\sqrt{}$唇) $/2=0$

上に零点を持つ。 図 $4a$ より, 原点の近傍で $\chi|^{5)}(u$ ,のは直線 $L\pm$ 上でのみ特異であることが分かる. 図 $4b$

より, $x1^{5)}(u$ ,のは u・軸と “・軸上だけでなく, 直線 $u+v=0$ 上でも特異である・ ところが, 図 $4c$ より,

$x1^{5)}(u$ ,のは %。軸, か軸, 直線 $L\pm$ 上のみならず, 直線 $u-$ $=0$ 上でも特異であることが分かる・
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5 拡張Hensel級数の多価性
代数関数の大きな特徴の一つとして多価性がある。代数関数が多価であっても拡張 Hensel 級数が有理で
ある場合がある。本章では, 拡張 Hensel級数の多価性における重要かつ興味深い性質を明らかにする。

5.1 代数関数を含まない Hensel級数

3変数多項式 $E(x, u, v)=(x+u)(x-v)(x-u+v)-u^{2}v^{2}x$ を考える. $E(x, u, v)$ の Newton 多項式は
$(x+u)(x-v)(x-u+v)$ ゆえ, 拡張 Hensel級数根は代数関数を含まず, 1価である. ところが $E(x, u, v)$

は既約であり, 厳密解は 3価である。 したがって, 多価性と言う点で拡張 Hensel 級数根と厳密解とは完全
に異なり, 両者は矛盾するように思える。
図 $5a$ では, Mathemat:ca}こより求めた厳密解の一つ $x_{1}(u,v)$ に対して, $-1\leq u,$ $v\leq 1$ の実数値偵域

で $x_{1}(u, v)$ の虚部を表示した。図 $5b$ では, 三つの根 $x_{1}(u, v)(i=1,2,3)$ を円 $(u, v)=0.5x(\infty s\theta, 8in\theta)$

$(0\leq\theta\leq 2\pi)$ に沿って数値化し, それらの虚部を表示した。

図 $5b$ 図 $6b$

図 $5a$ 図 $6a$

図 $6a$ では, Hensel級数根 $\chi_{3}^{(8)}(u, v)=-u-\frac{u^{8}v^{8}\backslash }{(2u-v)(u+v)}+\cdots$ に対して $-1\leq u,v\leq 1$ の実数値領域で

虚部を表示した。図 $6b$では $\chi_{3}^{\langle 8)}(u,v)$ を複素数平面上の円 $(u, v)=0.5x$ ($coe\theta$,sin $\theta$) $(0\leq\theta\leq 2\pi)$ に沿っ

て数値化し. それらの虚部を表示した (濃線)。参考のため, $\chi_{1}^{(8)}(u, v)$ と $\chi_{2}^{(8)}(u, v)$ の値も表示した (淡線)。
両者を比較すると非常に輿味深い事実に気付く。まず, 図 $5a$ と図 $5b$ を比較すると, 図 $5a$ は図 $5b$ のどれ

か一つの連続曲線に対応する根を描いていることが分かる。 しかし, 図 $5b$ の表す三つの曲線がそれぞれ三
つの共役根に対応しているとは思えない。一方, 図 $6b$ の濃線をたどると, 4箇所で飛び移りながら, 全体

としていかにも単価の曲線らしい振舞いをしている。 図 $6b$ の淡線も同様につなぎ合わせると, 図 $6b$ では

3本の曲線を表しているように見える。そして, これら 3本の曲線は全体として図 $5b$ の 3本の曲線を非常
によく再現していることが分かる。すなわち, 拡張 Hensel級数根の方が根の本来の様子をより明快に表し
ているといえる。

5.2 代数関数を含むHensel級数

3変数多項式 $F(x, u, v)=(x-u)(x^{2}-2ux+v^{2})+u^{4}+v^{4}$ を考える. $F(x, u, v)$ の Newton 多項式は
$(x-u)(x^{2}-2ux+v^{2})$ なので, 1個の有理な $Hen\epsilon e1$級数根と 2個の互いに共役な代数的 Henael級数根に
分かれ, 後者は 2価である。一方, $F(x, u, v)$ は既約であり厳密解は 3価である. したがって, 事態は前節
より複雑で, はたして両者は数値的に矛盾しないかと気になるところである。図 $7a$では Mathematicaによ
り求めた厳密解の一つ $x_{2}(u, v)$ に対して, 複素円 $C_{1}$ : $u=0.1+0.15e^{io}(0\leq\theta\leq 6\pi)$ に沿って値を求め,

その虚部を表示した. 図 $7b$ では同様に 3個の厳密解 $x:(u, v)(i=1,2,3)$ の値を表示した.
図 $7a$ を見ると, 厳密解は周期 $2\pi$ で 1価のように見えるが, 微分が不連続な点が 2箇所もあり, これが

一つの分岐を表しているとは到底思えず, 三つの枝を飛び移っていることが分かる。実際, 図 $7b$ が示すよ
うに, 三つの曲線は微分連続な形でつなげることができる。
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図 $7a$ 図 $7b$ 図 $8a$ 図 $8b$

$F(x, u, v)$ の有理な Hensel 級数根 $\chi_{1}^{t\infty)}(u, v)$ と共役な代数的 Hensel級数 $x_{\pm}^{(\infty)}(u, v)$ は

$\chi_{1}^{t\infty)}(u,v)=u+(u^{4}+v^{4})/(u^{2}-v^{2})+(u^{4}+v^{4})^{3}/(u^{2}-v^{2})^{4}+\cdots$

$\chi_{\pm}^{t\infty)}(u,v)=u-(u^{4}+v^{4})/2(u^{2}-v^{2})-\cdots\pm\theta x[1-3(u^{4}+v^{4})^{2}/8(u^{2}-v^{2})^{3}-\cdots]$

である。図 $8a$ では, $\chi_{1}^{(8)}(u, v)$ を円 $C_{1}$ 上で数値化し, その虚部を $0\leq\theta\leq 4\pi$ の範囲で表示した. 当然,
$\chi_{1}^{(8)}(u, v)$ は 1価関数の振舞いをする。図 $8b$ では, $\chi_{\pm}^{(8)}(u, v)$ を円 $C_{1}$ 上で数値化し, その虚部を $0\leq\theta\leq 4\pi$

の範囲で表示した. Mathemaucaが主値のみを表示するため 6箇所で飛び移りが生じるが, 連続的に曲線
をたどると 2価であることが分かる。図 $7b$ と図 $8a,$ $8b$ を比較すると, Hensel 級数は数値的には厳密解を
非常によく近似していることが分かる. 両者の多価性の違いがこのような形で矛盾なく整合していること
は, 正に驚くべきことといえよう.
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