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1 はじめに

二重指数変換 (double exponential transformation, 略して DE 変換) は, 解析関数の定積分を
高精度に能率良く計算するために, 1974年に高橋秀俊・森正武によって提案された変換である [9].
この変換によって導かれる二重指数公式 (double exponential formula, 略して DE 公式) は, 最も
少ない分点数で最も高い精度を達成するという意味で最適な公式 [8] であることが知られており,
土木工学や金融工学に至る広い分野で利用されるようになっている. 一方, 近年の二重指数変換に
関する著しい研究成果の一つに, 1980年代に F. Stenger らによって構築された Sinc 関数近似の
理論 [5] への応用があり, Sinc 関数近似の場合にも二重指数関数型の減衰がある意味で最適性を
実現することが 1996年に杉原正顕によって証明された [7]. この Sinc 関数近似に対する研究は,
Sinc-Galerkin 法および Sinc-collocation 法といった微分方程式の数値解法, 数値不定積分や不定
畳み込みなどの近似公式を, より高性能なものへと進化させることになった. 本稿では, 二重指
数変換に基づく数値 Green 関数法 [1] と $Sinc- Nystr\ddot{o}m$ 法 [2] とを組み合わせた Sturm-Liouville
型固有値問題に対する数値解法を提案する. なお, 二重指数変換とその応用は計算代数の分野で
は馴染みがうすいので, 下記ではやや長い解説をすることを御容赦願いたい.

2 数値不定積分

2.1 不定積分に対する二重指数公式

DE 変換は定積分だけでなく不定積分の数値計算にも適用ができる. その基本は区間 $(-\infty, \infty)$

における関数近似であり, 基底関数として使用する Sinc 関数は次の形で定義される.

$S(j,h)(t)= sinc(\frac{t}{h}-j)=\frac{\sin\frac{\pi}{h}(t-jh)}{\frac{\pi}{h}(t-jh)}$ (2.1)

Sinc 関数 (2.1) のグラフを図 1に示す.
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図 1: Sinc 関数 sinc $(t/h-j)=S(j, h)(t)$

数値不定積分の代表的な例として, 1変数解析関数 $f(x)$ の不定積分

$I(s)= \int_{a}f(x)dx$, $a<s<b$ (2.2)

に対して DE 公式を示す.被積分関数 $f(x)$ は $a<x<b$ に特異性を持たないと仮定するが, 端点

$x=a,$ $b$ に特異性を持っていてもよい. 不定積分 (2.2) に対して DE 変換

$x= \phi(t)=\frac{a-b}{2}$ tanh $( \frac{\pi}{2}$ sinh $t)+ \frac{a+b}{2}$ (2.3)

を適用すると, 次のようになる.

$I(s)= \int_{a}^{\iota}f(x)dx=\int_{-\infty}^{\tau}u(t)dt$, (2.4)

$u(t)=f(\phi(t))\phi’(t))$ $\tau=\phi^{-1}(s)$ .
無限区聞の不定積分 (2.4) の被積分関数 $u(t)$ が, 複素平面の帯状領域 $|{\rm Im} t|<d$ で正則であり,
かっ $c$ と $\alpha’$ をある正の定数として

1 $u(t)|\leq\alpha’$ ($\exp$(-cexp 1 $t|$ )), $|t|\prec\infty$ (2.5)

を満たすとする. 刻み幅 $h$ と打ち切り項数 $N$ を次式を満たすように決める.

$h= \frac{1}{N}$ log $( \frac{\pi dN}{\alpha})$ (2.6)

ただし, $\alpha=\alpha’-\epsilon$ ($\epsilon$ は任意の小さい正数) である. (2.4) の被積分関数を Sinc 基本展開すると,
不定積分に対する次の DE 公式が得られる [4].

$I_{Dg}(s)=h \sum_{j=-N}^{N}f(\phi(jh))\phi’(jh)(\frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}$ Si $( \pi\frac{\phi^{-1}(s)}{h}-\pi j))+o(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))(2.7)$
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ただし, Si は次式に示される積分正弦関数である.

Si $(t)= \int_{0}^{t}\frac{\sin\tau}{\tau}d\tau$ , Si $(-t)=-SI(t)$ (2.8)

2.2 積分正弦関数の数値計算法

積分正弦関数 (2.8) について, $t=0,$ $\infty$ のときは Dirichlet の積分定理から

Si (0) $=0$, Si $( \infty)=\frac{\pi}{2}$ (2.9)

を得る. また, sin $\tau$ を Taylor 展開して (2.8) に代入すると

Si $(t)= \int_{0}^{t}\frac{1}{\tau}(\tau-\frac{\tau^{3}}{3!}+\frac{\tau^{5}}{5!}-\frac{\tau^{7}}{7!}+\cdots)d\tau=\sum_{k=1}^{\infty}\frac{(-1)^{k-1}t^{2k-1}}{(2k-1)(2k-1)!}$ (2.10)

を得る. ただし, 実際の計算では無限和の上限を $k=n$ で打ち切る必要がある. (2.10) の右辺の
級数は, $t$ が小さいときは収束が速いので直接計算によって高精度に計算できるが, $t$ が大きいと
きは次の性質を利用して計算する必要がある.
積分正弦関数 Si は (2.9) から

Si $(t)= \int_{0}^{t}\frac{\sin\tau}{\tau}d\tau=\frac{\pi}{2}-\int^{\infty}\frac{\sin\tau}{\tau}d\tau$ (2.11)

と表現できる. この右辺の第二項を漸近級数展開し, 無限和を積分表示で表すと

Si $(t)= \frac{\pi}{2}-f(t)$ cos $t-g(t)$ sin $t$ , (2.12)

$f(t)= \int_{0}^{\infty}\frac{te^{-x}}{x^{2}+t^{2}}dt$ , $g(t)= \int_{0}^{\infty}\frac{xe^{-x}}{x^{2}+t^{2}}dt$ (2.13)

を得る. (2.13) は定積分であるから, 半無限区間の DE公式

$t=\phi(u)=\exp(u-\exp(-u))$ (2.14)

を採用し, 等間隔刻み幅 $h$ の台形公式を適用すれば, 高精度に計算することができる.

3 Sturm-Liouville 型固有値問題と Green 関数
3.1 Sturm-Liouville 型固有値問題

$L[u]$ を Sturm-Liouville 作用素 $\frac{d}{dx}(p(x)\frac{du(x)}{dx})+q(x)u(x)$ とし, 微分方程式

$\frac{d}{dx}(p(x)\frac{du}{dx})+q(x)u+\lambda\rho(x)u=0$ , $a<x<b$ (3.1)

を考える. ただし, $\lambda$ は固有値で, 境界条件として次式を与える.

$u(a)=0$ , $u(b)=0$ (3.2)
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境界条件を満足する微分方程式の解 $u(x)$ と固有値 $\lambda$ とを求める問題は Sturm-Liouville型固有値
問題である. $\rho(x)$ は荷重関数と呼ばれ, 連続実関数で $\rho(x)>0$ である. 荷重関数は直交条件に
際して重要となるが, $\rho(x)=1$ の場合が多いため, 本稿ではこれを採用する. 境界条件 (3.2) は
Dirichlet 境界条件と呼ばれ, 微分方程式の解 $u(x)$ が両端 $x=a,$ $b$ で固定されていることを意味
している. Sturm-Liouville 作用素 $L[u]$ には Green 関数の存在が知られている.

3.2 Green 関数

Sturm-Liouville 型固有値問題では固有値 $\lambda$ が特定の値をもつときのみ解が存在し, 解は固有関
数と呼ばれる. 解は Green 関数を用いて表現できることが知られており, 今の場合の Green 関数
$G(x,\xi)$ は作用素 $L[u]$ に対する同次壇界値問題

$\{\begin{array}{ll}L[u]=0 y(a)=0, y(b)=0\end{array}$ (3.3)

に関して, 次の 3条件を満たす関数である.

$\bullet$ $G(x,\xi)$ は境界値問題 (3.3) を満たす連続関数である.
$\bullet$ $x\neq\xi$ では $G(x,\xi)$ の $x$ に関する 1階, 2階導関数が連続である.
$\bullet$ $G(x,\xi)$ は $x=\xi$ で次を満たす.

$( \frac{dG}{dx})_{x\prec+0}--(\frac{dG}{dx})_{x=\xi-0}=-\frac{1}{p(\xi)}$

上記の条件を満たす Green 関数は, 境界値問題 (3.3) の 2つの基本解 $y_{1}(x),y_{2}(x)$ を用いて

$G(x,\xi)=\{\begin{array}{ll}y_{1}(\xi)y_{2}(x) (\xi\leq x)y_{1}(x)y_{2}(\xi) (x\leq\xi)\end{array}$ (3.4)

と表現できる [11]. $y_{1}(x),$ $y_{2}(x)$ はそれぞれ $x=a,$ $b$ での境界条件を満たす. 固有値問題 (3.1) の
解は $G(x,\xi)$ を用いて次の積分方程式の形で表せる (Green の定理) .

$u(x)= \lambda\int_{a}^{b}G(x,\xi)u(\xi)d\xi$ (3.5)

実際の計算では, Green 関数の $x=\xi$ における特具性を避けて解析性を保っために

$u(x)=\lambda\{\int_{a}^{\xi}G(x,\xi)u(\xi)d\xi+\int_{\xi}^{b}G(x,\xi)u(\xi)\mathfrak{X}\}$ (36)

として積分を分けて計算する必要がある. Sturm-Liouville 作用素から得られた Green 関数 $G(x,\xi)$

は完全な積分核であることが知られており, 量子的に飛び飛びな無限個の固有値と固有関数をも
つことがわかっている.
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4 $DE-Sinc$-Nystr\"om ta
4.1 二重指数変換に基づ \langle Green 関数法

Sturm-Liouville 型固有値問題の解を表す積分方程式 (3.6) に二重指数変換に基づいた数値不定
積分公式を適用する. 右辺の $\lambda$ を左辺に移項した式に対して適用すれば,

$\frac{1}{\lambda}u(x)=$ $y_{2}(x)h \sum_{j=-N}^{N}v_{1}(jh)\sigma_{+}(x;j)+y_{1}(x)h\sum_{j\approx-N}^{N}v_{2}(jh)\sigma_{-}(x;j)+E_{N}$ ,
(4.1)

$v_{1}(t)$ $=$ $y_{i}(\phi(t))u(\phi(t))\phi’(t)$ ,

を得る [1]. ただし, (4.1) の $\phi(t)$ は不定積分に対する二重指数変換

$\xi=\phi(t)=\frac{b-a}{2}$ tanh $( \frac{\pi}{2}$ sinh $t)+ \frac{b+a}{2}$ (4.2)

であり. \mbox{\boldmath $\sigma$}\pm (x;のは積分正弦関数 Si$(t)$ を用いて次式で表される.

$\sigma\pm(x;j)=(\frac{1}{2}\pm\frac{1}{\pi}$ Si $( \frac{\pi\phi^{-1}(x)}{h}-\pi j))$ (4.3)

刻み幅 $h$ と片側求解点数 $N$ を (2.6) を満たすように決めるとき, 誤差項 $E_{N}$ は次式となる.

$E_{N}=O( \exp(-\frac{\pi dN}{\log(2dN/\alpha)}))$ , $\alpha$ と $d$ は正の定数. (4.4)

また, $x$ が Sinc point $x_{k}=\phi(kh)$ であれば $\sigma\pm(x_{k};j)$ は次式のように簡単になる.

$\sigma\pm(x_{k};j)=Si(\pi(k-j))$ (4.5)

4.2 Nystr\"om の方法への遁用

積分方程式 (3.5) において固有値 $\lambda$ を改めて $1/\nu$ とおけば, 積分作用素

$G$ ; $u(x) rightarrow(Gu)(x)=\int_{a}^{b}G(x,\xi)u(\xi)\mathfrak{X}$ $a\leq x\leq b$ (46)

に対応する固有値問題は次式となる.

$(Gu)(x)= \int_{a}^{b}G(x,\xi)u(\xi)d\xi=\nu u(x)$ , $a\leq x\leq b$ (4.7)

$(\nu,u)$ が積分作要素 $G$ の固有値と固有ベクトルであるならば, 関数解析の適当な枠組みを用いて,
$(1/\nu,u)$ は随伴する微分形の問題の固有値と固有ベクトルであることが容易に確かめられる. 積分
方程式 (4.7) を数値積分公式によって近似する解法は, Nystr\"om の方法 [10] と呼ばれ, 本研究で
は数値積分公式として二重指数公式を採用する.

(4.7) に対し, $h$ と $N$ が (2.6) を満たすとして二重指数変換 (4.2) を適用する. 変換 (4.2) の変
数 $t$ の変域 $(-\infty, \infty)$ で等間隔に並ぶ Sinc point

$t_{k}=kh$ , $k=-N,$ $-N+1,$ $\cdots$ , $N$ (4.8)
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をとれば, $x$ の変域 $(a, b)$ における標本点は, 変数 $x$ での対応する Sinc point

$x_{k}= \phi(t_{k})=\frac{b-a}{2}$ tanh $( \frac{\pi}{2}\sinh kh)+\frac{b+a}{2}$ , $kh=\phi^{-1}(x_{k})$ (4.9)

となる. この Sinc point を二重指数公式 (4.1) の標本点として選べば, 二重指数公式の標本点が
右辺の有限和とちょうど同じ分点数を持つことになり, $\{u(x_{k})\}$ に関して

$\nu u(x_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT} y_{2}(x_{k})h\sum_{j=-N}^{N}v_{1}(jh)\sigma_{+}(x_{k};j)+y_{1}(x_{k})h\sum_{j=-N}^{N}v_{2}(jh)\sigma_{-}(x_{k};j)+E_{N}$ (4.10)

を得る. この等式から行列 $M$, ベクトル $u$ をそれぞれ

$M_{kj}=h\{y_{2}(x_{k})y_{1}(x_{j})\sigma_{+}(x_{ki}j)+y_{1}(x_{k})y_{2}(x_{j})\sigma_{-}(x_{ki}j)\}\phi’(jh)$

$u$ $=(u(x_{-N}),u(x_{-N+1}),$ $\cdots,u(x_{N}))^{t}$ , $k,j=-N,$ $-N+1,$ $\cdots N$
(4.11)

と定義すれば, (4.10) は次式となる.

$Mu=\nu_{m}u$ , $m=1,$ $\cdots 2N+1$ (4.12)

(4.12) を満たす $2N+1$ 個の固有値 $\nu_{m}$ と固有ベクトル $u$ は, 既存の線形計算の算法によって計算
することができる. 一つの固有値について, $x\neq x_{k}$ を含む任意の $x$ に対する固有ベクトル $u_{m}(x)$

の値, すなわち Sturm-Liouville 型固有値問題 (3.1) の解 $u(x)$ は, $\nu_{m}\neq 0$ という条件の下では、
Nystr\"om の自然補間公式を用いて, 算式

$u_{m}(x)= \frac{h}{\nu_{m}}\{y_{2}(x)\sum_{j=-N}^{N}v_{1}(jh)\sigma_{+}(x;j)+y_{1}(x)\sum_{j=-N}^{N}v_{2}(jh)\sigma_{-}(x;j)\}+E_{N}$ (4.13)

で計算することができる. これは微分形の固有値 $\lambda$ と積分作用素の固有値 $\nu$ の関係を考えれば,

Groen 関数法に用いる二重指数公式 (4.1) に他ならない.

5 数値例

簡単な熱伝導方程式を変数分離法によって解く場合, 常微分方程式

$\frac{d^{2}u}{dx^{2}}=-\lambda u$ (5.1)

の形の Sturm-LioudUe 型固有値問題がよく現れる. ここで, 境界条件は次式で与えられる.

$u(O)=u(1)=0$ (5.2)

微分方程式 (5.1) に対し, 前節の DE-Sinc-Nystr\"om 法を適用して数値実験を行った. ただし, $h$

と $N$ の関係を (2.6) とし, $\alpha=1,$ $d=\pi/2$ と決めた. (4.12) の行列 $M_{kj}$ は非対称行列となること
から, 固有値の計算にはべき乗法を用いた. また, $L[u]=u”$ と選べば, $L[u]$ に対応する Green
関数を構成する基本解 $y_{1}(x)$ と $y_{2}(x)$ は次式となる.

$y_{1}(x)=x$ , $y_{2}(x)=1-x$ (5.3)
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固有値問題 (5.1) を積分作用素 (4.7) の形とした場合の固有値 $\nu$ の真の解は

$\nu_{m}=\frac{1}{m^{2}\pi^{2}}$ , $m=1,2,$ $\cdots$ (5.4)

である. したがって, この $\nu$ に随伴する微分形の問題 (5.1) の固有値 $\lambda$ の真の解は

$\lambda_{m}=m^{2}\pi^{2}$ , $m=1,2,$ $\cdots$ (5.5)

となる. 大きい方から 5つ $(m=1,2,3,4,5)$ の固有値 $\lambda_{m}$ の誤差の減衰を図 2に示す. 次に, DB
Sinc-Nystr\"om 法における Nystr\"om の自然補間公式 (4.13) を用いて, 3つの固有値 $\lambda_{m}(m=1,2,3)$

に関する (5.1) の数値解を計算した. 正規化した真の解は

$u_{m}(x)=\sqrt{2}$ sin $m\pi x$ , $m=1,2,$ $\cdots$ (5.6)

である. 区間 $[0,1]$ を $1W$ 等分した点, すなわち $x=001,$ $\cdots$ 099で数値解を計算した. この

99点での真の解との絶対娯差の最大値を図 3に示す.

N $N$

図 2: 固有値の誤差の減衰 図 3: 数値解の最大誤差の減衰
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