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1. INTRODUCTION

Banach 空間.IX‘ における点 $+|J$ $\{\prime r_{71}’\}$ が $X$ の bounded basis であるとは, 以下の条
件を満たすときをいう:

(i) $\forall\gamma i\in X$ にっいて, $x= \sum_{n}\alpha_{r^{li}n}$
’ と一意にノルム収束で表される.

(ii) $0<i_{I1,\prime 1}f\Vert a:_{r\iota}.||\leq S11.$ ])$\Vert:\iota:_{f\downarrow}||\uparrow 1<\infty$ .

$\sim|7$束が和の順序に関係なく収束するときは, unconditional basis (X がヒルベル
ト空間のときは Riesz basis), 和が条件収束するときは, conditional basis であると
レ $a_{i^{-}}’$ .
本報告では、ヒルベルト空間として, 2乗可積分空間 $L^{2}[-\pi, \pi]$ を, $\{x_{\iota}\}$ として,

複棄指数関数系 $t^{i\lambda,}(-\rangle$
$|$ } を採り上げて., R,iesz basis と conditional basis のそれぞれ

の安定性の問題を扱う.
Riesz $b_{d_{A}^{t_{1’}^{\sim}}}is:$. の安定性について, 次の Kadec’s 1/4-theorem はよく知られている

(see [5, $Tfio\langle$ ) $rt^{\backslash },1111$ ] or [14, ch.1, \S 9, Th$(\backslash \prime orc^{\backslash }\prime n114$]) :

Theorem A (Kadec’s 1/4-Theorem).

If $\{\ell\iota_{f\dagger}.\}i9x$ sequence of $r\cdot ralr\iota\iota\iota mber\cdot.$; $for\uparrow$which

$|_{j} \iota_{r\}}-n|\leq L<\frac{1}{4}$ $\gamma|,$ $=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ ,

then $\{e^{A}\prime i_{l}\iota_{\prime},t\}$ is $n$ Riesz basis $f_{07}\cdot L^{2}[-\pi, \pi]$ .

ここで, 以下で与えられる数列 $\{\lambda_{r\iota,1/2}\}$ ,

$\lambda_{n,1/2}=\{\begin{array}{ll}n-\frac{1}{2}, n>0,n+\frac{1}{2}, n<0\end{array}$ (1.1)

を考える. このとき, 関数系 $\{ei,\sim’\}_{n\neq 0}$ は isoInetric isomorphism,

$\phi(t)rightarrow e$了 $\phi(t)$
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によって, orthonorInal $t$) $\dot{c}\iota sis\{c^{ir1.t}\}$ を平行移動して得られた basis である. この
$t_{ld,h’}i_{\backslash }\{ ’.\dot{r,}\lambda_{l}, I/-l\}_{71,\neq 0}$ を用いると, $K_{\partial}$ dec’s 1/4-theorem は以下のように書き換えら
れる:

Theorem $B$ (Kadec’s 1/4-Theorem).

If $\{/,\}_{r’.\neq t)}$ is a sequcnce of real $nu\gamma mber\cdot s$ for which

$|/\iota_{n}$. $- \lambda_{7\prime.,1/2}|\leq L<\frac{1}{4}$ $n=\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ ,

then $\{:^{j,\iota_{n}t}J\}_{n\neq 0}$ is a Riesz basis for $L^{2}[-\pi_{:}\pi]$ .

次に, 数列 $\{\lambda,|.,(\rangle\}$ を以下のように定義する :

$\lambda_{n,\alpha}=\{\begin{array}{ll}r^{-}|, -\alpha, n>t),n+\alpha, \gamma\iota<0.\end{array}$ (12)

以下, $\{\epsilon^{it}|\cdot\}$ を除いて, $\{e_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{i\lambda_{1,\cap}t}\}$ と書くときは $\{e^{i\lambda_{\iota,\alpha}t}\}_{n\neq 0}$ の意味であるとする.
もし, $1/4<CP<3/4$ ならば Theorent $B$ から, system $\{e^{i\lambda_{\iota,\alpha}t}\}$ は $L^{2}[-\pi, \pi]$ の Riesz
basis となることがわかる.

Balan [2] は Fotirier frames に関して, 次の安定性の結果を得た.

Theorem $C$ (Balan [2], Theorem 1).
$6^{\gamma}upp_{0_{2}}\backslash \cdot e\{\lambda_{?1},\}_{n.\overline{\epsilon}7_{r}}$ a frame sequence of real numbers for $L^{2}[-\gamma, \gamma]$ with bounds $A,$ $B$ .
$s_{r_{-})}.t$ :

$L( \gamma)=\frac{\pi}{4\gamma}-\frac{1}{\gamma}aI^{\cdot}csi_{l1}\{\frac{1}{\sqrt{2}}(1-\sqrt{\frac{A}{B}})\}$ .

Go$r|,.;i$ ($f,r,r$ the $5C.$
)$q\uparrow l,t^{\supset}n(i(j\{\rho_{n}\}_{\tau|.\in Z}$ of complex $n\uparrow l7nber\cdot 9\rho_{n}=l^{\iota_{n}}+i\sigma_{n}s\uparrow\iota chtha,t$

$\sup_{n}|_{l^{l_{b}}},.-\lambda_{r\iota}|=\delta<L(\gamma)$ and $sn_{1)}n|\sigma_{??},|=\Lambda\prime I<\infty$ . Then, $\{\rho_{n}\}_{n\in Z}$ is a frame
sequence for $L^{2}[-\gamma, \gamma]$ .

こ (7)定理 $\theta 2$証明から, もし, $\{\epsilon^{i\lambda,t}:’\}$ が R,iesz basis ならば 2 $\{e^{i\rho_{1}t}\}$ も Riesz basis
となることがわかる. この結果は任意の Riesz basis からの安定性の結果を与える
という意味で, Kadec’s 1/4-theorem の一般化であると考えられる.
本報告では, まず, (1.2) で与えられる $\{\epsilon^{i\lambda_{\iota,\alpha}t})\}$ について, Theorem $C$ での bounds

$A,$ $B$ を求める. こ o)結果と Theorem $C$ から, $\{e^{i\lambda_{\iota,(\mathfrak{i}}\ell}\}$ についての安定性の結果を
求め, さらにそのときの定数が [$\cdot$

) $t^{3}.st$ possible であるかどうかを調べる.
ところで, ヒルベルト空間において.\acute Riesz basis のクラスは非常に大きく, そこ

での $c:(Ilditional$ basis の存在が問題となる. このノートでは, 次に $L^{2}[-\pi, \pi]$ での
$(j\langle)1ldil,ioni\iota 1$ basis の安定性 $0$)結果を述べる. 関連する結果は [8] で与えられている
が, 条件が強いので, もっと弱い条件の下で考察する. ここでは, $\{x_{n}\}$ として, 複棄
指数関数系 $\{(\prime i\lambda_{ll}\dagger\}$ に, ある重み関数 $n’(t)$ を乗じた {u’(t)ei\mbox{\boldmath $\lambda$}雪を考える. 次の結果
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は BabeIlko によって与えられたヒルベルト空間における最初の conditional basis
の例である.

Theorem $D$ ([1, p.160]: see [12, p.428, Example 14.4]).
Let $0<(j<1/2.$ $Ther\iota\{|t|^{-\beta_{J},\dot{r,}nt}\}_{7l\cdot=\infty}^{\infty}--$ and $\{|t|^{\beta}e^{int}\}_{n=-\infty}^{\infty}ar\cdot e$ bounded condi-
tional bases for $L^{2}[-\pi, \pi]$ .

こび)結果は, Hunt, Muckenhoupt, Wheeden [4, Theorem 8] および Kazarian [7],
Olevskii [10] によって, 以下のように拡げられた :

Theorem $E$ (see [7, p.241]).
$2\pi$ 周期をもつ $?()(t)\geq 0$ について, {\uparrow lj(t)eint}n\infty =-\infty (または $\{w(t)^{-1}e^{int}\}_{n=-\infty}^{\infty})$ が

$L^{2}[-\pi, \pi](\prime^{-})$ conditional basis となる必要十分条件は

(1) $\prime n$) $(t),$ $n$ ) $(t)^{-1}$ の 1つは非有界,
(2) $\prime u\prime^{2}(t)$ ?は $(A_{2})$ -cionditio$7l$ を満たす.

$T1_{1!t)1t:\iota I1}D,$ $E$ は, 関数が $2\pi$ 周期であることを仮定しているが, ここでは周期性

を仮定しない結果を求める.

2. RIESZ BASIS の安定性

複素数列 $\{\lambda_{n}.\}$ に対して, 複素指数関数系 $\{c^{i\lambda,t}\}$ が Ricsz basis となるときは, 以
下の $\partial_{\text{・}I)}1$)$roxinl$ atc Parseval’s identity” が成り立っことが知られている (see Young
[14, Ch.4, $l_{\backslash }^{1}2$]);

There are positive constants $A$ and $B$ dePending only on $\{\lambda_{n}\}$ , and not on $f(t)$ ,

.such that

$A \sum|c_{7\}}.|^{2}\leq\Vert f\Vert^{2}\leq B\sum|c:_{\tau\iota}|^{\dot{2}}$ for $f(t)= \sum_{-\infty}^{\infty}c_{n}e^{i\lambda_{t}.t}$ .

上記の定数 $A$ and $B$ は Ricsz basis の bounds と呼ばれる. これらは Theorem $C$

における $frn,7\gamma|’$. $bo\uparrow m(l,\backslash \backslash$ に等しいことが知られている. 我々は, まず, (1.2) にお
いて与えられた数列 $\lambda_{n,\alpha}$ を用いた, Riesz basis $\{e^{i\lambda_{n}}’" t\}$ について, その bounds $A$

と $B$ を求める. 我々は以下の結果を得る.

Theorem 2.1. Let $\{c^{i\lambda_{ll\cdot,\alpha}t}’\}$ be a Riesz basis where the $\lambda_{n.,\alpha}$ are given by (1.2) for
$1/4<(\rangle’<3/4$ . $Th()ntf|,(:n()rt$ inequaliti $r^{)},s$

$(1-|_{b} i_{I1}(2c\iota’\pi)|)\sum_{fl\cdot\neq 0}|\iota:_{?l}|^{2}\leq\Vert_{n\neq 0}\sum(ir^{i\lambda,,,l\Vert^{2}}1^{J}(1\leq(1+|s’i_{I1}(2\alpha\pi)|)\sum_{n\neq 0}|q|^{2}$

hold for $e.?$) $er\cdot y$ finite sequen($:e$ of comple.$x$ numbers $\{(\backslash 7|\}$ .
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この結果と $T$ ] $’\backslash$ から, ただちに以下の結果が得られる.

Corollary 2.1. Let $\{\epsilon^{J}.i\lambda_{\iota,\alpha}l\}$ be a Riesz basis where the $\lambda_{7}$ are given by (1.2) for
$1/4<(y<3/4$ . If $\{\prime l_{71}\}i.s$ a sequence of real numbers for which

$| \mu_{n}-\lambda_{r\iota,(y}|\leq L<\frac{1}{4}-A(\alpha),$ $n=\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ , (24)

$u\prime hJ$

$A(\alpha)$

$tl_{l}$, en $\{\epsilon:^{i_{ll\cdot n}t}\}i\backslash \cdot\iota Ri_{\text{・}}e..\backslash \cdot z$ basis for $L^{2}[-\pi, \pi]$ .

R,odheffer and Young は Kadec’s 1/4-Theorem において, constant 1/4’ はある
意味で $\iota-$) $ei)^{\prime t}$ possible constant であることを示した [11, Theorem 4 and Corollary].
そして上記 $0^{-}$)結果においても, constant $\prime 1/4-A(cv)$ は, 同じ意味で best possible
$c\cdot()I1^{\backslash }f\dot{\zeta}\iota I1$ {, であることが予想される. しかし, 我々は否定的な結論を得る. すなわち,
$()()I1_{t}\backslash \cdot t\dot{)}I\iota t$

: $1/4-A(\alpha)$ が best possible constant となるのは, $\alpha=1/2$ のときに限

ることを示す. 我々は次の 2つの補題を必要とする.

Lemma 2.1. If $1/4<\alpha<1/2$ , then

$\frac{1}{2}<\alpha+A(\alpha)<\frac{3}{4}$

$Le\iota\iota 111la2.2.$ If $1/2<(\gamma<3/4$ , then

$\frac{1}{4\prime}<\alpha-A(\alpha)<\frac{1}{2}$

これら 2つの補題を用いて, Corollary 2.1を強めた以下の結果が得られる :

Theorem 2.2. Let $\{e^{i\lambda,.t}\backslash ^{C\forall}\}$ be a Riesz basis where the $\lambda_{n.)\alpha}$ are given by (1.2) for
$1/4<cv<3/4$ , cy $\neq 1/2$ . And let $\{\delta_{7l}\}$ be a sequence of nonne,qative numbers for
$which|\backslash 111)_{\gamma}.\delta_{71},$ $<r\nu+A(\alpha)-1/2f_{07}\cdot 1/4<\alpha<1/2$ and $\sup_{n}\delta_{n}<1/2-\{\alpha-A(\alpha)\}$

for $1/2<\alpha<3/4$ . If $\{\ell\iota_{n}\}$ is a.sequence of real numbers for which

$|/ \iota_{n}-\lambda_{1,\alpha}|\leq\frac{1}{4}-A(\alpha)+\delta_{n},$ $n=\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ ,

$tl|,e^{J},rl\{d;/\prime_{I},l\}$ is a Riesz ba.sis for $L^{2}[-\pi, \pi]$ .

定理より, (2.1) における consta,$Ilt(\prime 1/4-A(\alpha)$ は, $\alpha\neq 1/2$ のとき $h$ , best
possible constant ではないことがわかる.
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Remark 2.1. ここで考える “best possible constant” とは, Redheffer and Young
が [11, Theorem 4 and Corollary] において, $Ka$dec.’s 1/4-theorem における con-
$st_{\dot{c}111}t1/4$

’ について示した意味である. すなわち, Theorem $B$ において

$| \prime r_{\iota}-\lambda,,,,\perp/2|\leq\frac{1}{4}:n=\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ ,

または

$| \iota_{n}-\lambda_{71}.,<\frac{1}{4}$ $n=\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ ,

とすると, $\{\rho^{i_{l’\cdot\prime)}t}\}$ は Riesz basis になるとは限らない. これに対して, Theorem 2.2
は, $r\nu.\neq 1/2$ のときは, $\iota\leq\frac{1}{4}-A(\alpha)+\delta_{7I}$. としても $\{e^{i,\iota_{\mathfrak{n}}t}\}$ が Riesz basis となるこ
とを述べている.

Remark 2.2. Katsnelson ?は [6] におい-C, sine-type entire function の零点集合
を用いて, $K_{\dot{r}}\iota d\in\backslash .(:s^{\backslash }1/4$-theorem を一般化した. 一方, Redheffer and Young は [6,

-Theorem 7] において. TheoreIn 2.2の $\{\lambda_{71.q}\}$ は $1/4<\alpha<1/2$ については, sine-
type entire $f\iota lnction$ の零点集合ではないことを示した. 著者は $1/2<\alpha<3/4$ に関

して, $\{\lambda_{\iota,(X}\}$ が $si_{l1}e$-type ent,ire function の零点集合であるかどうかはわからない.

3. CONDITIONAL BASIS の安定性

ここでは, $u$) $(t)$ および $L^{2}[-\pi., \pi]$ の関数に $2\pi$ 周期性を仮定せず, 区間 $[-\pi, \pi]$ の

外ではほとんど至る所 $()$ であることを仮定する.

Lemma A (see [3, $p105$ , (1.6)]).
$f\in L^{2}[-\pi, \pi]$ について,

$f(t)= \frac{1}{\pi}\hat{\epsilon}1arrow i\iota+n_{0}\int_{\epsilon<|t-s|<\pi}\frac{f(s)}{2\tan(\frac{t-s}{2})}d\sigma\cdot$ ,

$Hf(t)= \frac{1}{\mathcal{T}\iota}\lim_{C,\veearrow+0}\int_{\epsilon}<|t-s|<\pi\frac{f(s)}{x-s}ds$.

とするとき.’
$|f(t)| \leq|Hf(t)|+\frac{2}{\pi}\Vert f||_{1}$

が成り立っ.
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Lemma 3.1. $\mathbb{R}$ 上の関数 $tl$ ) $(t)$ が以下の条件を満たすとする. 以下, $\delta$ は正の定数,
$C$ は (\dagger にのみ関係する正の定数とする.

(1) $’\iota\ell.’(t)\geq\delta>0,$ $-\pi\leq t\leq\pi$ .
(2) $\prime 1l.\prime^{2}(t)$ は $(\mathcal{A}_{2})- co\uparrow/,diti()r\iota$ を満たす.

このとき, $f\in L^{2}[-\pi_{:}\pi]$ について,

$(1_{-\pi}^{\pi}|\tilde{J}(t)|^{2}n)2(t)dt)^{\frac{1}{2}}\leq C(./-\pi\pi|f(t)|^{2}u\prime^{2}(t)dt)^{\frac{1}{2}}$

が成り立っ.

Lemma 3.1において, 条件 (2) と上の不等式が同値であることは, [4, Theorem
1] において, $uf(t)$ および $L^{2}[-\pi, \pi]$ の関数の $2\pi$周期性を仮定して得られている. 2
つの lenlmas から以下の結果を得る.

Proposition 3.1. $\mathbb{R}$ 上の関数 $\prime nj(t)$ が以下の条件を満たすとする. 以下, $\delta$ は正の

定数とする.

(1) $’\iota l$ノ\dagger (t) $\geq\delta>0,$ $-\pi\leq t\leq\pi$ .
(2) $ul(t)$ は $-\pi\leq t\leq\pi$ 上で非有界.
(3) $’\{l_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{2}(\dagger)$ は $(A_{2})- co\uparrow\iota diti()n$ を満たす.

このとき, $\{’(\int(t)c^{irt.f}’\}_{/.=-\infty}^{\infty}$ は $L^{2}[-\pi, \pi]$ の boundecl conditional basis となる.

この結果を用いて, [13, Theorem 1] の証明の議論を用いると, 以下の結果を得る.

Theorem 3.1. $\mathbb{R}$ 上の関数 $\uparrow l(t)$ が以下の条件を満たすとする. 以下, $M,$ $L,$ $\delta$ は正

の定数とする.

(1) $ll$ ) $(t)\geq\delta>t),$ $-\pi\leq t\leq\pi$ .
(2) $1l’(t)$ ?は $-\pi\leq t\leq\pi$ 上で非有界かつ $|t|u.|(t)\leq M,$ $-\pi\leq t\leq\pi$ .
(3) $’\ell l.’ 2(t)$ は $(A_{2})$ -condition を満たす.

このとき,

$0<L< \frac{1}{\pi}$ log $( \frac{\pi\delta}{A’I}+1I$

なる $L$ に対して, $\forall\gamma l$, について

$|\ell’\iota-\lambda_{n}|\leq L$

ならば $\{ll)(t)\epsilon i^{i\lambda,/}\}_{n=-\infty}^{\infty}$ は $L^{2}[-\pi, \pi]$ の bounded $cor\iota dit\prime ional$ basis となる.

Remark 3.1. $\}_{1drlllOl1}ic$. な場合と異なり, biorthogonal な関係とは限らないので,
{ $\{\int’(t)^{-1}e^{\dot{|.}\lambda_{l},t}\}$ が conditional basis であるとはいえない.
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Remark 3.2. 重みを付けない複素指数関数系 $\{e^{i\lambda_{1}t}\}$ で, $L^{2}[-\pi, \pi]$ の conditional
ba.$sis$ となるものがあるかどうか (nonharmonic fourier analysis のよく知られた問
題) は, 著者の知る限りでは未解決な問題である. 最近.\acute この問題のほんの部分的
な結果が [9] で求められている. この問題に関連して.[ 以下の問題を挙げる.

Problem 3.1. $\mathbb{R}$ 上の関数 $tl$) $(t)$ が Thcorem 3.1の条件 (1), (3) を満たすとすると
き, もし, $t^{l}|l$ ) $(t)r^{i\lambda_{7\mathfrak{i}}}){}^{t}I$ が $L^{2}[-\pi, \pi]$ の condittonal $b/|,si.s$ ならば $\uparrow()(t)$ は $-\pi\leq t\leq\pi$

で非有界となるか ?

もし, これが肯定的ならば, $L$ を正の定数とするとき, $|\lambda_{n}-n|\leq L$ を満たす
$\{\lambda_{1}.\}$ について, $\{cJ\dot{t,}\lambda_{l\iota}t,\}$ が} $)_{\dot{(}r:^{\backslash }is}$ ならば全て unconditional, すなわち, Riesz basis と
なることがわかる.
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