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概要. Riesz 空間に新たな滑らかさの概念 (多重 Egoroff性) を導入することにより,

距離空間上の弱零加法的な Riesz 空間値 Borel ファジィ測度は正則となる. また, こ

のような Riesz 空間値 Borel ファジィ測度に対して Lusin の定理が成立する.

1. 序論

位相空間上の測度の正則性は, 位相空間論と測度論の架け橋となる重要な概念で

あり, 一般の Borel集合に対する測度を, より取り扱いやすい閉集合やコンパクト

集合における測度で近似することを可能とする. この事実の応用は多岐に亘り, 例

えば Borel可測関数が連続関数列で近似できることを主張する Lusin の定理は, 測

度の正則性の助けを借りて証明される.
非加法的実数値測度の研究の急速な進展のなかで, Li-Yasuda [9] は距離空間上の

任意の弱零加法的な Borel ファジィ測度は正則で, その結果として Lusin の定理が
そのような非加法的測度に対して成立することを示した.
一般に, Riesz 空間値測度論を展開する際には, 通常の測度論で有効な $\epsilon$-論法”

が機能しないことが最大の障害となる. この講演では, Luxemburgにより導入され
た Egoroff性にヒントを得て, それを多重化した多重 Egoroff性という Riesz 空間の
“滑らかさ” の概念を新たに導入することにより, Li-Yasuda の結果が Riesz 空間値

Borel ファジィ測度に対しても成立することを報告する.
この論文は既に公表された論文 [6] の要約であり, 証明などは原論分を参照してい

ただきたい.

2 多重 EGOROFF性

この章では Riesz空間の滑らかさの新概念として多重 Egoroff性を導入するととも
に, その他の滑らかさの概念との相互関係についてまとめる. また, Riesz空間値非
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加法的測度に関する基本的な用語を復習する. 以下では, 自然数全体を $N$ , 実数全

体を $\mathbb{R}$ で表す. また, $V$ は Riesz空間とする. Riesz空間論に関する標準的な用語や
結果については [12] を見よ.

定義 1. $u\in V^{+}$ とする. 各 $m\in N$ に対して, $u^{(m)}$ $:=\{u_{n_{1},\ldots,n_{m}}\}_{(n_{1},\ldots,n_{m})\in N^{m}}$ は $V$ の

要素からなる多重列とする.

(1) 多重列の列 $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ は, 各 $m\in N$ と各 $(n_{1}, \ldots, n_{m})\in N^{m}$ に対して

(i) $0\leq u_{n_{1}}\leq u_{n_{1},n_{2}}\leq\cdots\leq u_{n_{1},\ldots,n_{m}}\leq u$

(ii) $narrow\infty$ とすると, $u_{\mathfrak{n}}\downarrow 0,$ $u_{n_{1},n}\downarrow u_{n_{1}},$ $\cdots$
)

$u_{n_{1},\ldots,n_{m},n}\downarrow u_{n_{1},\ldots,n_{m}}$

を満たすとき u-multiple regulator in $V$ という.

(2) u-multiple regulator $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ は, 各 $m\in N$ と各 $(n_{1}, \ldots, n_{m})\in N^{m}$ ,
$(n_{1}’, \ldots,n_{m}’)\in N^{m}$ に対して, $ni\leq n_{i}’(i=1,2, \ldots,m)$ ならば $u_{n_{1},\ldots,n_{m}}\geq$

$u_{n_{1}’,\ldots,n_{m}’}$ が成り立っとき strict という.

以下では, $N$ から $N$ への写像全体を $\Theta$ で表す. $\Theta$ は各点毎の順序, すなわち,
$\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Theta$ に対して, $\theta_{1}(i)\leq\theta_{2}(i)(\forall i\in N)$ で定まる順序関係 $\theta_{1}\leq\theta_{2}$ に関して, 上

に有向な半順序集合となる.

定義 2. 各 $m\in N$ に対して, $u^{(m)}:=\{u_{n_{1},\ldots,n_{m}}\}_{(n_{1},\ldots,n_{m})\in N^{m}}$ は $V$ の要素からなる多

重列とする.

(1) 各 $u\in V^{+}$ と各 strict u-multiple regulator $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ in $V$ に対して

(i) 各 $\theta\in\Theta$ に対して, 上限 $u_{\theta}$ $:= \sup_{m\in N}u_{\theta(1),\ldots,\theta(m)}$ が存在

(ii) 点列 $\{\theta_{k}\}_{k\in N}\subset\Theta$が存在して, $u_{\theta_{k}}arrow 0$

が成り立つとき, $V$ は多重 Egoroff性 (multiple Egoroff property) をもつと
いう.

(2) 各 $u\in V^{+}$ と各 u-multiple regulator $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ in $V$ に対して

(i) 各 $\theta\in\Theta$ に対して, 上限 $u_{\theta}$ $:= \sup_{m\in N}u_{\theta(1),\ldots,\theta(m)}$ が存在

(ii) $\inf_{\theta\in\Theta}u_{\theta}=0$

が成り立っとき, $V$ は漸近的 Egoroff性 (asymptotic Egoroff property) を

もっという.

(3) 各 $u\in V^{+}$ と各 strict u-multiple regulator $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ in $V$ に対して

(i) 各 $\theta\in\Theta$ に対して, 上限 $u_{\theta}:= \sup_{m\in N}u_{\theta(1),\ldots,\theta(m)}$ が存在

(ii) $\inf_{\theta\in\Theta}u_{\theta}=0$

が成り立っとき, $V$ は弱漸近的 Egoroff性 (weakly asymptotic Egoroff ProP-
erty) をもっという.

注意 1. (1) $V$ が Dedekind $\sigma$-完備の場合は, 定義 2の条件 (i) は自動的に満たされる.
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(2) u-multiple regulator $\{u^{(m)}\}_{m\in N}$ が strict で, 各 $\theta\in\Theta$ に対して, 上限 $u_{\theta}$ $:=$

$\sup_{m\in N}u_{\theta(1),\ldots,\theta(m)}$ が存在すれば, 有向族 $\{u_{\theta}\}_{\theta\in\Theta}$ は単調減少となる.

(3) $V$ は多重 Egoroff性をもつとする. このとき, 定義 2の (1)$-(ii)$ に現れる点列
$\{\theta_{k}\}_{k\in N}$ は単調増加となるように選べる.

(4) 明らかに漸近的 Egoroff性から弱漸近的 Egoroff性が導ける. 漸近的 Egoroff性
の概念は, Riesz空間値ファジィ測度に対しても Egoroffの定理が成立することを示
すために [4, Definition 5] ですでに導入されている.

多重 Egoroff性と (弱) 漸近的 Egoroff性は, Luxemburg-Zaanen [12, Chapter 10]
でその性質が詳細に議論された Egoroff性の概念を多重化したものである.

定義 3. (1) $u\in V^{+}$ とする. $V$ の要素からなる 2重列 $\{u_{m,n}\}_{(m,n)\in N^{2}}$ は

(i) 各 $m,$ $n\in N$ に対して $0\leq u_{m,n}\leq u$

(ii) 各 $m\in N$ に対して, $u_{m,n}\downarrow 0$ as $narrow\infty$

を満たすとき u-regulator in $V$ という.

(2) 各 $u\in V^{+}$ と各 u-regulator $\{u_{m,n}\}_{(m,n)\in N^{2}}$ in $V$ に対して, 単調減少列 $\{v_{k}\}_{k\in N}\subset$

$V$ with $v_{k}\downarrow 0$ が存在して, 各 $(k, m)\in N^{2}$ に対して, 適当な $n(k, m)\in N$ を選べば

$u_{m,n(k,m)}$ \leq vk’となるとき, $V$ はEgoroff性 (Egoroff property) をもつという.

多重 EgOrOff性の術語は, 次の結果にちなんで名付けた.

命題 1. 多重 Egoroff性をもつ Riesz空間は Egoroff性をもつ.

命題 2. 多重 Egoroff性をもつ Riesz 空間は弱漸近的 Egoroff性をもつ. 順序可分な

Riesz空間に対しては, 多重 Egoroff性と弱漸近的 Egoro狂性は一致する.

多くの重要な Riesz空間は多重 Egoroff性をもつ. $(T, \mathcal{T}, \nu)$ は $\sigma$-有限な測度空間,

$0<p<\infty$ とする. $T$ 上の $\nu$-可測な実数値関数の $\nu- a.e$ での同値類の全体からなる

Riesz 空間を $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ で表す. また, $P$乗可積分な $f\in \mathcal{L}_{0}(\nu)$ の全体からなる順序イデ

アルを $\mathcal{L}_{p}(\nu)$ で, $\nu$-本質的有界な $f\in \mathcal{L}_{0}(\nu)$全体からなる順序イデアルを $\mathcal{L}_{\infty}(\nu)$ で

表す.

命題 3. 以下の Riesz空間は多重 Egoroff性をもつ.

(i) 多重 Egoroff性をもつ Riesz空間の任意の順序イデアル.

(ii) 順序連続ノルムをもつ Banach束.

(iii) 各項毎の順序をもつ実数列全体からなる super Dedekind完備 Riesz空間 $s$ と

その順序イデアル $\ell_{p}(0<p\leq\infty)$ .
(iv) Super Dedekind完備 Riesz空間 $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ と $\mathcal{L}_{p}(\nu)(0<p\leq\infty)$ .
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弱漸近的 Egoroff性の概念は, Riesz 空間値ファジィ測度に対しても Egoroffの定
理が成立することを示すために導入された [4, Theorem 2]. 実数値非加法的測度に
対する Egoroffの定理の成立性については [7, 8, 10, 11, 13, 14, 18] を見よ.

以下この論文を通じて, (X, $\mathcal{F}$) は可測空間, すなわち, $\mathcal{F}$ は空でない集合 $X$ の

部分集合からなる $\sigma$-集合体とする.

定義 4. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は

(i) $\mu(\emptyset)=0$

$(iI)A,$ $B\in \mathcal{F}$で $A\subset B$ ならば $\mu(A)\leq\mu(B)$ (単調増加性)

を満たすとき, 非加法的測度 (non-additive measure) という.

定義 5. 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度とする.

(1) 集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$ が $A_{n}\downarrow A$ を満たせば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$ となると

き, $\mu$ は上から連続 (continuous from above) という.

(2) 集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$ が $A_{n}\uparrow A$ を満たせば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ となると

き, $\mu$ は下から連続 (continuous from below) という.

(3) 上から及び下から連続なとき, $\mu$ はフアジィ測度 (fuz-zy measure) という.

(4) 集合 $A,$ $B\in \mathcal{F}$ が $\mu(A)=\mu(B)=0$ を満たせば $\mu(A\cup B)=0$ となるとき, $\mu$

は弱零加法的 (weakly null-additive) という.

実数値非加法的測度についてのより詳細な情報に関しては [2, 14, 18] を見よ. Riesz
空間値非加法的測度に関しては $[1, 3]$ で幾つかの興味ある結果が得られている.

定義 6. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度で, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ 1は $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値
関数列, $f$ もそのような関数とする.

(1) 集合 $E\in \mathcal{F}$ with $\mu(E)=0$が存在して, 任意の $x\in X-E$ に対して $f_{n}(x)-\Rightarrow$

$f(x)$ が成り立っとき, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$ に \mbox{\boldmath $\mu$}-概収束するという.
(2) 単調減少な有向集合族 $\{E_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}\subset \mathcal{F}$ with $\mu(E_{\alpha})\downarrow 0$ が存在して, 各 $X-E_{\alpha}$

上で $f_{\mathfrak{n}}$ が $f$ に一様収束するとき, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$ に \mbox{\boldmath $\mu$}-概一様収束するという.

次の結果は Riesz空間値非加法的測度への Egoroffの定理の拡張であり, 第 4章で
Lusin の定理を拡張する際に用いられる.

定理 1 ([4, Theorem 2]). 集合関数 $\mu:\mathcal{F}arrow V$ はファジィ測度とする. $V$ は弱漸近的

Egoroff性をもつと仮定する. このとき, Egoroffの定理が $\mu$ に対して成り立っ, す
なわち, $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数列 $\{f_{n}\}_{n\in N}$ が $X$ 上の $\mathcal{F}$-可測な実数値関数 $f$ に

伊概収束すれば, $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$ に $\mu$-概一様収束する.
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注意 2. 定理 1は実際には漸近的 Egoroff性をもつ Riesz空間の場合に証明されてい
る [4]. しかし, その証明を検討すれば, 弱漸近的 Egoroff性をもつ場合でも定理が
成立することがわかる.

3. RIESZ 空間値非加法的測度の正則性

距離空間上の任意の可算加法的有限測度は正則となることはよく知られている [15,
Theorem 1.2]. 最近になって Li-Yasuda [9] は, この性質が弱零加法的なファジィ測

度に対しても成立することを示した. この章では, Riesz空間に多重 Egoroff性を仮
定することにより, Li-Yasudaの結果が弱零加法的な Riesz空間値ファジィ測度に対
しても成立することを報告する. まず, 証明の鍵となる補題 [9, Lemma 1] の Riesz
空間版を与えることから議論を始める.

補題 1. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ はファジィ測度とする. $V$ は多重 Egoroff性をもつと
仮定する. このとき, 次の条件は同値:

(i) $\mu$ は弱零加法的.

(ii) 任意の 2重集合列 $\{A_{m,n}\}_{(m,n)\in N^{2}}\subset \mathcal{F}$が, 各 $m\in N$ に対して $A_{m,n}\downarrow D_{m}$ as
$narrow\infty$ かっ $\mu(D_{m})=0$ という性質をもてば, 写像列 $\{\theta_{k}\}_{k\in N}\subset\Theta$ が存在
して

$\mu(\bigcup_{m=1}^{\infty}A_{\mathfrak{m},\theta_{k}(m))}arrow 0$ as $karrow\infty$

が成り立っ.

このとき, 写像列 $\{\theta_{k}\}_{k\in N}$ は単調増加となるように選べる.

$S$ は Hausdorff空間, $\mathcal{B}(S)$ は $S$ の Borel集合全体からなる $\sigma$-集合体, すなわち,
$S$ のすべての開集合から生成される $\sigma$-集合体とする. $\mathcal{B}(S)$ 上で定義された非加法的

測度を $S$ 上の Borel非加法的測度とよぶ.

定義 7. $\mu$ は $S$ 上の $V$-値 Borel 非加法的測度とする. 各 $A\in \mathcal{B}(S)$ に対して, 閉

集合列 $\{F_{n}\}_{n\in N}$ と開集合列 $\{G_{n}\}_{n\in N}$ が存在して, $F_{n}\subset A\subset G_{n}(\forall n\in N)$ かつ

$\mu(G_{n}-F_{n})arrow 0$ as $narrow\infty$ を満たすとき, $\mu$ は正則 (regular) という.

注意 3. 定義 7において, 閉集合列 $\{F_{n}\}_{n\in N}$ は単調増加, 開集合列 $\{G_{n}\}_{n\in N}$ は単調

減少となるように選べる.

定理 2. $S$ は距離空間とする. $V$ は多重 Egoroff性をもつと仮定する. このとき, 任

意の弱零加法的な $S$ 上の $V$-値 Borel ファジィ測度は正則である.

注意 4. 定理 2は $S$ が完全Hausdorff空間, すなわち, $S$ の任意の閉集合が $G_{\delta}$-集合

となる場合も成り立つ. 例えば, 正則な Sushhn空間は完全Haudsorff空間である [16,

Propositions 1 and 3 in Chapter II, Part I].
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4. LUSIN の定理

非加法的測度に対する Lusin の定理は [9, Theorem 4] で初めて与えられた. この

章では, Lusin の定理の Riesz空間値非加法的測度への拡張を考える. まず, Egoroff
の定理のひとつの有用な変形を与える.

補題 2. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ はファジィ測度とする. $V$ は順序可分とする. $\{f_{n}\}_{n\in N}$

は $\mathcal{F}$-可測な $X$ 上の実数値関数列, $f$ もそのような関数とする. $\{f_{n}\}_{n\in N}|hf$ に $\mu$-概
一様収束すると仮定する. このとき, 単調増加な集合列 $\{X_{m}\}_{m\in N}\subset \mathcal{F}$が存在して,
$\mu(X-\bigcup_{m=1}^{\infty}X_{m})=0$を満たし, 各 $X_{m}$ 上で $f_{n}$ は $f$ に一様収束する.

命題 4(Egoroffの定理の変形). $S$ は距離空間とする. $\mu$ は弱零加法的な $S$ 上の $V$-値
Borelファジィ測度とする. $V$は順序可分で多重 Egoroff性をもつと仮定する. $\{f_{n}\}_{\mathfrak{n}\in N}$

は, $S$ 上の Borel可測な実数値関数列で, $f$ もそのような関数とする. $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $f$

に砕概収束すると仮定する. このとき, 単調増加な閉集合列 $\{F_{k}\}_{k\in N}$ が存在して,
$\mu(S$ – 珂の $\downarrow 0$ ae $karrow\infty$ を満たし, 各凡上で $f_{n}$ は $f$ に一様収束する.

注意 5. 命題 4は $S$ が Hausdorff空間, $\mu$ が弱零加法的で正則な $S$ 上の $V$-値 Borel
ファジィ測度であれば成り立っ.

命題 4を用いて Riesz空間値Borel ファジィ測度に対する Lusinの定理が得られる.

定理 3 (Lusin の定理). $S$ は距離空間とする. $\mu$ は弱零加法的な $S$ 上の $V$-値 Borel
ファジィ測度とする. $V$ は順序可分で多重 Egoroff性をもつと仮定する. $f$ は $S$ 上

の Borel可測な実数値関数とする. このとき, 単調増加な閉集合列 $\{F_{k}\}_{k\in N}$ が存在
して, $\mu(S-F_{k})\downarrow 0$ as $karrow\infty$ を満たし, 各凡上で $f$ は連続となる.

注意 6. 定理 3は $S$ が正規空間, $\mu$ が弱零加法的で正則な $S$ 上の $V$-値 Borel ファジィ
測度であれば成り立っ.
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