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1 序論

制御系設計はこれまで主として MATLAB 等の行列計算数値パッケージを用いて行われて来た。 これら
の数値パッケージでは、行列の固有値や固有ベクトル、特異値、数値的最適化等が効率的に行えるように
なっており、それに基づいて制御系設計のための様々な機能が組み立ててられている。これまで制御系設計
に数式処理が制御系設計に活用されることはあまりなかったが、この理由としては、計算スピード、計算
量、 現実的な速度で取り扱える問題のサイズなどで色々問題があったことによるものと、 5次以上の代数方
程式に解の公式が存在しないなどの数学的な原理によるものが挙げられる。数少ない、制御系設計への数
式処理の応用の試みとして次の 2つがある。

1. 近似固有値、 固有ベクトルなどのべき級数演算の活用

2. $QE$ (Quantifier Eliminatin) を活用した制御系設計

上の 1. は著者らによる一連の研究 $([1]-[23])$ により行われてきたものである。 これは解析関数を打ち切り
べき級数で表現することにより、数式を含む演算を柔軟にしようとするものであり、SCILAB 上で動くパッ
ケージソフトなども開発されている (詳細は [22] を参照)。 この方法の問題点としては以下のものが挙げら
れる。

(a) 打ち切りべき級数による近似なので、 打切り誤差を考慮する必要がある。

(b) べき級数なので収束半径を考慮する必要がある。

(c) 一般に浮動小数点数を用いるので、 その精度に気を配る必要がある。

–方、 2. は $[25]-[31]$ で取り扱われているが、数式処理の強力な手法である QE (Quantifier Eliminatin) を

制御系設計に活用しようとする試みである制御系設計に関する設計問題の多くは、QE の問題として定義可
能)

。 この方法の問題点はなんと言ってもその計算量があまりに大きく、現実的なサイズの問題を扱うのが
困難であることである。 これに対し、 [24] では QE を特殊化した SDC(Sign Definite Condition) を用いて

計算量の軽減を図っているが、 この手法で取り扱えるのは PI 制御器をべースにした 1入力 1出力システム
のみであり、 多入力多出力のシステムは取り扱えない。
本稿では、上の 1., 2. とも異なる新たな数式処理の制御系設計への応用について述べる。 この手法は QE
の特殊化の 1 っと考えることができるが、 $H_{2}$ 最適制御や $H_{\infty}$ 制御等の Riccati 方程式を用いた制御理論
を活用することが出来る点が [24] と異なっている。本稿は次の構成をとる。
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2 制御系設計の多項式の根

本稿で提案する手法は「制御系設計に関する量の多くは多項式の根として表せる」という事実によってい
る。 実際、制御系設計において重要な次の量は全て多項式の根として表す事が可能である。

1. 与えられた伝達関数の $H_{\infty}$ ノルム $([25]-[26])$

2. $H_{\infty}$ 制御系設計問題 (状態フィードバック $[30]$ 、 出力フイードバツク [31])

3. $H_{2}$ 最適制御系設計における評価関数の最小値 ([29])

4. Hankel 特異値、 またはその比

本稿ではこれらのうち 1. $- 3$ . について解説する。
以下では、 $\Psi_{x}(f(x),m)$ で多項式 $f(x)$ の $m$ 番目の実根を表すことにする。

3 基本アルゴリズム

実区間 $\Omega$ で定義されたパラメータ $k$ の関数 $\phi(k)$ が次の各条件 $(C1)-(C3)$ を満たすとする。

(C1) $\phi(k)$ : $Rarrow R$ は $k$ の連続関数

(C2) 任意の $k_{0}\in\Omega$ に対して、 $\phi(k_{0})\in R$ の値を計算することが可能である。

(C3) ある 2変数多項式 $f(q, k_{0})$ が存在し、任意の $k0\in\Omega$ に対して $\phi(k_{0})\in R$ は $q$ に関する実根である。

このとき、 $\phi(k)$ を 2変数多項式の実根として次の形で書き表すことが可能である (アルゴリズムの詳細に

ついては、 ([26],[29] を参照) 。

$\phi(k)=\{\begin{array}{ll}\Psi_{q}(f(q, k), l_{i}) (\nu_{i}<k<\mu_{i+1})\Psi_{q}(f(q, k),m_{i}) (k=\nu_{i})\end{array}$ (1)

例 1
例えば、 $A,$ $B,$ $C$ を次のように置いたとする。

$A=$. $\{\begin{array}{llll}-k -4 l 3 -2k -3\end{array}\}$ , $B=\{\begin{array}{ll}l 1-l 2\end{array}\}$ , $C=\{\begin{array}{ll}-1 01 -1\end{array}\}$ (2)

このとき (2切のアルゴリズムを使えば、 次のシステム

$\frac{dx}{dt}=Ax+Bu,$ $y=Cx$ (3)

の $u$ から $y$ への伝達関数 $G(s)=C(sI-A)^{-1}B$ の $H_{\infty}$ ノルム $\Vert G(s)\Vert_{\infty}$ は次のように表現できる。

$||G(s)||_{\infty}$ $=$ $\{\begin{array}{ll}\sqrt{\Psi_{q}(f(q,k),1)}^{1} (-1<k<2)\sqrt{\Psi_{q}(f(q,k),1)}^{1} (2<k)\end{array}$

$\{\begin{array}{ll}\frac{3\sqrt{2}}{\sqrt 17k^{2}+46k+74+\sqrt{5}(k-2)\sqrt{29k+112+128}} (-1<k<2)\frac{3\sqrt{2}}{\sqrt 17k^{2}+46k+74-\mathcal{F}5(k-2)\sqrt{29k+112k+128}} (2<2)\end{array}$ (4)
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ただし、 $f(q, k)$ は以下で定義される多項式である。

$f(q,$ん $)$ $=$ ($9q^{2}-17$ん$2q-46kq-74q+4$ん$4+44$ん$3+157$ん$2+198k+81$ )

( $13q^{2}-2k^{2}q-96$ん$q-138q+9k^{4}+24$ん$3+82$ん$2+448k+637$) (5)

求めたい関数 \phi (ん) $(k\in\langle\underline{k},\overline{\text{ん}}\rangle)$ が $(C1)-(C3)$ の条件を満たしているとすると、 下記のアルゴリズムで (1)
の $l_{i},$ $m_{i},$ $\nu_{i}(i=1, \cdots,p)$ を計算することが出来る。

アルゴリズム 1
($l:,$ $m,$ $\nu_{i}(i=1,$ $\cdots,$ $r)$ の計算)

( $1\rangle$ $\nu:(i=1, \cdots,p)$ を ${\rm Res}_{q}$ ($f(q$, ん), $\lrcorner\partial\partial q(q$, ん)) $=0$ の実根で $\nu_{i}\in\langle\underline{\text{ん}},\overline{k}\rangle$ を満たすものとし、 $\nu_{0}=\underline{k}$ ,
$\nu_{P+1}=$ んとする。

$\langle 2\rangle\mu_{i}(i=1, \cdots,p)$ を $\nu_{\{}<\mu<\nu:+1$ を満たすものとし、 $\phi(\mu_{i})(i=0, \cdots,p)$ の値を計算し、下記を満
たす整数 $l_{i}$ ($i=0,$ $\cdots$ ,P) を求める。

$\phi(\mu_{1})=\Psi_{q}(f(q,\mu_{i}),$ $l_{i}$ ) $(i=0, \cdots,p)$ (6)

$\langle 3\rangle\phi(\nu_{i})(i=0, \cdots,p)$ の値を計算し、下記を満たす整数 $m_{i}(i=0, \cdots,p)$ を求める。

$\phi(\nu_{i})=\Psi_{q}(f(q, \nu_{1}),m_{i})(i=1, \cdots,p)$ (7)

4 根による表現の活用

今、 $\phi(k)$ をを満たすんの関数とする。 \phi (ん) が (1) のようにある多項式の根の形で表現されれば、次の
ような性質を調べることが可能である。

(a) パラメータ んが圭\infty に発散するときの $\phi(k)$ の漸近的な振る舞い。

(b) \phi (ん) をパラメータ んで微分した時の導関数 $\phi’(k)$ の零点 ($\phi(k)$ の極値) を調べる。

上の (a) を行うには、 $\overline{k}=1/k$ とおき、 $\tilde{k}=0$ での Puiseux 級数展開を調べればよい。 (b) を行うには、連
立代数方程式

$\frac{(if}{d\text{ん}}(q, k)=0$ , $f(q, k)=0$ (8)

を釜にっいて解く。

5 制御系設計への応用

ここでは、 (1) の表現の下記の且。。問題への適用を考える。

(D1) $H_{\infty}$ ノルムの計算

(D2) 状態フィードバックによる $H_{\infty}$ ノルム最適化問題
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5.1 $H_{\infty}$ ノルムの計算

下記で定義されるシステム

$\frac{dx}{dt}=Ax+Bu,$ $y=Cx$ (9)

が与えられたとき、その伝達関数 $G(s)=C(sI-A)^{-1}B$ の $H_{\infty}$ ノルム

$||G(s) \Vert_{\infty}=\sup_{w\in R}\overline{\sigma}(G(jw))$ (10)

を求める問題を考える。ただし、 $j$ は単位純虚数、 $\sigma(\overline{M})$ は行列 $M$ の最大特異値 $(=\sqrt{M^{r}M\text{の}*\lambda \text{固}HlH})$

を表す。 制御理論の方では、 この $H_{\infty}$ ノルムの計算には 2分法を用いることが一般的であるが、 この 2分
法は次のよく知られた定理にその基礎を置いている。

定理 1
行列 $H$ を

$H=\{\begin{array}{ll}A \overline{\gamma}^{V}1BB^{*}-C^{*}C -A^{*}\end{array}\}$ (11)

と定義する。 $\gamma(>0)$ を与えられた実数とするとき、 $\Vert G(s)\Vert_{\infty}<\gamma$ の必要十分条件は $H$ は虚軸上に固有値
を持たないことである。

式 (9) の $A,$ $B,$ $C$ の要素がパラメータ $k$ 多項式であるとき、そのシステムの $H_{\infty}$ ノルム $\Vert G(s)\Vert_{\infty}$ はもち

ろん $k$ の関数であるが、 これが上の (CI),(C2) の条件を満たすことは明らかである。 よって、 (C3) の条件
を満たす 2変数多項式 $f$ ( $q$ , ん) が求まれば $H_{\infty}$ ノルム $\Vert G(s)\Vert_{\infty}$ を (1) の形で表すことが可能である。
よってこのような多項式 $f(q$ ,紛を求めることを考える。まず、 行列 $H$ の次の性質に注目する。

$\{\begin{array}{l}\lambda H-\lambda HH\pm\lambda_{1},\cdots,\pm\lambda_{n}\end{array}$ (12)

この性質と先の定理 1より、次式を得る。

$\Vert G(s)||_{\infty}\in$ {$\gamma\in R|H$ が重複固有値を持つ} (13)

ここで

$H$ が重複固有値を持つ $\Leftrightarrow h(x)(=Det(xI-H))$ が重根を持つ $\Leftrightarrow Ras_{x}(h(x),\frac{dh}{dx}(x))=0$ (14)

を考えると
$\Vert G(s)\Vert_{\infty}\in$ { $\gamma\in R|\xi(1/\gamma^{2}$ ,ん)=0} (15)

を得る。 ただし、 $\xi$ ( $1/\gamma^{2}$ , ん) は以下で定義される $1/\gamma^{2}$ ,んの多項式である。

$\xi(1/\gamma^{2}, k)^{d}=^{f}{\rm Res}_{x}(h(x), \frac{dh}{dx}(x))$ (16)

ゆえ}\breve \acute $\backslash q=1/\gamma^{2}$ と置くと

$\frac{1}{(||G(s)||_{\infty})^{2}}\in\{q\in R|\xi(q, k)=0\}$ (17)

となる。 これより、 $f(q, k)$ を $\xi(q, k)$ の無平方部分とすると

$\frac{1}{(\Vert G(s)\Vert_{\infty})^{2}}\in\{q\in R|f(q, k)=0\}$ (18)
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表 1: アルゴリズム 2の計算時間 (単位 : 秒)

となるので、 \phi (ん) $=$ イ$\text{ア_{}e}^{1}$

$\infty$ ) とおき、 アルゴリズム 2を用いると

$\frac{1}{(\Vert G(s)\Vert_{\infty})^{2}}=\{\begin{array}{ll}\Psi_{q}(f(q, k), l_{i}) ( \nu_{i}< \text{ん} <\nu_{i+1})\Psi_{q}(f(q, k),m_{i}) (k=\nu_{i})\end{array}$ (19)

を満たす $l_{i},$ $m_{i},$ $\nu$: が計算できる。 これより

$\Vert G(s)\Vert_{\infty}=\{\begin{array}{ll}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}\Psi_{q}(f(q,k)l:) (\nu_{i}<k<\nu_{i+1})\sqrt{\Psi_{q}(f(g,k),m:)}^{1} (\text{ん} =\nu_{i})\end{array}$ (20)

を得る。

アルゴリズム 2
($H_{\infty}$ ノルムを (20) の形で計算する)

$\langle 1\rangle$ 式 (11) の $H$ の特性多項式 $h(x)$ を計算する。

( $2\rangle$ $q=1/\gamma^{2}$ とおき、 $\xi$ ( $q$ ,ん)=Res$x(h(x), \tau_{x}(x))$ を計算する。

$\langle 3\rangle\xi(q, k)$ を無平方化し、 その無平方部分を $f(q, k)$ とする。

$\langle 4\rangle f(q, k)$ に対し基本アルゴリズムを適用し、 (20) を満たす $l_{:},$ $m_{i}\in Z,$ $\nu_{i}\in R$ を求める。

表 1にランダムに生成したシステムに対し上のアルゴリズムを適用し、その $H_{\infty}$ ノルムを (20) の形で計
算した時の計算時間を示す。 ただし、 $m$ はシステムの次数を表す。表よりわかるように、 $m=8$ まで実用

的な時間で $H_{\infty}$ ノルムが計算できている。

5.2 状態フィードバックによる $H_{\infty}$ ノルム最適化問題

ここでは、 状態フィードバックによる $H_{\infty}$ ノルム最適化問題を考える。具体的には次のシステム

$\frac{dx}{dt}=Ax+B_{1}w+B_{2}u,$ $z=Cx+Du$ (21)

に対して、状態フィードバック $u=-Fx$ による制御をかけたシステム

$\frac{dx}{dt}=(A-B_{2}F)x+B_{1}w,$ $z=(C-DF)x$ (22)

が次の 2つの条件を満たすようにする制御系般計問題である。

(E1) システムが安定 ($A-B_{2}F$ の全ての固有値の実部が負)
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(E2) $w$ から $z$ までの伝達関数 $G(s)=(C-DF)(sI-A+B_{2}F)^{-1}B_{1}$ の $H_{\infty}$ ノルム $\Vert G(s)\Vert_{\infty}$ が最小で
ある。

言い換えると、次の条件付最小化問題である。

$\min$ $||(C-DF)(sI-A+B_{2}F)^{-1}B_{1}||_{\infty}$ (23)
$A-B_{2}F$ が安定

先の $H_{\infty}$ ノルムの計算と同様に、制御工学の方ではこの最小化問題を直接解くのではなく、代わりに次の
問題を考える (システムがパラメータを含まないならば、 この問題が解ければあとは 2分法を用いて上の
最小化問題の解を求めることが出来る) 。

(El) システムが安定 ($A-B_{2}F$ の全ての固有値の実部が負)

(E2) $w$ から $z$ までの伝達関数 $G(s)=(C-DF)(sI-A+B_{2}F)^{-1}B_{1}$ の $H_{\infty}$ ノルム $||G(s)||_{\infty}$ が与えら

れた実数 $\gamma$ 以下である。

言い換えれば、次の条件を満たす制御系を設計する問題である。

$(A-B_{2}F)$ が安定, $\Vert(C-DF)(sI-A+B_{2}F)^{-1}B_{1}\Vert_{\infty}<\gamma$ (24)

$H$ を次のように定義するとき

$H=\{\begin{array}{ll}A \neg^{B_{1}B_{1}^{\tau}-B_{2}B_{2}^{\tau}}\gamma 1-\sigma^{r_{C}} -A^{T}\end{array}\}$ (25)

制御理論では、 上の (El), (E2) の必要十分条件として、次の条件が知られている。

(F1) 下に定義する行列 $H$ が虚軸上に固有値を持たない。

(F2) $Det(X_{1})\neq 0$

(F3) $X=X_{2}X_{1}^{-1}$ (実対称行列) の全ての固有値が正である。

ただし、 $u\iota$ を $H$ の実部が負である固有値に対応する固有ベクトルとするとき、上の $X_{1},$ $X_{2}$ は次で定義

される正方行列である。

$\{\begin{array}{l}X_{1}X_{2}\end{array}\}=[u_{1}$
$u_{2}$

$u_{\mathfrak{n}}]$ (26)

$\gamma$ が十分大きいならばもちろん、 (24) を満たす制御器 $u=-Fx$ が存在するので、上の (FI),(F2),(F3) の

条件は満たされている。 $\gamma$ を小さくしていくと、 $\gamma$ が (23) の最小ノルムになったとき、 $(F1),(F2),(F3)$ の

うち、 少なくとも 1つは満たされなくなる条件がある。 これは言い換えると

$(Fi)$ が満たされない $arrow j_{t}$ ( $1/\gamma^{2}$ ,ん)=0 $(i=1,2,3)$ (27)

を満たす $1/\gamma^{2},$ $k$ の多項式 $f_{1}$ ( $1/\gamma^{2}$ , ん) があれば、 $f(1/\gamma^{2}, k)$ を

$f$ ( $1/\gamma^{2}$ ,ん)=fl ( $1/\gamma^{2}$ , ん) $f_{2}$ ( $1/\gamma^{2}$ , ん) $f_{3}(1/\gamma^{2}, k)$ (28)

と置くことで

$\gamma$ が (23) の最小ノルムである $arrow\exists i,$ ($F$のが満たされない $arrow f(1/\gamma^{2}, k)=0$ (29)
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となるので、アルゴリズム 2を用いて (23) の最小ノルムを (1) の形で計算できることになる。 よって上の
$(F1),(F2),(F3)$ の各条件に対して、 (27) を満たすゐ ( $1/\gamma^{2}$ , ん) を考える (以下では、前回と同様に $\gamma$ の代わ
りに $q=1/\gamma^{2}$ を用いる) 。

まず、 (F1) を良く見ると、 先ほどの $H_{\infty}$ ノルムの計算と同様に考えれば

$f1(q, k)= \ s_{x}(h(x), \frac{dh}{dq}(x))$ の無平方部分 (30)

と取れば (27) が満たされることがわかる (ただし $h(x)=Det(xI-H)$ )
。

次の (F2) については次のように考える。 まず、 $H$ の固有ベクトル $v(\lambda)$ を固有値 $\lambda$ を記号として残し
たままの形で計算する。

アルゴリズム 3
($v(\lambda)$ の計算)

$\langle 1\rangle x$ を $x=[x_{1}$ ...
$\sigma)$要

$ae1’\supset 1\supset l^{i}1’\supset\sigma)x_{2n}2_{W\nearrow x\text{程}x)}^{kff\text{き_{}\backslash }}\tau_{J}2n\{E$
の $\Re W_{J}’E$程式$(HkffiR$する ( $-arrow$て $\lambda$

|-f*\mbox{\boldmath $\lambda$}I\epsilon )x\pi -=\mbox{\boldmath $\tau$}0,\hslash 6(^)Qクトノ (H-\mbox{\boldmath $\lambda$}I)x $=0$

$\langle 2\rangle\langle 1\rangle$ の $2n$ 個の線形方程式より $(2n-1)$ 個の線形方程式を選び、 変数 $x_{1},\cdots,x_{2n-1}$ の方程式として

解く。

( $3\rangle$ 解いた $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{2n-1}$ を $x$ に代入した後、 $x$ の各要素が多項式となるように、 $x_{i}(i=1, \cdots, 2n-1)$

の分母の多項式の最小公倍式を $x$ にかける。

\langle 4) $v(\lambda)arrow x/x_{2n}$ と置き、 $v(\lambda)$ を出力する。

上のアルゴリズムで得られたベクトル $v(\lambda)$ は固有値 $\lambda$ に対応する固有ベクトルを表しているので行列
$X_{1}(y_{1}, \cdots, y_{n}),X_{2}(y_{1}, \cdots, y_{n})$ を

$\{\begin{array}{lll}X_{1}(y_{1} \cdots y_{n})X_{2}(y_{1} \cdots y_{n})\end{array}\}=[v(y_{1})$ $v(y_{2})$ $v(y_{n})]$ (31)

と定義すると、 (F2) の $X_{1}$ は $X_{1}(\lambda_{1)}\cdots , \lambda_{n})$ (ただし、 $\lambda_{1},$ $\cdots$ , $\lambda_{n}$ は実部が負である $H$ の固有値) で与えら
れる。 ゆえに $f_{2}(q, k)=Det(X_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}))$ としたいのであるが、 $Det(X_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{\mathfrak{n}}))$ は $\lambda_{1},$

$\cdots,$
$\lambda_{n}$ を

含んでいるため、 $q(=1/\gamma^{2}),$ $k$ の多項式にはならず、 このままでは $f_{2}$ ( $q$ , ん) とすることができない $(f_{2}(q, k)$

は $q,$ $k$ の多項式でなければならない)。 よって次のような多項式 $f_{2}(q, k)$ を構成することを考える。

$Det(X_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}))=0\Rightarrow f_{2}(q, k)=0$ (32)

$f_{2}$ ( $q$ , ん) がこの条件を満たせば、

(F2) が満たされない $\Rightarrow Det(X_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}))=0\Rightarrow f_{2}(q,$ ん$)=0$ (33)

となり、 (27) が満たされるのは明らかである。

補題 2

次の関数 6($\lambda_{1},$ $\cdots$ , \mbox{\boldmath $\lambda$}のは $\lambda_{1},$
$\cdots,$

$\lambda_{n}$ の対称式である。

$\zeta_{j}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})=\frac{Det(X_{j}(\lambda_{1},\cdots,\lambda_{n}))}{\prod_{l<m}(\lambda_{l}-\lambda_{m})}$ (34)
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補題 3

次の関数は $\lambda_{1}^{2},$

$\cdots,$
$\lambda_{n}^{2}$ の対称式である。

$\prod_{s_{m}=\pm 1}\zeta_{j}(s_{1}\lambda_{1}, \cdots, s_{n}\lambda_{n})$ (35)

補題 4
$\lambda_{1}^{2},$

$\cdots,$
$\lambda_{n}^{2}$ の対称式は $q,$ $k$ の多項式として表せる。 すなわち

$f_{2}(q, k)= \prod_{s_{m}=\pm 1}\zeta_{j}(s_{1}\lambda_{1}, \cdots, s_{n}\lambda_{n})$ (36)

を満たす $q$ ,んの多項式 $f_{2}(q, k)$ が存在する。

式 (34) の $\zeta_{j}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})$ 定義より、 $\lambda_{l}\neq\lambda_{m}(l\neq m)$ ならば

$Det(X_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}))=0\Rightarrow(j(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})=0\Rightarrow f_{2}$($q$ ,ん)=0 (37)

が成り立ち、 (32) を満たす $f_{2}(q, k)$ が構成できた。 $\lambda_{l}\neq\lambda_{m}(l\neq m)$ が成り立たない場合は $fi(q, k)=0$ と

なるので、 この場合にも (28) は成り立つ。 以上より、 $f_{2}(q, k)$ を求める次のアルゴリズムを得る。

アルゴリズム 4
$\langle 1\rangle$ アルゴリズム 3を用いて $v(\lambda)$ を計算する。

$\langle 2\rangle$ (31) により、 $X_{1}(y_{1}, \cdots, y_{n})$ を計算する。

$\langle 3\rangle(_{1}(\lambda_{1},$ $\cdots$ , \mbox{\boldmath $\lambda$}のを (34) により計算する。

$\langle 4\rangle$ 式 (35) を計算し ( $\lambda_{1}^{2},$

$\cdots,$
$\lambda_{n}^{2}$ の対称式となる)、 $q,$ $k$ の多項式として表したものを $f_{2}(q, k)$ とおく。

最後に (F3) の条件について考える。 $X_{2}X_{1}^{-1}$ が実対称行列であることから、 その固有値は全て実数である。
よって、 その固有値は実軸上を動き、 (F3) の条件が満たされなくなった瞬間には $X_{2}X_{1}^{-1}$ の固有値で $0$ の

ものが存在する。 これは $Det(X_{2}X_{1}^{-1})=Det(X_{2})/Det(X_{1})=0$ を意味するが、先の (F2) の条件を考える
ときに $Det(X_{1})=0$ の場合を考えたので $Det(X_{1})\neq 0$ と仮定してよい。 よって

$Det(X_{2})=0\Rightarrow f_{3}(q, k)=0$ (38)

を満たす $q,$ $k$ の多項式 $f_{3}(q, k)$ を求めればよい。 これは先のアルゴリズム 4のステップ ( $2\rangle$ , ( $3\rangle$ , ( $4\rangle$ におい

て、 $X_{1}(y_{1}, \cdots, y_{n}),\zeta_{1}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}),$ $f_{2}(q, k)$ をそれぞれ $X_{2}(y_{1}, \cdots, y_{n}),\zeta_{2}(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n}),$ $f_{3}(q, k)$ に置き換え

て計算を行えばよい。
以上より、 (23) の最小値を (1) の形で表す次のアルゴリズムを得る。

アルゴリズム 5
((23) の最小値を (1) の形で表す)

$\langle 1\rangle$ 式 (30) より、 $fi(q, k)$ を計算する。

$\langle 2\rangle$ アルゴリズム 3より、 $f_{2}(q, k)$ を計算する。

$\langle 3\rangle$ アルゴリズム 3において、$X_{1}(y_{1}, \cdots, y_{n})arrow X_{2}(y_{1}, \cdots,y_{\mathfrak{n}}),$ $\zeta_{1}(y_{1}, \cdots, y_{n})arrow\zeta_{2}(y_{1}, \cdots,y_{\mathfrak{n}}),$ $f_{2}$ ($q$ , ん)\rightarrow
$f_{3}$ ($q$ , ん) の置き換えを施したアルゴリズムを実行し、 $f_{3}(q$ ,紛を計算する。
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$\langle 4\rangle fi(q, k)f_{2}(q, k),$ $f_{3}$ ( $q$ , ん) の無平方分解を計算し、 $f(q, k)$ をその無平方部分とする。

$\langle 5\rangle f(q, k)$ に対し、 アルゴリズム 2を実行し、 (23) の最小値を (1) の形で表した時の $l_{i},$ $m_{i},$ $\mu_{i}$ を計算
する。

実際に上のアルゴリズムを用いて制御系設計を行ってみると、制御対象の次数 $n$ が $n=2\sim 5$ までは実用
時間内に計算を行うことが出来、 $n=6$ の時には、数時間程度の時間がかかった。 実用にはアルゴリズムの
更なる効率化が必要と思われる。

6 結論

パラメータを用いた制御系設計について議論した。 特に、「制御系設計に関する量の多くは多項式の根と
して表せる」 という事実に着目し、 $H_{\infty}$ ノルムに関する制御系設計問題ヘパラメータを導入する方法につ
いて解説した。本手法を用いることにより、パラメータを含んだシステムの $H_{\infty}$ ノルム等を多変数多項式
の根として表すことができる。 このアルゴリズムを実際のシステムに適用するためには、計算効率の向上
などが必要であり、 これが今後の課題である。
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